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SUR LE CARACTERE QUADRATIQUE DU NOWBRE 3
PAR RAPPORT A UN NOMBRE PREMIER QUELCONQUE;

Par M. Riovr BRICARD.

Euler, Legendre et plas récemment Stieltjes (1) ont
donné des démonstrations simples des théorémes rela-
lifs anx caractéres quadratiques des nombres — 1 et 2
par rapport & un module premier. Je me propose d’in-
diquer dans cette Note comment on peut, par une mé-
thode ¢élémentaire, déterminer les nombres premiers
dont le nombre 3 est ou v’est pas résidu quadratique.

(") Vo Pintroduction u U'Etude de la Théorie des Nombres et
de U Mlgcbre superieure. de MM. E. Borel et J. Drach
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Soit p un nombre premier et m, un nombre quel-
conque de la suite 2, 3, ..., p — 1. On peut détermi-
ner un nombre entier m,, inférieur a p et tel quel’on ait

mymy = my—I (mod p).

11 est évident que I'on n’a ni

my =0 (mod p),
my==1 (mod p);

my apparticnt donc a la méme suite que m;.
Le nombre m, ainsi obtenu permet de déterminer un
nombre my, appartenant a la suite2, 3, ..., p—1,

tel que Von ait
mama= mg— 1 (mod p),
et ainsi de suite.

La suite de nombres ainsi oblenue, my, m,, msy, ...
donne licu aux remarques suivantes :

1° Simy est différent de my, il en est de méme de
my. En ellet, on aurait, dans le cas contraire,

Mamy == my— 1= My — | (mod p),
d’ou
my = my.
ce qui serait contraire a ’hypothése.
2 On a toujours, au contraire,
m, = my.

Ecrivons, cn eftet, de la maniére suivante, les con-
gruences qui déterminent successivement les nombres
My, My, My -

my(my—1) = —i (modp),
moymy = ms— (mod p),
me(mz—1)= —1 (mod p),

mym, = mz—1 (modp).

La scconde congrucnce est écrite de deux maniéres
différentes.
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Multiplions membre 4 membre la premiére et la
deuxiéme congruence. Opérons de méme sur la troi-
sitme et la quatriéme. Il vient, apres divisions par des
facteurs incongrus a zéro,

mymynmy =—1 (mod p),
Mmomgmy, = —1 (mod p),
ST .
d’ou 'on tire

(my— my, ) mymy

(mod p ),
ct, par suite,
my = m,.

32 Enfin il peut arriver que Pon ait my =m,. Alors
tous les termes de la suite m,. m,, ... seront iden-
liques. my st dans ce cas une racine de la congruence

xr—x-—1=0 (mod p,

qui admet aussi la racine p 41 —m, et celle-la seule-
ment, comme on le voit immédiatement. Cette nou-
velle racine est néeessairement distincte de la premicére,
si on suppose p £ 3. En cilet, on aurait, dans le cas
contraire,

p 1

my=p-+1—m, d’ot my==——,
! : 2

ct, par suite,

<])+I>2__(I)":")+[EO (modp),

2
ou
pr3== (mod ),
congruence impossible.
On peut résumer ainsi ce qui précéde : si la con-
p

gruence
22— +1=0 (mod p)

cst impossible, les nombres de la suite 2, 3, ..., p —1
se répartissent en un certain nombre de groupes de trois
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termes, et I’on a nécessairement
pP—2=0 (mod 3),

et le nombre p est de la forme 3¢ + a.

Si au contraire cette congruence est possible, la méme
suite comprend deux nombres satisfaisant a cette con-
gruence, plus un certain nombre de groupes de trois
termes.

On a alors
p—2—2=0 (mod3).

Le nombre p est de la forme 3¢ + 1.
Les réciproques sont évidemment vraics.
Remarquons maintenant que la congruence

r’—r+i=o (mod p)
peut s’éerire
(2 —1)2+3=0o0 (mod p).

Elle est donc possible ou impossible, suivant que

) (5

¢t I'on en déduit le théoréme suivant :

I'on a

Le nombre — 3 est résidu quadratique des nombres
premiers de la forme 3q + 1, et non résidu des nom-
bres premiers de la forme 3 g + 2.

En combinant ce théoréme avee les théorémes rela-
tifs au caractére quadratique du nombre — 1, on ob-

. . 3
tient facilement la valeur du symbole <;> pour toutes

les valeurs du nombre premier p. Je v’insiste pas sur
le résultat bien connu que 'on obtient ainsi : mon but
était simplcm(:m de montrer comment on peut y par-
venir par les procédés les plus élémentaires,
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