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[A31] [H12bx]

RACINES DE QUELQUES EQUATIONS TRANSCENDANTES.
INTEGRATION D'UNE EQUATION AUX DIFERENCES MELEES;

Psr M. E.-M. LEMERAY.

On peut facilement ramener quclques équalions
transcendantes aux Lypes

€= T, L=,
que jai étudiés dans deux Notes précédentes (décembre
306, février - S Pé :

1806, février 1897 ). Soit Iéquation

"= a.
¢levons les deux membres a la puissance m, puis posons
am =y, a"=2>=, clle devient

A'V«‘ = 0.

Lguation xyat = b. — Elevons « ala puissance expri-
mée par les deux membres, on a
(a’ )" = al=c.
v
don1

2 2
at— e et o= byt
L'équation a' =k sc raméne ila précédente en Vécri-
vant
. yia b~ Lo
L équation @/ = o - b se raméne a son tour i la pré-
cédente en derivant
at U—qlva - by
el posant x = b = .

On l)i‘lll (:sllll‘lll(‘lll l'(:(llli(‘(‘ lL‘S élllldli()lls un peu plus
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générales
(ax)' = m, (ax)vbar = m, (r + kymarx+r=1>0.

Pour la premiére posons ax =y, €levons les deux
membres & la puissance b7 ca®; posant ensuite 1¢ = z,

b—1cat

m = n, clle devient

3*=n

Pour la deuxiéme posons encore ax =y, élevons ala
puissance p~'c, on est ramené a la forme zA?= B. La
troisi¢me se raméne au méme type en posant x + k= y.
En achevantles calculs, on remarquera que & s’exprime
sans que le signe logarithmique y figure.

En résolvant ces équations, il faut d’'une part élimi-
ner les racines éirangéres introduites; de Pautre, con-
stater que I'on a obtenu toutes les racines de la propo-
sée. Cherchons, par exemple, les intersections réelles
des deux courbes y = a et p =bx? (a>1 et b>0).

La fig. 1 nous montre qu’il y a toujours une racine

ax

réelle négative et qu'il peut exister deux racines réclles
égales ou inégales.

Pour résoudre I'équation a* = bz? qui rentre d’ail-
leurs dans un des types signalés plus haut, on peut
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Iécrire
oz _
a = \/b x,
et 'on a
s 2 T -1
W)

Vo
Pour que les deux racines positives soient égales il faut
que Ton ait

Y \ .
est-a-dire

ou encote
1 1

L 2,0
\/5‘”’: e' ou W=c ¢

Si a est plus petit que cette valeur, on aura deus racines
éelles inégales. Il est clair qu'il faul prendre les radi-
caux \/(_z et \/Z avee le scal signe 4. On n’obtient pas
ainsi la racine négative. Pour I'avoir on changera a en

,on . , . 1
— a ¢t P'on est amené a résoudre 'équation dax?= =
C
B , . —X 1 ,
qu'on peut écrire xry/a = 77 e I'on a
‘ )

:ﬁWm>,

qu’il faudra changer de signe; ainsi les trois racines

4

réelles scront données par la méme formule ou \a est
pris avec le signe +; /b avec le signe + pour avoir
les deux racines positives, et avec le signe — pour avoir
la racine négative.

Le symbole de la surracine deuxiéme permet encore

N
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de résoudre quelques questions. Considérons la courbe
représentative de la fonction

y= Varr — r2

[en coordonnées polaires 1'éguation de ceute courbe
est o = af®®; en coordonnées semi-polaires (abscisse
et rayon vecteur) elle est p = a*]. Pour a>1, elle

peut présenter trois formes, suivant que a est plus petit
1 1 1

que e, égal & ¢ ou plus grand que e’. On trouve facile-
ment (que pour x infini ct positif clle est asymptote aux
courbes y === a® ( fig. 2), quclle est tangente a ces
courbes pour & = o; qu’en chacun des points réels on
elle conpe 'axe O, elle adimet une tangente paralléle

a0y

Chierchons les abscisses de ces poinls d'intersection
pour y = o il faut avoir a®=x ou a=* = x; les deux
. ’ .. 1
racines réclles positives seront les deux valeurs de 57=»

Va
1 3
3 $] 1 — e 1 5 » 1 H €
égales si @ = ¢, inégale si a est plus petit que ¢, La
1

racine négative scra — ;—-

a-1
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Cherchons aussi les abscisses des points ou la courbe

admet une tangente horizontale. On a

a*La —ax

Vars— g2 )

S

==

On a donc a résoudre I'équation «**La — x = o;

La ., .
posons x = —; il vient
2La | 1
«F = - ou 37 = @l
on a douc
5= a2« el x Le |

Les deux valeurs seront distinctes, si la surracine en
a deux, c’est-A-dire si 'on a
1

1 < a?lae < ev,

Les deux valeurs seront égales (point stationnaire) si
Von a
1
! o |
a2l = e, c’est-a-dire La = —-.
Vae
I abscisse est alors

2 — —1 -

o= /L ____;:\/z,

F( - Vae >
\\ v

ct Yordonnée a pour valeur

e e
== € — - = —_—
Y 2 2

Flle est donc égale a I'abscisse.

Quand on fait a égal a 1, la courbe s¢ réduit a un
cercle de rayon 1, déerit autour de I'origine pour centre
¢t a une droite parallele a Oy a Pinfini.

Intégration de l’équation

},(111 +p HJ.BIII\ =0,
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dans laquelle a et i sont deux constantes, y_; élant la
valewr de la fonction quand la variable a pour valeur
x—1.

D’apres la série de Taylor, on a

) 2
() — )
i )/('") -— ]_' y(m+1) -+ :;.}/(7114-2 —_— .

On a donc 4 résoudre 'équation linéaire d’ordre in-
fini & coefficients constants
N

12
o :)/(In+p) —a (}’(’")— ;_'_ y(m+l) -+ .. ) .

L’équation caractéristique peut s’éerire

pm+p —— qrme—ir = o,

Ellc admet d’abord les m racines r = o ; ce qui don-
ncra un polynome de degré m représentant I'ensemble
des m intégrales particuliéres indépendantes de i ; il reste

rr = ae—ir,

Pour la résoudre, élevons les deux membres a la

. 1
puissance -,

(a=P")yr=_(e-p~")r,
ce qui la raménc a la forme Ax = B® vue précédem-

ment, ctles racines scront

9
r=-ar! (\'/el’ ‘“’"_'> 1.

Suivant les valeurs attribuées aux quantités a, p, I,
il pourra ou non exister des racines réelles; il y en
aura trois au plus. En désignant par P, R, S ces trois ra-
cines, on en tire les intégrales particuliéres

¥ = Cppy P, ¥ = Cnioelr, Y = Cmazes™ (1).

(') Si R et S sont égales, on aura y = eR*(C, ., +C,,,2).
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En ce qui concernc les racines imaginaires qui sont
conjuguées deux a deux, ct d’ordre simple, elles ont
pour valeurs

ar~[u(— ptear™t)y = /1 o(— p-t L'al"’)],

u et ¢ élant les fonctions considérées dans notre Note
du numéro de février.

En ne tenant pas compte des racines étrangércs, que
P'on reconnaitra d’ailleurs facilement, il restera une in-
finité d’intégrales particuliéres de la forme

y=c e (A cos[ar™'¢(z)]xz+ Bsm[ar~v(3)] 7|,

ot 'on a posé
—ptiarT = (3),

ct A ct B étant deux constantes arbitraires.



