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[A31] [H12ba]
RACINES DE QUELQUES ÉQUATIONS TRANSCENDANTES.

INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION AUX DIFÉRENCES MÊLÉES;

Pu\ M. E.-M. LÉMERAY.

On peut facilement ramener quelques équations
transcendantes aux types

x = ar, xx = a

que j'ai étudiés dans deux JNotes précédentes (décembre
iSç/j, février i8()~). Soit l'équation

r1'"- a,
élexons les deux membies à Ja puissance m, puis posons
j'»=zy, a"'=b, elle devient

.70 = b.

lùjuation xax •=. h. — Kle\ ons a à la puissance expri-
mée par les deux membres, on a

( a ' ) "r — ah = r.

d'où

LYqualion a' = Â jr se ramène à la précédente en Técri-
\ an t.

L éejuation am/ = x -V- b se ramène à son tour à la pré-
cédente en éeriv ant

a ' h — a1'i ./ -, h ) .

cl posant x *- b = v*
On peut également réduire les é(|uations un peu plus



générales

(ax)lnC = />?,

541 )

(ax)f> b{r/x]l — m, ( x k) = b.

Pour la première posons ax=y, élevons les deux
membres à la puissance b~K cac\ posant ensuite yc •=• z,
mb~l(al= n, elle devient

Pour la deuxième posons encore ax = j , élevons à la
puissance p~K c, on est ramené à la forme zA. z= B. La
troisième se ramène au même type en posant x -\- k =y.
En aeîievantles calculs, on remarquera que x s'exprime
sans que le signe logarithmique y figure.

En résolvant ces équations, il faut d'une part élimi-
ner les racines étrangères introduites-, de l'autre, con-
stater que l'on a obtenu toutes les racines de la propo-
sée. Cherchons, par exemple, les intersections réelles
des deux courbes y = ax et y = bx- (a > i et b > o).

La Jïg. \ nous montre qu'il y a toujours une racine

Kig. i.

\

réelle négative et qu'il peut exister deux racines réelles
égales ou inégales.

Pour résoudre l'équation ar= bx2 qui rentre d'ail-
leurs dans un des types signalés plus haut, on peut



l'écrire

et l'on a

Pour que les deux racines positives soient égales il faut
que l'on ait

( 'est-à-dire
[ \ -

ou encoie
1'— e

Si a est plus petit que cette valeur, on aura deux racines
léelles inégales. Il est clair qu'il faut prendre les radi-
caux \Ja et sjb a\ec le1 seul signe -K On n'obtient pas
ainsi la racine négative. Pour l'avoii on cliangeia x en

— x et l'on est amené à résoudre l'équation bx* = —
1 ax

(ju on p e u t écr i re x\/a = —- et 1 on a

s/b

qu'il faudra changer de signe; ainsi les trois racines
léelles seront données par la même formule où \]a est
pris avec le signe + ; \Jh avec Je signe -h pour avoir
les deux racines positives, et avec le signe — pour avoir
la racine négative.

Le svmbole de la surracine deuxième permet encore



( 543 )
de résoudre quelques questions. Considérons la courbe
repiésentative de la fonction

[en coordonnées polaires l'équation de cette courbe
est p = aPcosw} en coordonnées semi-polaires (abscisse
et rayon vecteur) elle est p — ax]. Pour a ^> i, elle
peut présenter trois formes, suivant que a est plus petit

t i i

que ee, égal à el' ou plus grand (jue e('. On trouve facile-
ment que pour x infini et positif elle est asymptote aux
courbes y = ± ax {Jïg- a), qu'elle est tangente4 à ces
courbes pour x = o ; qu'en chacun des points réels où
elle coupe l'axe O J , elle admet une tangente parallèle
à Oy.

Fig. 2.

Cherchons les abscisses de ces points d'intersection }
pour y= o il faut avoir aT= x ou a~x = x\ les deux

racines réelles positives seront les deux valeurs de j-->
\/a

i i

égales si a ==. e% inégale si a est plus petit que ee. La

y/a-1
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Cherchons aussi les abscisses des points où Ja courbe

admet une tangente horizontale. On a

dy a2jcha — x
J .— -f- .

dx sJaiJ-—x-

On a donc à résoudre l'équation a2vLa — x=o\
La .. .

posons x = — -̂; *» vient

on a doue

Les deux valeurs seront distinctes, si la surraeine en
a deux, c'est-à-dire si l'on a

i

i < a2La < e1'.

Les deux valeurs seront égales (point stationnaire) si
l'on a

L'abscisse est alors

c'est-à-dire La — -—-*
y 2 e

et l'ordonnée a pour valeur

Klle est donc égale à l'abscisse.
Quand on fait a égal à i, la courbe se réduit à un

cercle de rayon i, décrit autour de l'origine pour centre
et à une droite parallèle à Oy à l'infini.

Intégration de l'équation
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dans laquelle a et, i sont deux constantes, y_i étant la
valeur de la f onction quand la variable a pour valeur
x — i.

D'après la série de Taylor, on a

v(m) — v(//z) J_ V( /«4-1)_J L. vim-hV
j - i —y j i / - i \ J —

On a donc à résoudre l'équation linéaire d'ordre in-
fini à coefficients constants

O = yim+p) a i y {m) y{in-\-\) _̂ _ m

L'équation caractéristique peut s'écrire

rm+p — arme~ir — o.

Elle admet d'abord les ni racines r = o 5 ce qui don-
nera un polynôme de degré m représentant l'ensemble
des ni intégrales particulières indépendantes de / ; il reste

rP — ae~'r.

Pour la résoudre, élevons les deux membres à la

puissance - •>

ce qui la ramène à la forme Aa: = B^ vue précédem-
ment, et les racines seront

Suivant les valeurs attribuées aux quantités a, p, i,
il pourra ou non exister des racines réelles; il y en
aura trois au plus. En désignant par P, R, S ces trois ra-
cines, on en tire les intégrales particulières

( i ) .

Si R et S sont égales, on aura y — eR-r(COTJ_, + Cm+2x).



En ce qui concerne les racines imaginaires qui sont
conjuguées deux à deux, et d'ordre simple, elles ont
pour valeurs

aP~x\u(— p-UaP'1) zb /— i v{—p-*iaP~x)\,

u et v étant les fonctions considérées dans notre Note
du numéro de féviier.

En ne tenant pas compte de-» racines étrangères, que
Ton reconnaîtra d'ailleurs facilement, il restera une in-
iiniié d'intégrales paiticulières de la forme

y — e a P '" " l [ A c o s f a P ~ l i ( z ) ] x - + - B s m f aP~x v ( z ) ] r |,

où l'on a posé
— p ~ l i a P ~ l = ( z ) ,

et A et B étant deux constantes aibitraires.


