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CONCOURS D'AGREGATION DE 1895.
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES:

Par UN CORRESPONDANT (1).

Premiére et deuxiéme Partie. — Je rappelle la
proposition bien connue suivante :

Le licu des poles d’'un plan fixe par rapport a toutes
les quadriques d’un faisceau tangentiel cst une droite;
chaque point de cette droite est le pole du plan par rap-
port a une surface délerminée du faisceau. En particu—
lier, le licu des poles d’'un plan fixe par rapport aux
quadriques homofocales est une droite perpendiculaire
a ce plan.

Cela posé, je considére le faisceau tangentiel des
quadriques S inscrites dans la développable circonscrite
aun ellipsoide E et & une sphére T de centre A je dis
que la condition nécessaire et suflisante pour qu’an
plan I satisfasse a la condition indiquée dans P’énoncé,
d’étre tangent a une quadrigue S, au pied P d’une nor-
male issue de A, cst que ce plan soit perpendiculaire a
la droite joignant le point A a son pole p par rapport a

Pellipsoide E.

() Voir I'énoncé, ci-dessus, p. 251.
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La condition est nécessaire, car si j"appelle ¢ le pole
du plan Il par rapport a la sphére, ce point est sur la
perpendiculaire abaissée du centre A sur le planj cette
perpendiculaire, contenant les poles P et ¢ de I par
rapport a S et ¥, passera par le pole p du méme plan 1I
par rapport a P'ellipsoide E, et Ap sera bien perpendi-
culaire a II.

La condition est suffisante, car si ladroite A p est per-
pendiculaire a I, elle passe par le pole ¢ de ce plan par
rapport a I3 comme elle passe par p et g, elle est le lien
des poles du méme plan par rapport a toutes les qua-
driques S; le point P, commun & la droite et au plan,
est alors le point de contact de celle des quadriques S
qui est tangente au plan, et la normale a cette surface
passe bien par le point A.

Les plans I qui satisfont a la condition précédente
constituent un ensemble bien connu de plans; les points p
sont les points de la cubique des pieds des normales
abaissées de A sur Iellipsoide E, ct les plans IT sont les
plans de la développable de troisieme classe, polaire
réciproque de cette cubique par rapport a cet ellipsoide;;
cette développable est inscrite dans le téwracdre formé
par les plans de coordonnées et le plan de infini. La
cubique ct la développable précédentes jouent dans
Pespace le méme role que I'hyperbole d’Apollonius ct
la parabole de Chasles dans la théorie des coniques.

Etant donné un plan I, le lieu de ses poles par rap-
port aux quadriques S est la droite Ap; c'est aussi le
licu des poles du meéme plan par rapport aux qua-
driques 1, homofocales a Uellipsoide, d'aprés la pro-
priété de A p de passer par p et d’étre normale au plan 1.
Le point A de cette droite est alors, comme on le sait,
le pole de IT par rapport & unc quadrique S et aussi par
rapport & une quadrique 115 les réciproques sont exactes.
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Si A est, en eflet, le pole de I par rapport & une qua-
drique S, A g est le lieu des poles de IT par rapport a ces
quadriques, et elle est perpendiculaire a ce plan II, qui
satisfait dés lors aux conditions de I'énoncé; si, d’autre
part, A est le pdle de I1 par rapport & une quadrique H,
le lieu des poles de IT par rapport aux homofocales H
est la perpendiculaire abaissée de A sur le plan II, et
cette droite contient le pole p par rapport a Pellip-
soide E; Ap est donc encore perpendiculaire au planII.
On voit ainsi que la développable constituée par les
plans I est identique a la développable formée par les
plans polaires de A par rapport aux quadriques H homo-
focales a E.

En considérant maintenant le point a Uinfini sur la
droite A pg normale au plan II, ce point est le pole du
plan IT par rapport & une quadrique S; cetie quadrique
admet alors Je plan IT comme plan principal. Récipro-
quement, si un plan IT est plan principal d’unc qua-
drique du faisceau S, le lieu de ses poles par rapport a
toutes les quadriques de ce faisceau cst la normale au
plan menée par le point ¢, qui est son pdle par rapport
a la sphére . ct cctte normale passe par A; dés lors le
plan II satisfait aux conditions de I'énoncé.

Troisieme et quatriéme Partie. — Par un point M
de V'espace passent trois plans de la développable; cha-
cun d'eux est le plan polaire de A par rapport a une
seule surface H; on peut donc considérer comme coor-
données particuliéres de M les paramétres déterminant
les trois quadriques homofocales correspondant aux
wrois plans issus de ce point.

Pour exprimer les coordonnées z, y, s du point M
au moyen des trois paramétres A, u, v des quadriques
précédentes, nous considérerons le plan polaire da
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point A (xo, o, 5o) par rapport a la surface

9

z? y? z?

a?—p EJ—_ 2 —p

—1=0,

homofocale a Dellipsoide; les coordonnées de ce plan
sont

— @ — %o — 3% |

(l) u =

= w = ——

ar—p’ ¢ b2 — o ct—p’

ces équations définissent, lorsque p varie, les plans suc-
cessifs de la développable.

En écrivant gqu’un de ces plans passe par le point
(z,¥,5) on a une équation en p qui est du troisiéme
degré; en désignant par A, @, v ses trois racines, on a

identiquement
xx  yye 3% o (p=M(p—p)(p—V)
at—p  bi—p " ct—p T (@t —p)(bT—p) (et —p)’

ct la méthode classique de décomposition du sccond
membre en fractions simples donne les valears sui-
vantes pour x, y, 5 :
o (a®>—A)(a?—p)(at—v)
Zo(bt— a?)(c*—a?)
\ (62— 1) (b2 — p) (b2—w)

(2) CY = Yolat—b2)(c2—b2)
’ (@ =N (@ (=)

zo(a* — c2) (b2 —¢?)

Si I'on suppose dans ces formules que les deux nom-
bres w et v deviennent égaux, et si I'on y regarde A et p
comme paramétres variables, clles définissent la sur-
face développable du quatriéme ordre, enveloppe des
plauns IT; lorsqu’on y laisse w constant, x, y, z sont les
cvordonnées des points successifs d’'une génératrice de
cette surface; au contraire, lorsqu’on y laisse A con-
stant, z, ¥, 5 sont les coordonnées des points d’une
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conique ; cette conique est située dans le plan polaire
de A, par rapport & la surface H, et constitue une partie
de Iinterscction de la surface développable par ce plan;
le reste de 'intersection est constitué par la génératrice
de contact de ce méme plan et de la surface, cette gé-
nératrice élant comptée comme droite double.

Si Pon suppose que X, u et v deviennent égaux, les
formules donnant x, y, z définissent alors, quand A
varie, les points successifs de la cubique gauche aréte de
rebroussement de la développable; cette cubique admet
comme plans osculateurs particuliers les trois plans de
coordonnées ct le plan de Vinfini.

Je vais montrer que le licu des points M pour lesquels
les trois plzms I qui Yy passent sont l'cctangu]aires est la
droite OA; cette droite joue pour la développable le
méme role que la directrice pour une parabole. Pour
cela, je remarque d’abord que les plans II sont en méme
temps les plans principaux des quadriques du faisceau
tangentiel S; les centres de ces quadriques ont précisé-
ment pour licu la droite OA, et de chaque point de cette
droite sont issus trois plans IT rectangulaires, savoir les
plans principaux de la quadrique S ayant son centre en
ce point.

Il reste a faire voir qu’il ne peut exister d’autres
systémes de plans IT formant un wriédre trirectangle que
ceux que nous venons de mentionner; supposons en
cffet qu'il en existe, considérons 'un d’eux, et désignons
par II; I'un des trois plans qui le counstituent, par II, et
IT, les deux autres et par D, Uintersection de ces derniers.
Le plan IT; est plan principal pour une quadrique que
nous appellerons Sy et dont nous désignerons le centre
par M;; ce point M, est le sommet d’un wiédre trirec-
tangle constitué par les plans principaux de Sy, et dont
les faces apparticnnent 4 la développable des plans =;
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I'une de ces faces est le plan II,, ct les deux autres vont
passer par le point d, situé a Uinfini dans la direction D,
qui est normale 4 II,.

Or par cc point d, ne passent, outre le plan de I'in-
fini, que deux plans de la développable; on ¢n conclut
que les plans IT, et I1; ne peuvent différer des deux autres
plans principaux de S, et que le sommet du tricdre pri-
mitif doit se confondre avec M,.

Nous avons ainsi montré que les systémes de triédres
trirectangles formés de plans de la développable sont
identiques aux systémes de plans principaux des qua-
driques S successives.

Cinguiéme et sixieme Partie. — La scetion de la
surface enveloppe des plans IT par un de ces plans se com-
pose, avons-nous dit, de la génératrice de contact comptée
comme droite double, et d'une conique enveloppe des
traces des autres plans de la développable sur le premier.
Cette conique est complétement déterminée, car elle est
tangente i la génératrice de contact de son plan, et aussi
aux traces de ce plan surles plans de coordonnées et sur
le plan de infini; elle est donc une parabole.

Nous déterminerons par le calcul le lieu des foyers de
ces paraboles, en cherchant les coordonnées du foyer de
celle de ces courbes qui est située dans un plan donné
de la développable. Si nous nous reportons aux équa-
tions (2) et si nous y supposons A fixe, w et v variables,
clles fournissent les coordonnées des points du plan
représenté par Péquation

xx Y¥o . B3
% "= T e—a

— I=0,

ct ce plan, que nous appellerons I, appartient & la dé-
veloppable. A chaque systéme de valeurs données a
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et a v correspondent deux autres plans IT, ct II, repré-
sentés par les équations

Ty N 23
-+ YV -+ — 1 =0,
a?— i b2 — " c2 — @
rxg 0 $30
-+ JY —+ —1I=0,
at— v b2—vy cz—v

et les traces de ces deux plans sur le premier sont deux
taugentes & la parabole qui y est contenue; enfin, les
valeurs de x, 5, z fournies par les équations (2) sont
précisément les coordonnées du point de rencontre de
ces deux tangentes.

Pour que cc poiut soit le foyer de la parabole du
plan II, il faut et il suffit que les droites d’interscction
de ce plan avec les plans [T, et I, soient deux droites iso-
tropes, c'est-a-dire rencontrent le cercle imaginaire de
Iinfini.

Ces conditions sont exprimées par la relation facile 4
obtenir

P(p) =Iyiaf(br—c)(a?— 1) (a*—p)t=o

ct par la relation analogue ®(v) = o obtenue en rem-
placant u pary; autrement dit, les deux paramétres ety
doivent étre les deux racines de I'équation @ () =o,
ou A est fixe, et ou u est I'inconnue.

Il suffit de transporter les valeurs de ces racines a la
place de @ et v dans les formules (2) pour obtenir les
coordounées du foyer; la valeur de x est
(a®—2)[(b2—n)2 52 +(c2— )2 yi]

z=ao(b?—a?) (e —a) g T (i — )iy 23

’

ct celles de y et de z sont analogues.
On voit que, lorsque 1 varic, le foyer décrit une
cabique gauche.



