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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS GENERAL
DE MATHEMATIQUES SPECIALES EN 1897;
Par M. RICHARD,

Professeur au lycée de Tours.

Soit oabe un tétraedre T trirectangle au sommet o
et dont les arctes oa, 0b, oc ont la méme longueur |,
et d le centre de la sphere circonscrite a ce tétraédre.
On suppose que le tétracdre T se déplace par rapport
auntriedre trirectangle fixe OX, OY, OZ, de manicére
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que les points A, B, C, D décrivent respectivement des
plans qui ont pour équations Y +~Z=o, Z+ X =o,

X+Y=0,X+Y+Z+.=o.

1° Démontrer que les points symétriques de A, B, G,
D, par rapport aux arétes du tétraédre, décrivent
€galement des plans.

2° Trouver l’équation de la surface S, décrite par
le sommet o du tétraédre T. S est du quatriéme ordre
avec un point triple et trois droites doubles.

3° Par chaque point «. d’une droite double passent
deux droites 8 et ¢' qui rencontrent la surface S en
quatre points confondus. Pour quelles positions de o,
3 et &' coincident-elles?

4° Tout plan tangent & la surface S coupe S suivant
deux coniques. Ces deux coniques se confondent pour
quatre positions particuliéres du plan tangent.

X, Y, Z, z, y, z étant les coordonnées d’un méme
point M par rapport au triédre fixe et au tri¢dre mobile,
on a les formules de transformation de coordonnées

s X:xo—l—ax’—ka'}/’-%—a”z', Y:}/O’L‘B‘T,_‘_pl}’lﬁ_ Brrzl’

(1) |

L=szy+~yz'—yy +53".

On obtiendra les coordonnées du point A, par exemple,
en faisant x’'=1, y'=z'=— 0. On aura donc, pour ces
coordonnées,

Xe=xo+ al, Yo=yo+ B1, Zo=50+ 1.

En exprimant que ce point est dans le plan Y +Z =o,

on aura l'équation
(2) Yo+ S+ (B+7)l=0;
de méme, puisque le point Bestdans le plan Z + X =,

(3) So+ g+ [y +2|{=o,
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et, puisque le point C est dans le plan X + Y = o,

(4) Zo-+yo+ (a'+ B") = o.
) L, L, Ty,
Enfin, lc pointD <x = y'=;, =) éant dans

le plan X + Y +Z 4 é = 0, on a la relation

‘ To—+ Yo+ Sy
(5) . » Q. o ' " l
( +[a-1+a~1—{‘l+p—+—g+-{+-(——~(+l];:o.
Entre (2), (3), (4), (3), éliminons x,, ), 303 on
trouve, par un calcul facile, la relation
(6) a+ B +y'=o.
Les formules d’Olinde Rodrigues donnent les neuaf
cosinus en fonction de trois paramétres X, w, v, ou

mieux en fonction de quatre paramétres homogénes
‘o 3 A —— A2 3.2 2 2
X, &, ¥, 9 en posant pour abréger A =07 AT - -2

ona
o = P2+/\2_KJ‘2——"2’ o = 2["}“*‘/9]’ " — 2[)‘\’—*‘}1?]’
A A A
2[hpr-+vp) o P2 — X222 o 2 uy—2Xo]
(7)(;3:__\ Dl I8 ;‘:1 s ﬁ: I h
A A A
_ 3[)\\,—@9] , N o[ v + 7.9]’ v o2 A2 —p2 2
1 A i A | 3

en ayant égard i ces formules, Ia relation (6) devient
e*=o0j3 ainsi p est nul. Des lors, les formules (7) se
simplifient.

Résolvons maintenant les équations (2), (3), (4) par
rapport a Xy, Yo, Zo, puis remplacons-y les cosinus par
leurs valeurs tirées de (7); on trouve, par un calcul
facile,

2yl 29! _M’

(8) fl‘o:—‘_&" Yo=— N &= N

on A =732+4 u4 v
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Alors les formules (1), ot I'on aura remplacé x,, y,,
zo et les neuf cosinus par leurs valeurs, donneront les
coordonnées par rapport aux axes fixes d’un point de la
surface décrite par un point quelconque de la figure
mobile.

Le syméirique de A, par exemple, a pour coordonnées

x'=—1, y’=o0, 5'=0; on a donc pour ce point
AX = —opvl — (22— u2—v2)/,
AY = —2vAl —2dul,
AZ = —odul —2vhl;

d’ou 'on déduit facilement Y — Z = o. C’est I'équation
d™an plan que décrit ce point.

De méme, les symétriques de B et G déerivent respec-
tivement les plans Z — X =0, X — Y =o.

-

Le symétrique de D, par rapport

, l l
données ¥'=— -, y'=— -, 5'=~, de sorte que ses
2 2 2

Oz', a pour coor-

I~

coordonnées par rapport aux axes fixes sont données
par les formules

AX A2— 2 — 2 <
7 == 2 Uy — ; — AL+ )\v,
AY LI § -
L= — 2k — uh — gy
l v 9 g ) b
AZ . 92— )2 — 2
- = DML — DY A ¢
2

d’ou l'on tire
A . P R Y
SN Y—-2Z)= e 2,
2

2 2

el par suite, ce point décrit le plan
X+-Y—Z=o0;

de méme les deux autres symétriques de D décrivent les

plans
Y +Z—\X=o, 7 +-~X—Y =o.
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2° D’aprés les formules (8), on a, pour les coordon-
nées du sommet du tétraédre T,

’ - ’ s =

2puvl 2vhl 2l
y 7 A A

pour trouver I’équation du lieu de ce point, remarquons
que

¥z 202 ] sr _ 2pl zy  2vil

x A’ ¥ A’ s A’

ajoutons et remplacons 22+ p2+ v2 par A;on a

P 4 L |
x

)f Pl
ou bien

Yra2+ 222+ 22y + 2lxys = o.
C’est I'équation de la surface cherchée.
On voit immédiatement que origine est un point
triple, et les axes de coordonnées des lignes doubles.
3° Unc droite passant par un point de 'un des axes,
par exemple de OX, a pour équations

r=a+hu, ¥ =1y, 5= lw.

Substituant dans I’équation de la surface et divisant
par A2, on a

(2 4+ Au)2 (024 w2) - p2w2)24a2l(a+ du)ow = o0;

pour que cette équation ait encore la racine double
h=o, il faut et il suffit que le coefficient de % ct le
terme indépendant soient nuls; ceci donne

a(v2+4 w?) 4+ 2low = o.

ufa(v2=+ w?) + low] = o:

, . , . [
ces deux équations donnent u = o, et I'équation cn —

02 ©
% — +2l— —2A=0;
w= o
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on a donc bien deux solutions a la question. Les deux
droites obtenues sont confondues, si o === /.

4° Un plan quelconque coupe la surface suivant une
quartique ayant trois points doubles (un sur chaque
axc). Si ce plan est tangent, il y a en outre un point
double au point de contact. La courbe ayant plus de
trois points doubles se décompose; elle ne se décompose
pas en une droite et une cubique, car trois des points
doubles seraient en ligne droite; elle se décompose done
bien en deux coniques.

Considérons le point du plan dont les coordonnées
trilinéaires sont A, w, v : a chaque point du plan corres-
pond le point de la surface dont les coordonnées sont

2uv! avhl 2l

X =—— —— Yy =— ’ 3

A A A’

un plan Ax + By + Cz+ D=0 coupe la surface
suivant la quartique qui a pour correspondante la courbe
plane

2Apvl +—2BvAl+2Cipl —DA =o,
ol A =2A2+ p24v2,

Cette conique se décompose en deux droites si le plan
est tangent. Ceci fournit sans peine I'équation tangen-
tielle de la surface.

Si

A=B=C= —_—.TDy

on voit que le premier membre de 1'équation de la co-
nique est le carré de A + p + v; on verra de méme que

si A=—B=—C—=— % ou si —A:B:—-—C:—pl—
ousi —A=—B=C=— %’ le plan coupe la surface

suivant des coniques confondues ayant pour représenta-
tions planes les droites . v —w =0, v — h4u=o,
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i+ A —v=o0;ce qui achéve de démontrer la derniére
partie de I’énoncé.
Foir, au sujet de ce probléme, une Note de M. Dar-
boux, a la fin de la Cinématigue de M. Koenigs.



