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[Bic] .
SUR UN DETERMINANT REMARQUABLE;

Par M. C. BOURLET.

On sait, depuis longtemps, que si dans une équation
différentielle linéaire homogéne, d’ordre m, on prend
la dérivée logarithmique de la fonction comme nouvelle
inconnue, on obtient une nouvelle équation différen-
tielle d’ordre (m — 1), mais qui n’est plus linéaire. Jai
pu mettre cette équation sous forme d’un détermi-
nant (') et, en la formant, en particulier, pour une
équation linéaire & coeflicients constants, on parvient a
Pégalité intéressante que voici :

nlay (n—nlay (n—2)lay ... 2laps apq a,
—n x o o o
o —(n—1) x o o
) o —(n—2) ... o [
o o o —2 z o
o o o o —1

=n!l(ayz® +a z"=14...+ Qpy T+ QAp).

(') Voir, i ce sujet, mon récent Mémoire Sur les opérations en
general, etc. (Annales de U’Ecole Normale supérieure, avril et
mai 1897, p. 107).
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Or, M. Laisant a signalé autrefois (*) I’exemple ana-
Jogue suivant :

a, a; a ... a, .
—1 oz 0 .. O

o —1 . o

o o o —1

=Ay Xt A+ T - A T+ Ay,

auquel le précédent ne se raméne pas immédiatement.
Ceci m’a amené naturellement a chercher A déterminer
d'une facon générale tous les déterminants, du type pré-
cédent, tels que leur développement soit, a un facteur
constant prés, indépendant des coefticients aq, a4, ...,
@py identique au polynome

f(;c) = @+ x4+ ay.

Soit donc le¢ déterminant

a, a; as a,

1 3L g1 1 gl (1 1. At

a4+ B8 alx -+ Bl alz+B81 ... o+ B

— 2 0y 2 g2 42 > 2. 1 B2
D= |aiz+ 0} alr-+§} 23xr+83 ... a2ox+ B2
n Q. an n n R oy . Qn
ale + 0% ale+Bf alz+ 3% ... alz (32

et proposons-nous de déterminer, de la maniére la plus
générale, les coeflicients 2} et 3% de facon que I'on ait,
quels que soient a,, a,, ..., a, ctx, 'identité

Q) ’ D = u f(x),

u étant différent de zéro et ne dépendant ni de x, ni

(') Voir Lawsant, Sur un déterminant remarquable (Bull. de la
Societé math., t. XVII, p. 104); et encore, V. GUNTHER, Ueber auf-
steigende Kettenbruche (Zeitschrift fiur Math. u. Phys., t. XXI,
p- 187).
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de ay, ay, ..., a,. Multiplions, a cet effet, la premiére
colonne de D par x”, la seconde par 2”1, la troisiéme
par x”7%, ... ct ajoutons a la derniére. On aura

a, a (22} e f(]’)
D— x4+ B alz+81 ale+81 ... o (x)
- b
agr +BY ajr+ 87 alx+B% ... ou(x)
en posant

oi(2) = (abz +B5) 2n + (afz + BE) 2n—t - L.+ akz 4 BA.
Développons D par rapport a la derniére colonne,
D =(—0)"A fla)+ Ao (@) +...+ Appn(z),
et Iidentité (1) s’écrit
(2)  Ao(@) ..o+ Apgu(x) =[p—(—1)"A] f(2).
Je dis que cette derniére identité ne peut avoir lieu,

quels que soient x, a,, a,, ..., a,, que si l'on a, sépa-
’ L]
rément,

o1(x) =o, . on(z) = o0, (—D)"A = p.

Il faut d’abord, ¢n eflet, que les deux membres de
cette identité soient nuls; car, s’'il n’en était pas ainsi, le
second membre étant divisible par f(x), le premier
membre devrait 'étre aussi, ce qui est impossible, puis-
qu’il ne contient pas a,. Je dis, en second lieu, qu’on ne

peut avoir, identiquement,
Ajoi(z) +...+ Appn(z) =0,

quels que soient ag, @y, ..., @u_y, que si tous les poly-
nomes 94(x) sont tous nuls. Egalons azéro le coeflicient
de a;_, dans ce développement, et nous aurons

G) Aloi(2) + Ay ga(2) +. ..+ AL on(z) =0

(pour i=1, 2, ..., n),
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A% désignant le cocfficient de 'élément situé dans la
kitme ligne ct la /™ colonne dans le développement du
déterminant

1 1 1
alz+ B8 ... el z4+Bi,y
A= (iiivivt ted veeeen R
\ n n n
agx"_ﬁo cee Apg Tk B n—1

Si les égalités (3) pouvaient avoir lieu sans que tous
les polynomes o (x) fussent nuls, il faudrait que le dé-
terminant

Al AL ... Al
A= | A? Al ... A2
AT AZ ... AZ

fiat nul. Or, ceci est impossible, car A’ est le détermi-
nant adjoint de A; on a done

Al = An—1
ct A" ne pourrait ¢ire nul que si A I'était, ce qui ne peut
avoir lieu, puisqu’on doit avoir
(—1)7A = p #o.
On doit donc avoir, identiquement,
4(@) = bzt (B 2@t (B -+ 2@+ B = 03
ce qui entraine
5

_ b k ko k
&y =0, 0= — &%, Bi=—a}

I3 — A [eY -
n—1 =— %y, rﬂn = 0.

(4)

Ces conditions (4) sont donc nécessaires; clles sont,
d’ailleurs, suffisantes. Pour le vérifier, il suffit de prou-

ver que, lorsqu’elles sont remplies, A est une constante.
Orona
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ce qui, par des transformations faciles, donne

1 1 i
Xy 23 . 7’1|
2 3 2
Ay A5 Ay l
A:(—l)" ’ 2 "
n n |
Ay Ay . x|

n résumé, nous arrivons a la formule générale sui-
vante qui donne tous les déterminants de la forme cher-
chée :

| a, «y @, Le.oay,
—a) alr—a) alr—al ... alr
) —a] ajx—a} ajr-——ai ... a}x

|
|
n n n n n REPS
—ay ofxr—af afzxr—ay ... a,,.”/[
= p(ayr"—+ arat=1+. ..+ a,),
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La formule que j’ai donnée au début est le cas parti-
culier ott 'on prend

=0 pour 7ok
ct
v 1
T om—A)!
La formule de M. Laisant est, de méme, le cas parti-
culier ou l'on a

& :
2 =o0 pour i £k,
ct
"
A= 1.
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