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[D6b] -
PREMIER GONGOURS DES « NOUVELLES ANNALES »
POUR 1897;
Par M. A. PAGES (1).

Ltablir les propriétés fondamentales des fonctions

. . P e sinta
circulaires en prenant comme définition de =—= Vex-

e

pression

(1) S(r)::»tl'[(._%)ei],

le produit I étant étendu a toutes les valeurs de l’en-
tier n de —« a +», o excepté.
On pourra introduire la fonction

S d
Clr)y= <% = e logS(x);

S 1
montrer qu'elle vérifie I'équation différenticlle

dC(xr)

dr

— == C2(2))]

et en déduire les formules d’addition pour C(x) cl

S(x).
Développement.

Je me propose d’établir les propriétés fondamentales
des fonctions circulaires, comme l'indique le titre de la
question, de la maniére la plus élémentaire et la plus
directe. La difficulté du sujet ne consiste pas dans la va-

p
leur des résultats a trouver, mais bien dans la misé en
’

(') Mémoire ayant obtenu le prix.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVIL. (Aout 1897.) 22
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lumiére des propriétés que 'on doit appeler fondamen-
tales et dans le choix de ces propriétés.

Je qualifierai de fondamentales les propriétés sui-
vantes :

La périodicité et ses conséquences, les relations al-
géb/'iques qui existent entre les fonctions circulaires
aux mémes périodes, les théorémes d’addition qui dé-
rivent des relations précédentes, les diverses formes
analytiques sous lesquelles on peut mettre ces fonc-
tions et le lien qui les rattache a U'exponentielle.

Telle scra la marche suivie dans I'étude de S(x) et
C(x). A la fin je dirai un mot des équations

S(x)=S(z), Clz)=C(r):

ce qui conduit aux fonctions inverses. Aprés cela, tout
ce qui reste 4 étudier n’est qu'une conséquence immé-
diate des propriétés précédentes et se retrouve partout.

Enfin, je terminerai en donnant, d’aprés M. Hermite,
Pexpression de toute fonction circulaire sous la forme
de la décomposition en éléments simples et sous la forme
d’un quotient de deux produits de fonctions S, et en
énumérant quelques propriétés géuérales de ces fonc-
tions.

Dans l¢ courant du raisonnement plusicurs démon-
strations sc sont présentées pour certaines propriétés :
Jai toujours choisi celle qui supposail le moins de con-
naissances et qui se rapprochait le plus des définitions :
on en verra un exemple dans le théoréme d’addition de
la fonction C(x), démonstration qui, d'ailleurs, est
emprantée & Eisenstein.

1" Propriétés préliminaires des fonctions

dC(r)

Tdre

Sy, G(r) et
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. o
I— — je |
. n

ou le produit Il est étendu a toutes les valeurs de 'en-
tier n de

I. La fonction

(1) S(z)=axll

® a 4 o, zéro excepté, est réguliére en
tous les points & distance finie. Elle admet pour seuls
2éros les points x = o0, x == 1, xr === 2, .... Deplus

clle est impaire; en effet, on peut poser, en changeant

le signe de x,
S(r)= =zl [(l -+ %> e#;—l].

Changeons x en — x, dans cette égalité, et compa-
rous a la premiére forme de S(x), on voit que

S(—z)=—S(x).
Le point o est un point singulier essentiel de S (x);
- . 1 . .
en effet, si l'on fait x = —/» on voit que dans une aire

aussi petite qu’on le veut, entourant le point x'=o, la
. . o I o N e, ’, 1
fonction S (;,> admet une infinité de zéros, x' = -

Le point &' = o est donc un point singulier essentiel.
Prenons la dérivée logarithmique de S(x) et posons

S’ I ! 1 I
(2) C(m):§:;+2 (1‘—n+;>,

!
le symboleE indiquant une sommation étendue a toutes

n
les valeurs de Ventier n de — o0 & + o003 I'accent () si-
gnifie que la valeur n = o est exclue comme, d’ailleurs,
dans le produit '

La fonction C(x) est aussi impaire : cela résulie de
ce que, S(x) étant impaire, S’ (x) est paire. Le déve-
loppement (2) montre qu’elle a pour poles simples tous
les points 0, =1, =2, ..., et ceux-la sculement, le
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résidu relatif a chacun de ces poles étant 1. Le dévelop-
pement (2) met donc en évidence les poles et les par-
ties principales correspondantes de la fonction. Le point
xr=o0 est un point singulier essentiel pour C(x)
comme pour S(x).
Il est aisé de reconnaitre que C(.r) s’annule pour
=41

— G

On a, en effet,

n=-—

\

”:,I p
1 . ~ 1 I . O T I
C(—):‘z—}—lxmz/1 +—>+hm (1_“““)‘
2 p=w 3—n n p=w 5 — n)
n==1 n=—1 "~
Le second membre est la limite pour p infini de
2 /1 2 1 2
‘2—!—(!——— 4.—\——— (==
I 2 3 \p  2p—I1

Y - U S A N +(’__";___L‘_ ?
3 “\5 2 T Lap 1))_~2[7+l,

limite qui est évidemment nulle.
Considérons maintenant la fonction

dG I
(3) 'D(T):—%:Ema

le signcE s’étendant a toutes les valeurs entiéres de »,
n
de — 0 & 4 o0, zéro compris.
Cette fonction est paire. Elle a pour poles doubles
tous les points o, &1, == 2, ...; la partie principale

1 olexr = n est ——— .
relative au pole x = n est =
Périodicité des fonctions
dC(z)

dxr

S(x), C(z) et p(z)=—

Ce que nous venons de dire met en évidence la pério-
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dicité des fonctions que nous venons d’introduire S(x),
C(x) et p(x).

Tout d’abord le développement (3) de p(x) montre
immédiatement que cette fonction ne change pas quand
on ajoute 1 4 x, car cela ne fait que déplacer les termes
da second membre : de 1’égalité

(4) p(z +1)=p(z)
on déduit, par intégralion,
) Clz +1)=C(z)+ h,
I étant une constante. Si 'on fait x = — 3,

C(Y)=C(=3)+h=o,

et, comme C(x) est impaire, & = o. Donc C(x)admet

aussi 1 pour période. On aurait pu le démontrer direc-

tement en formant la difiérence C(x + 1) — C(x).
Intégrons encore les deux membres de la relation

(3) C(z +1)= C(2),

on a
logS(z +1)=logS(2)+ logk,

ol k est une constante.

D’ou
S{z+1)=kS(z);
faisons x = — 1, il vient
S(3)=£kS(—=1)=—4S(3),
d’ott k = — 1. On a donc la formule
(6) S(z +1)=—S5(=),

de laquelle on tire

(7) S(z +92)=— S(z+1)=S(x).
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La fonction S (x) admet donc le nombre 2 comme pé-
riode.
D’ailleurs, ellc n’admet pas d’autre période que le
nombre 2 et ses multiples entiers. En effet, S(x) ne
peut admettre comme période un nombre impair

2n-1; ona, en cet, puisque 2 et 2n sont des pé-
riodes,
S(z+2n~+1)=8(x+1)=—S(z).

Mais un nombre qui ne serait pas entier ne peut étre
une période; en elfet, puisque la fonction S(x)'s’annule
pour x = o, elle doit s’annuler pour toute période; or
elle ne s’annule que pour des valeurs entiéres de .

On a donc les relations

(6") S(a-+2n) = S(z),
(7") S(x+2n+1)=—S8(x);
d’ou, en dérivant,

(6") S'(ax--2n) = S'(z).
7") S'(x+aon—+1)=—1S"(z).

On ne peut pas avoir
S'(z + k) =8'(z),

st k n’est pas un nombre pair. En eflet, on déduirait de
cette relation
S(x+k)y=S(x)+ 1

ct, en changcant xrenax—+1,
—S(z+hk)y=+ S(x)+ 1,

ce qui entraine & = o, et, par suite, k est une période
de S(x).
Pareillement, on montrerait que, si I'on a
S'(x + k)=+S'(z),

k est un nombre impair.
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Les formules (6'), (7'), (6”), (7") montrent que la
scule période de C(x) est le nombre 1.

De méme, la seule période de p(x) est 1; soit, en
ellet, un nombre & tel que

ple+k)y=p(z), d’ou C(ax+ k)= C(z)+h,
/: étant une constante.

Si I'on fait x = —k, le premier membre de cette der-
niére égalité devient infini; par suite aussi, C (k), ct le
nombre k ne peut étre qu’'un entier.

II. Forwure v’apmition pe C(x). — Etablissons
maintenant la formule d’addition pour C(x): la ma-
niére méme dont nous I'établirons nous montrera qu’elle
est algébrique.

A cet cflet, commencons par montrer qu’il existe une
relation algébrique entre p(x) et C(x). Nous allons
suivre pour cela une analyse d’Eisenstein (Journal de
Crelle, t. 135, p. 191).

Posons, avec I’éminent géométre allemand,

. _ 1 ! I B 1 _
C@)= x TE (x——n 1_zrt—é—n>_(l"T)’

ou encore
1
(1, x =2 )
' 7) z-+n
n

Pentier n prenant successivement les valeurs o, &= 1,
=+ 2, ...; de méme, soit encore

Y 1
(2,1') ZP(.T)—_—Z m27

n

, N 1 vd, ia@c@
(37”>—Zm——2@“’“— 2 dwr

1 d . |d36(x)
(.z*—i—n)* 571'(3"”__23 drs '
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Considérons I'identité élémentaire
(8) -~ Lz_'_<.'ﬁ +:.>+ _"«__<L+'_).
PPqr p+qpP\pr ¢ (p+qgP\p ¢
Sil'on y fait

p = a4 n, ¢ =—u—m,
elle devient

I I _ i 1 _ I
(9) ‘(.’L‘%—ﬂ)2 (x+m)*" (n—m)? [G——T—n_)’_ (5—,75)—2]

2 1 1
-+ — ’
(n—mpP\r+n z-+m

cette identité est vraie, quels que soient les entiers m et
n, pourvu que m 3% n.

Etendons alors 'identité (9) & toutes les valeurs en-
tiéres, positives ou négatives, de m et n, en supposant
toutefois m = n. En sommant d’abord le premier
membre et laissant 2 fixe, on a

1 1 1
(r +n)? [E (x +m)? (x+n)?:|

ou bien

! ) 1 _ 1 , 1
(& ~+n)? [(z,.’r‘)— (@ —+ n)‘-’] T (o + n)i(l’x)_(x—i— n)

Si I'on somme relativement a 2, il vient
(20 2) Y s+ e = (02— (6 2),
" (x-+n)? (z +—n)* ’ ’
n n

Calculons maintenant le second membre : a cet eflet,
posons n —m = m/(m' 3£ o), il vient

|-

7

I T
-+
m [(‘v—'.—m )2 (z+m 4+ m)?

2 1 1 .
CmB A\ m—+m Z - m) ’
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laissant d’abord m/ fixe et sommant par rapport a m, il

vient

1 LI 2 .
'n_LI—;l('lv‘T)_'_(l"‘T)l_'—m[\'vr)—(l77)l= I)_l';(?’x),

enfin, étendant la somme a toutes les valeurs de ', sauf
m' = o, et posant

V, LIS (m' £ o
-~ 02 ! #0)
n

il vient

(10) (2,2 — (4, xr) = 2s51(2. ).

Reprenons lidentité (8) et posons

pP=x-+m, q=n,
1l vient

1 1 1 I 1

o'y | (z+m)? n? = (2 + m')? [(.z’—t—m’-——n)l - ;5]
> 1 A\

( +(.z‘+m’)&<avﬂ—m'—n+;z)’
en remplacant m —+ n par m' dans le seccond membre.
Comme plus haut, étendons I'identité (10') a toutes les
valeurs entiéres, positives ou négatives de m ct n (sauf
toutefois pour x = 0; mscul peut ¢tre nul) : le premier
membre donne

s1(2,2);

quant au sccond membre, en supposant d’abord m’ fixe,
il donne

1 1 )
(x+m')? [(q’m)_ (z+—m')? —rs,]

2 1
Tz my [(l’l)— x-f—ﬁ].

.. . /O 1 A
Dans la derniére parenthése (2‘ —i——z -1,

xr+m—n n
n n

O I
la sommez — est nulle.

n

S
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“nfin, en donnant a m’ toutes les valeurs entiéres,
on a

(v 2)2— (4, x)+s1(2, 2)+20,2) (3, 2) —2(4, );
d’ou
si(xnz)=(2, 2 2P—(42)+ 51 (2, )+ 2(1, 7)(3, ) —2(4, x),
c’est-a-dire
(1) 3(4, @)= (2, v)*+2(1, 2)(3, ).

Les relations (10) et (11) peavent s’écrire

S dC\* __ 1 .dsC dC
(10 (sz> ==3 dw‘d_“‘ﬂ’

, 1 d3C /dC\*  d&C
() = (@) e

e . G , .
Eliminons s entre (10') et (11%), nous obtenons

" dC\? dG &2C
(10) 2((,1—..%‘)_’631?2:‘_071;2—0'
dérivons (10),
(11" 326 LC L 6, 2C @l _
Ydr der T Ut dae s =
Eliminons c;ﬁ et 71—:17% entre les relations (107), (11”) et

. ’ . . dC
(10’), on obtient finalement I'équation entre G et o’

dC
12 — =—(3 2),
(12)  Ir (3s1+ G?)
Déduisons maintenant de la relation (12) la formule
d’addition pour C(x).
D’aprés les notations déja posées, on a, pour toutes les
valeurs entiéres, positives, nulles ou négatives de m,

1 1
e (.r—t—/n o+ m) =) —(1,7).

/
m




d’on

(13) {2<w-ﬁl—)rz_y—il—ln><.z‘—:—n_y—:—n>

=[(l,$‘)-—(l,}’)]2-

Calculons le premier membre de la relation (13) en le
développant : on peut écrire le terme général

] 1
(z 4+ m)(x =+ n) + (y +m)(y+n)
I 1
T (wam)(y+n) (y+m)z+ n)’

Or, tant que m 3 n, on a identiquement

I i
(r+m)(x—+n) +(y+n)(y-;~—n)

1 1 I 1 I
- m—n(wx—i—m-r.z—g—n T y4+m +‘y+n>.
Donc la valeur du premier membre de cette derniére
égalité, quand on donne a m et n toutes les valeurs
cntiéres, est égale a celle qu’il prend pour m = n aug-
mentée de la valeur du second membre; or, le second
membre est nul aprés la sommation, donc on a

2 ((x+m)l(x—+-n) - (y+nz)l(y+n)>

m,n

:E (:(x—:m)? - (}’41"2)3)

=(2,2)+ (2, )

De méme

1 I 1 1
T (r+m)(y+n) :m—y+l7z—lz <x+m_y+n>’

1 1 1 T
T +m)(x+n) _y—z+1)z—n<y+nz_z+rz)'

Ces dernicres identités ont toujours lieu quels que soient
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m et n. Pour cilectuer les sommations, posons
m—n=m,

d’ou m = m'+ n, et laissant d’abord m' fixe, il vient

O 1 (’ 1 I )
ZJ'—y—\—m’ T +—m'=—-n y-+n

o (D 2,
Ty z—+m -+n _/'—;—n)
n

n

1
=y A=l

Si nous faisons varier m/, on a

. (l,:l‘—_}’)l_(l,J‘)-—(l,)’)l,
de méme

O I < T [
by —x+m \y+m'+n  x-- n)
=1,y —3)[0,y)—,2)|.

d’ou la relation

[(1, )=, ) ]P= (2, 2)+ (2. %)
-+ (1, r '—]')l(l’f)“‘(':.}/”"_('?.y_'T)Klny)_(l’x)]’

¢’est-d-dire
(1) — (L =2, )+ (2, )+ 2(1,2 — ¥)|(1,2)— (1, )]

En changeant y en — 3 dans cette égalité et remar-
quant que

(2 y)=(2,— ). (Ly)y=—(1,—y),
il vient

(i %»(r,-zw—y)[(l,f)#r(r,m]

=[L2)+=(LY)|2—(2,2)—(2,¥):
or, daprés (12),

(oY= (1,7)2 =+ 3s,. (2,¥)=(1,¥)2= 35
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done (14) s’écrit, aprés réductions faites,
(r,z)(1,y)—3s;
Lz+y)= Lt
(s ») a,z)+0,y)
c’est-a-dire

(15) Clx+y)= C(2)+Cy)

¢’est la formule que nous voulions établir.

La méthode suivie pour arriver a la formule (15) est
peut-étre un peu longue, mais elle a I'avantage d’étre
élémentaire et de ne faire appel qu’a la définition
de C(x) et a la relation (12).

Formule d’addition pour S(x).

Passons maintenant aux formules analogues pour
S(x); on a

.dC__§'S—8> g S\ S
dr ~ Sz '“'s"'(

et d'aprés (12) il en résulte

s _ .
§ =%

ou

(16) 8"+ 35S = o.

Multiplions les deux membres de (16) par 28’ et inté-
gl'OllS

(17) S24+ 35,S2=h,

I étant une constante; pour déterminer /. calculons la
valeur de S'(x) pour x = o. Développons C(x) en
série de puissances : on a, pour x inférieur  n en valeur

absolue,
1 1 x z?

£ -n_  n  n: nd
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d’ou, en portant cette valeur dans la formule (2),

18) C(r)= 5 — S X — S X3 — Sy —. ..

on a posé

’

1 o I
—_= —_ =S —_—=
n? 1 nv 2y ne 3 ’
n

n

!
I
les sommes E — sont nulles.

n

De 1a on déduit

. . . S(x
A étant une constante. Or A =1 puisque lim (T) =1

pour x = o, par suite

/

S(x):x( I

N

cn se bornant aux deux premiers termes du développe-
ment de S(x), il vient

2 \

(19) S(r)=x<|»—sl‘1}—y—...):.r—s,z;—~....

d’ou
r?
(20) S'(r)=1—385 — ...
2
ctenfinsi =0, 0na

S'(o)=1.

D’ailleurs, nous établirons tout a I'hcure et d’une
maniére plus simple ces développements (19) et (20).
Pour le moment revenons a la relation (17) qui s’écrit

(21) Sn3s Sy,
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De la formule d’addition de C(x), on déduit

S(x4+y) _ S(2)S(y)—35S(x)S(y)

(22) S(z+y)  S(x)S(y)+S(¥)S(x)

ou bien, d'aprés la formule (21),
[S'(x)S(y)=5'(y)S(x)]?

3s1[S(#)8(y)+S'(y)S(2))?
=[S (2)S'(¥)—35:8(x) S(»¥)]2

S +y)=

Or le dénominateur cst égal a 1, en appliquant encore

la formule (21), ct comme pour y = o le numérateur se

réduit & == S(x), la formule d’addition pour S(x) est

donc

(23) S(x+—y)=S"(2)S(y)+ S'"(¥)S(x).

1Yaprés Uexpression (22) on conclut aussi

(24) S(z—y)="8(2)S(¥)—3s5(x)5(y).
Remarque I. — Des relalions

{ p(x)=3s5+C,
? S (z)=—23s5S(x).
on déduit
. SP_§'S Sz
ct par suite
N 1— 35 82(x)
e oy P31 82(x)
(25") C(r)= Sia)
Remarqgue 11. — L’équation (i2) permet de calculer
les sommes sy, 53 ..., de proche en proche en fonction
de la premiére s,. En effet 'équation (12) peut s’écrire

x

\

i 2
(— —s,x—sg.z'i‘—...--—s,,z?”—'-——...>
' 2 25—
= —as1+ 35224+ .+ (20 —1)s, 22

égalant les cocfficients de 22" ? et supposant successi-



( 356 )
vement n pair ou impair (2 =12 ou n=o2u +1),
on obticnt
(e +1)Say =281 Sop—1+28,Ssp 9 +...
4+ 28y Sy41+ Sy,
(42 +3)Sey+1=251S3y +25;Ssy—1+...

+2SHS‘,‘+,.
Ainsi on a
s} 28} ) rist 14653
Sy == —>» S3 = = ) St= ——> S, = oy
5 ).7 .79 52.7.9.11

Deéveloppement de S(x) et deS'(x) en série de puis-
sances. — De la formule

(21) S?(x)+ 35S () =1

nous allons déduire le développement de S(x) en série
de puissances par la formule de Mac-Laurin; on déduit
aisément

SEM = o, SRt = (— 1) (3s,)",
.
d’on
23 241

1
20) S = e =38y —— A= (— 1) (3§ ) ——
(26) 5(r) x 381 1.2.8 (=11 G (2n—+1)! +

développement valable quel que soit x; on en déduit

"2

, » xr2 x2n
(27) S(.’I?):l-—)-ﬁ : }—'—-..—f—(——l)”‘(?)sl )”m—%‘..

Multiplions 'équation (26) par y/3s, et ajoutons a
(27), il vient

S (o) iy TS () = 1+ L..’L‘\{3_S—1_(-Tl/3_s—l>2_i(x\/g>j_'_'“

1.2 1.2.3 !

ou bien

(28) S'(xr) = iy/35,S(x) = eixVis;
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telle est la relation d’Euler; on en déduit facilement

eixV3s, 4 e—ix V3s,

(29) §(a) = T O,
jxV3s, _ p—ixV3s,
(30) S(z) = S T
2iy/3s,
— eixV3s, —icV3s,
(31) C(]‘):l‘/jslw.

elxVss, __ g—ixV3s,

Dec la relation (28) on tire, puisque S(a) et §'(x)
changent de signe quand on remplace x par x +1,

(32) eiVisip1=o,

ct la fonction €% admet 2i\/x pour période.

Pour simplifier, on voit que nous sommes conduits i
poser \/5—.5, =m: ainsi se trouve introduit naturclle-
ment le nombre = que nous pourrions nous proposer de
calculer et qui peut étre regardé comme la plus petite
racine positive de I’équation

eix 1 =o.

Remarque 1. — Des équations (29), (30) et (31) on
pourrait déduire les formules d’addition de §'(x), S(x)
ct C(z), en admettant la relation (12), déja démontrée,
et aussi I’égalité

exey= e*+),
ce qui nc serait pas contradictoire, vu que cette pro-
priété de I'exponentielle est indépendante des fonctions
circulaires.

Remarque 11. — Pour que la constante 35, ne figure
pas explicitement dans les formules déja trouvées on

peut poser
sinwtx

S(z) =

d
S'(x) = dz S(«) = cosrw, et C(2)=ncotnaz,

Ann.de Mathémat., 3¢série, t. XVL. (Aout 1897.) 23
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enfin remplacer =z par x. On retombe ainsi sur les no-
tations ordinaires des fonctions que mnous d¢tudions;
mais il est inutile de faire un tel changement, vu qu'il
n’offre pas un grand intérét,

ETUDE DES EQUATIONS
S(x)=S5(x),  C(z)= C(ax).
De la formule d’addition pour S(x) on déduit
S(z 4+ xy) + S(x —x9) = 2S(x)S' ()

ou bien si
T+ xy= U, r—xy=v,

U+9 o, U—9,
S )

(33) S(u)+ S(¢) =128 —
de Ia

(34) S(u)—S(v) =28
Si, dans la relation

) S(z-+y)=5(2)S(y)+S"(2)S(y)
on fait

on déduit

(1= =2 ()re-v (2 s

Or S’(%):o, et la relation §'2(x) 4 =282 (x) =

donne
- I 1
()t
2 4

Nous prenons le signe +, vu que, d’aprés la formule
.. 1 .
fondamentale (1), S(x) est positif pour x = ~: d'ou
L]

S'(x)

(33) s(3—e)=2
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de méme
()
(36) S(z)=—2 /.
Cela posé, considérons ’équation
Sz —Saxy=o0.

D’aprés (34) on a

X — Xy o, T T
25 OSI——O: ,
p 2
ou bien
X —x xr +—a
(37) 27 S 0S( — 0) =o.
2 2 2

Alors les solutions de ’équation (35) sont
q 7

r=x,+2n,

r=—uzy+ 20 +1,

n et n! étant deux cntiers arbitraires.

Pour §'(x) on a deux formules analogues a (33) et
A (34)
u —_ v

l

S(u)—|—S(v)—25' .

S

u-—+ ¢ u—v

S'(w)—S8'(v)=—2=28

De la on déduit les solutions de l’équation S'(x)=8'(x),

qui sont
xr=2n Ttz

Passons enfin a I’équation

C(z) = CG(z);

on a
s
C(2)+ Clg)= ng)g(;t;,
d’ou
Cl)— Clag) = AT =)

S(n)S(ze)
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Les solutions de I’équation proposée sont donc celles
de S(zy— x)=0.D’ou

T = x4+ n.

. . . I . ., .
En particulier, si xy = -, les fonctions §'(x) et C(z)
I
s’annulent pour les mémes valeurs x = n + 5

L’étude des équations précédentes nous permettrait
d’aborder maintenant les fonctions inverses des fonc-
tions que nous venons de considérer.

De méme la relation d’Euler (28) conduit pour m
entier a la formule de Moivre ; on a, en effet,

[S'(z)+ inS(x)]" = ermmx,
d’ou
[S' (@) + i=S(x)]m= S'(mz) + =S (maz).

De la on peut déduire les expressions de S(mx) et
§'(mx) en fonction des puissances successives de S(x)
et 8'(x) et parcillement celles de S™(x) et §'(mnx) a
I’aide des fonctions S et S’ des multiples de la variable
x. Enfin, étant donnée la valeur de S(x) ou §'(x), on

3 . ’ . . xT
peut étudicr les équations qui donnent S (—) et S’ <£> .
m m

\

Ces questions sont maintenant faciles a aborder et nous
ne nous y arréterons pas. De méme, en imitant les pro-
cédés classiques, on peut suivre les variations des fonc-
tions S (x), 8'(x) et C(x) quand la variable est réelle
et comprise entrc o et 2 ou o €t 1.

Enfin on peut introduire et étudier les trois nouvelles
fonctions

__ 1 _ S(=)
tang(x) = T = S’(x)’
séc(z) = b‘(lx)’
cosée(x) = !
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FONCTIONS CIRCULAIRES EN GENERAL.

Terminons cette étude rapide par la démonstration
des formules qui permettent d’exprimer une fonction
circulaire quelconque, et par I’examen de deux de leurs
propriétés essentielles.

Nous appellerons fonction circulaire ou trigonome-
trigue une fonction f(x) rationnelle en C{x) ou en
S(2x) et §(2x).

(On a, en effet,

2C(x)

S(?.J‘): m, S’(')“Z‘):

Cz) —m?
Clz) =2

ces formules découlent de celles-ci

S(2z)= 2S(x)S' (x),
S'(ax)= 28 (@) — 1 =1 — 272 82(x),

lesquelles proviennent elles-mémes des formules d’addi-
tion.)

Une fonction circulaire ainsi définie est uniforme;
clle n’a d’autres points singuliers a distance finic que
des poles; elle admet pour périodes le nombre 1 ct ses
multiples entiers. On dit que 1 est une période primi-
tive.

Toute fonction circulaire peut se mettre sous deux
formes remarquables rappelant la décomposition des
fractions rationnelles en fractions simples, et la mise
en évidence des zéros et des poles de ces fonctions.

1° Forimule de décomposition en éléments simples.
— Soit f[C(x)] une fonction circulaire quelconque,
f étant rationnelle. Posons ¢™* = z. De la relation (31)
il résulte

-2
g

C(r)=1im

9
-9
2 —
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de sorte qu'on a

’

sle@) = 5

I' et F'y étant des polynomes entiers en z°.

. , F . .
Cela posé, décomposons = en fractions simples et

F
ey, A, .
considérons I'une d’elles ——% posons a = e2{™x
(22— yc ?
égalité toujours possible sauf pour e =o0; on a
1 I e—2iTo I3
P—_a  elmt_eumnad . o [-——I———%C(.Z'—d)]
De sorte que la somme
Ay N A, R An
s2—a (32—a)2 T (—a)

devicent un polynome de degré n en C(x — 2) ; mais la
relation

dC
(12) (f_‘—(" + C2),

dérivée n fois, permet d’exprimer linéairement les puis-
sances successives de G(x — o) au moyen des dérivées

successives de C(x —2) jusqu’a la (7 —1)c. On a
donc

2 i i\—za)/\ =+ MGC(x — a)

+ M, d_(i Clz—a)+...+~M

dn—

n—1 d n—1

C(z——a)

les constantes H, M, M,, ... dépendant linéairement
des A.

En répétant pour les diverses racines de I'(22) ce
que nous venons de dire pour la racine a, réunissant

F,(s?)
F(s)

la partie entiére de avec les fractions de la forme
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—_% et appclant E(z2) cet ensemble, on a

F,(z"’)
F(s2?)

d dh
+2M1 = C(x—a)+...+2MhW C(z — 2).

E(s)+ ¥ MC(z—2) .

(% est le plus grand des nombres tels que 7 et certains
coefficients M; peuvent étre nuls.) E(22) est de la
forme
I ay ekmx,
ou k peut étre un nombre entier, positif ou négatif.
C’est ]a I'expression générale de toute fonction circu-
laire.

2° Forme d’un quotient de deux produits de fonc-
tions S. — On peut écrire

[C(z)— aq] [C(z)—as]...[C(z)—a,]

C =
JIC@)] [C(z)—by]...[C(z) — bp]
Posons
a; = C({I‘/‘) et bA:C(‘Z‘;‘.),
on a
_ S(zj—x)
C(z)—C(xy) = “SzSzr
d’ou

S(J‘~—-Z‘1)---S(-Z'_xn).

S1C(2)) = M(Sz)» S(x—2')...5(x — )

Quelques quantités x; ou x; peuvent éire- égales
entre clles.

M est une constanle et m = p — n.

C’est la seconde formule annoncée mettant en évi-
dence les zéros et les pdles de la fonction considérée.

Remarque. — Les fonctions précédentes f(x) admet-
tent la période 1; par un changement linédaire de va-
riable on peut faire en sorte qu’clles admettent unc
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période quelconque 2 : il suffit de poser
x

r=5a fx(x')=f(x)=f<__'.>;

20

on a alors
J1(@ +20) = fi(2).
Signalons maintenant les deux propriétés essenticlles
d’une fonction circulaire qui font 'objet des théorémes
suivants :

Tutoreme l. — Entre deux fonctions circulaires aux
mémes périodes y = f(x), z =f,(x) a lieu une rela-
tion algébrique.

Il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ou la
période commune est 1 : alors y et z sont des fonctions
rationnelles de C(x) et I’élimination de C(x) donne
une relation algébrique entre j et z; cette relation dé-
finit une courbe unicursale.

Les formules (12), (21), (25), (25') sont des cas par-
liculiers de ce théoréme.

Trtorkme II. — Une fonction circulaire f(x) admet
un théoréme d’addition algebrique.

Démontrons encore ce résultat pour le cas ou f(x)
admet la période 1 : il est facile de passer au cas d’une
période quelconque.

Posons

. flz)=F[C(2)] = u,
S()=F[Cy)] =y,
fx+y)=F[C(z+y)]=w;
on a de plus
C(z)C(y)—m2

Cern=Tmaeo

Comme F est rationnelle en C, I'élimination de
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C(x), C(y) et C(x+ y), entre les quatre relations
précédentes, conduit & une équation algébrique entre
u, v et w.




