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CONCOURS D’AGREGATION DE 1896.
PROBLEME DE SPECIALES;

SOLUTION PAR UN « CORRESPONDANT » DES NOUVELLES ANNALES.

Etant donnés, en coordonnées rectangulaires, Uel-
lipsoide
2 yr a2

— e e ] —
a2—1—()2)02 1 o,

et la sphére concentrique
224yt 4 32— R2= o,

on prend les plans polaires d’un méme point M par
rapport a ces deux surfaces. Ces plans se coupent sui-
vant une droite A.

1° On demande quel liew I engendre la droite A
quand le point M décrit une droite quelcongque D de
Uespace.

2° Quel lieuw doit décrire le point M pour que la
droite A passe par un point fixe P? Quel est le degré
du céne décrit par la droite A?

3° On demande quelle relation géométrique doit
exister entre deux points M, M’ pour que les droites
correspondantes A, A’ se coupent.

4° Quel lieu T doit décrire le point M pour que la
droite A demeure dans un plan fixe 11,

ux-;—v)/-f—wz—i—p:o.
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Les coordonnées du point M §expriment alors
rationnellement en fonction d’un paramétre.

Trouver ’enveloppe E de la droite A dans le plan 11.

5° Quel est le lieu de cette enveloppe quand le plan Tl
se meut /)m'{tl/("lemeut a lut-méme?

6° D’aprés la quatrieme partie, a tout plan 1 se
trouve attachée une ligne T, qui est le lieu des points
pour lesquels la droite A correspondante se trouve dans
le plan 1 et, dans ce plan, ces droites A enveloppent
une certaine courbe E. On suppose maintenant gu’un
point M décrive le plan 11 : montrer que la droite A
correspondante s’appuie constamment en deux points
sur la ligneT et que, réciproguement, toute corde del’
correspond & un point M du plan 1.

=° Quel liew décrit A quand le point M se déplace
sur une tangente de la ligne E, ou bien rlumzd le
point M se meut sur la ligne ¥ elle-méme?

Considérations géométriques. — Etant données deux
quadriques, soit T leur tétraédre conjugué commun de
sommets A, B, C, D, les plans polaires d’un point M se
coupent suivant une droite A qui est 'intersection de
deux plans se correspondant homographiquement; par
saite, 'ensemble de ces droites A constitue un complexe
tétraédral ayant pour plans et points singuliers les faces
et les sommets du tétracdre T.

Remarquons que les conjuguées de A, par rapport
aux deux surfaces, se coupent en M, et réciproquement
toute droite dout les polaires se coupent est I'intersec-
tion des plans polaires du point de rencontre de ces
conjuguées. De plus, la droite joignant les poles d’un
plan Q par rapport aux deux surfaces a des conjuguées
se coupant dans ce plan Q et fait partie du complexe, et
réciproquement toute droite A de ce complexe contient
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les poles du plan déterminé par ses deux conjuguées;
on peut donc dire que le complexe est défini de I'une
des trois maniéres suivantes, ¢ui sont équivalentes :
c’est 'ensemble des intersections des plans polaires d’un
point variable, 'ensemble des droites joignant les poles
d’un plan variable, et I'ensemble des droites dont les
polaires se coupent. (Foir Scundrrer, Journal de
Crelle, . T1; Reve, Géométrie de position, 1I° Vo-
lume, p. 159.)

Quand le point M décrit une droite quelconque D de
Iespace, A engendre une surface réglée du second ordre,
car elle est l'intersection de deux faisceaux homogra-
phiques de plans ayant pour axes les conjuguées de D
pour que cette surface soit un cone, il faut et il suffit
que ces conjuguées s¢ coupent, par conséquent que D
fasse partie du complexe; le cone est alors du second
ordre. Pour que les droites A, A’ relatives a deux
points M ct M’ se coupent, il faut et il suffit que les
quatre plans polaires de ces deux points passent par un
méme point, ou que les conjuguées de M et M’ se cou-
pent, par suite que MM’ fasse partie du complexc.

Les droites A, situées dans un plan =, enveloppent la
courbe E du complexc de ce plan, courbe qui est tan-
gente aux quatre faces du tétraédre T'; on sait que siw
tourne antour d’une droite située dans le plan d’une
face, le licu de ces courbes E est un cone ayant pour
sommet le sommet du téiraédre opposé a la face consi-
dérée.

Pour trouver le lieu des points M relatifs aux droites A
du plan =, remarquons que les conjuguées de toutes les
droites de ce plan, par rapport aux deux surfaces, dé-
crivent deux gerbes homographiques autour des poles
p et p' de ce plan; celles qui se rencontrent correspon-
dent aux droites A du complexe, et I'on sait que le lieu
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de leurs points de rencontre est une cubique gauche
passant par p et p'; cette cubique est identique au lieu
des péles du plan = par rapport aux surfaces du faisceau
ponctuel déterminé par les deux quadriques données,
ct passe par les quatre sommets du tétraédre T.

Supposons maintenant que le point M se déplace
dans le plan =; soient A; et A, les tangentes issues de
ce point a la courbe E; d’apreés la propriéié des péles et
des plans polaires, la droite A relative a M doit contenir
les deux points M, et M, relatifs a Ay et A,; c’est done
une droite s’appuyant sur la cubique en ces deux points
M,, M., et réciproquement a une corde M; M, corres-
pond P'intersection M de Ay et A,. Si M décrit Ay, A dé-
crit le cone s’appuyant sur la cubique et ayant pour
sommet M,. Si M est sur la courbe E, M, et M, sont
confondus, ct Aest une tangente a la cubique; lorsque
M déerit la courbe E, A eugendre la développable de

quatriéme ordre formée par les tangentes a la cubique.

SOLUTION ANALYTIQUE.

Soient &, y, z les coordonnées du point M,

Xx Yy VA

- Y e — — 1 = 0,
() ) a2 b2 c?
( Xr Yy Zs .
,T - 7‘_; ﬁ — I = 0.

les équations de la droite A correspondante ; nous dési-
gnons le rayon de la sphére par r pour éviter les con-
fusions de notation dans ce qui suit.

Remarquons immédiatement que si la droite A passe
par un point a, 3, v, la droite relative 4 ce dernier
point passe par le point M.
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I.es coordonnées radiales de A sont

1 ] IX
1;:},(72___2), Q:75<
A I _xy /1 1.
C:"<T~z_?a>’ R—ﬁ<;*ﬁ>’

par suite, cette droite appartient au complexe tétraé-

dral
Lo IV (Ao ap (2 Ly (L
(7‘5+5§> <b2+c'l> AP+ <r2+b2> (c‘l+a2> BQ

1 I I I

Si le point M décrit la droite D définie par les équa-
tions

ry-+- A -+ A Sy A3
(D) r= 2 3 L, ’:'2,—0*'}':[’ z b I’
14+ A -+ A T+ A

le licu de A est la surface

X, Yy Lz X Yy Zs

ou + -'—},,—0 + 0o : LA o L5,
a? b2 c? o r2 r?
Xx,+Xy1+Zz,_l T Xa, Yy Zzi__"
e b2 o2 2 2 2

ou, cn désignant par Ay, By, Gy, Py, Q,, Ry les coor-
données de D,

YZ I 1 1 I
2?A0<ﬁ—ﬁ>+2’“’°<ﬁ“a‘a>—°7

elle admet, comme second systéme de génératrices, les
polaires de D par rapport aux surfaces du faisceau ponc-
tuel déterminé par l'ellipsoide et la sphére.

Les droites A qui passent par un point P décrivent le
cone du complexe relatif 4 ce point; les points M cor-
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respondants décrivent la droite A relative a P, d’apres
la remarque faite précédemment.

Pour que les droites AA, relatives a deux points
M(x,y,z)et M (ay y', =), se coupent, il fautet il suf-
fit que le déterminant

r ¥y
-—— v — — l
a2 b2 2
r v 3
— —_ = —1
'-'_! I-‘_) ,-2
PO
— — — e |
a: b 2
.ZJ _yl ‘:7
— f— — e |
r:oop2 g2

soit nul, et cetie condition développée exprime que la
droite MM fait partic du complexe T'; c’est aussi la
condition pour que la surface réglée relative a la droite
MM soit un cone.

Pour que la droite A soit située dans un plan = de
coordonnées u, ¢, w, p, il faut et il suffit que 'on puisse
meltre Péquation de ce plan sous la forme
\r Yy 7Lz

- —— I

p: o2 72

—- [Xx

nous aurons alors

u a 5
— = S0—ua), —

» =L (14 uf),

14

P
w Py

—_——= 2
5 = e,
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d’ou
u r2 % re w r2

TTTpie TS T pieep T T piwer

Ces équations définissent, quand p varie, le lieu du
point M; c’est une cubique T passant par l'origine et
par les points & U'infini surles axes ; réciproquement, la
droite A relative 4 un point de celte cubique est située
dans le plan =.

Le plan passant par A et par l'origine a pour équa-

tion
Xea2+YyB2+Zzv2=o,

ou, en remplagant x, y, z parles valeurs précédentes,

uazX vB2Y uy2Z
+ + y =
1+ pe? 1+ pf2 0 T4 py?

’

les coordonnées U, V, W de ce plan sont proportion-
nelles aux coefficients de X, Y, Z et satisfont, quand
varie, a I'équation

U Uaz ux?
V Vg2 032 |=o,
W Wyz wy2
ou bien
SuVWa2(f2—+2) =o;

c’est 'équation de la trace sur le plan de U'infini du céne
ayant pour sommet lorigine et pour directrice la
courbe E du complexe; on voit que cette courbe est une
parabole tangente aux trois plans de coordonnées;
comme ’équation est indépendante de p, on voit que
le cone précédent est le lieu de la courbe E quand le
plan = s¢ déplace parallélement a lui-méme.

Supposons maintenant que le point M soit situé dans
le plan =; en éerivant qu'il est sur une droite A de ce
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plan, on forme I'équation
usz B2y wy2s

- + = o;
T— o 1+ uf? o 1+ puy? ’

S(u)=

cette équation du second degré a deux racines que nous
appellerons g et py; elles définissent deux droites A,
et A, passant par M ct tangentes a E; elles déterminent
aussi deux points M, et M, relatifs a ces tangentes et
situés sur la cubique I'. D’aprés la remarque faite au dé-
but, la droite A relative au point M commun a A, et A,
passe par les deux points M, et M, ¢t est une corde de
la cubique; réciproquement, toute droite joignant deux
points M, et M, de cette courbe est une droite A relative
au point commun aux deux droites A, et A,, relatives a
M, et M., ct ce point appartient au plan =.
Eu identifiant () avec la fraction rationnelle

(e + oy 4+ w322 B2 (p— ) (r— o)
(1= pa) (14 ) (1 py?) ’

décomposée en fractions simples, et remarquant que
le premier facteur du numérateur est égal a — p, on
obtient les valeurs de x, y, z en fonction de @, et
de pa,
P 829201+ a?) (1+ paa?)

u (12__{52)(,12___.(2)

P e+ 04820+ 1 B2)
B = o e

p B ) (14 pay?),

- )

p (-\(2_12)(\{'_’___.82)

|

It

¢’est unc représentation des coordonnées des points du
plau = dans laquelle les droites A, et A, sont mises en
L. b - . )
évidence; si Uon suppose wy = iy, on obtient les coor-
données des points de la courbe E.

Les équations de la droite A relative 2 un point M
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peuvent étre remplacées par les suivantes

Xe+Yy+Zs—ir*=o,
Xza2+ YyfB2 + Zsy2=o,

ou bien, en introduisant les paramétres jx, ct .,

E X B0 pa) i+ paaty | 22
w (@@= (@ =) P
Z §<I+H‘ az)(l+(‘1212) =

P

= 0,

0.

Sile point M se déplace sur la tangente Ay a E, u,
veste constant, et 'on obtient le licu de la droite A en
éliminant p, entre les équations précédentes; en po-
sant

O\ i
H = - 2 3 3.
oot — BE)(at— )
X 1
K= - 2 2 o2
w (w2 — P )(at—*)

X ot
M= e

on peut les écrire

2
%+H+(}L,+;L:)K—|—mng =0,
K+{+ )L +ppa M=o,

et I’élimination de p, donne I’équation
(K+ L) — (L4 1y M) (;—; +~H 4 le) =0,

qui représente un cone ayant pour sommet M, et pour
dircctrice la cubique T'. Si M est sur la courbe E, on a
{1 = P, etlelieu de A s’obtient en éliminant p., entre
les équations précédentes ou pp a été remplacé par [T
Ann. de Mathémat., 3* série, t. XVI. (Janvier 1897.) 3.
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son équation est
2\ 2 2
(KL —MH — M %) — §(L— KM) (K:—HL—L %) =o;

ce lieu n’est autre que la développable formée par les
tangentes successives a la cubique T'.



