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[08b]
NOTE SUR LES DEPLACEMENTS D'UNE FIGURE INVARIABLE;
Pir M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Je me propose d'indiquer une méthode simple et
uniforme pour démontrer le théoréeme fondamental sur
les déplacements finis d’une figure dans un plan ou
d’un solide dans I'espace : elle repose sur une consi-
dération analogue a celle dont se sert M. Kcenigs pour
établir le caractére du déplacement élémentaire d’un
solide. J’ajouterai quelques remarques se rapportant a
I'une des propriétés caractéristiques de I’hélice.

Supposons d’abord qu'il s’agisse d’amener une figure
plane I d’une position donnéec a un autre dans son
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plan : il suffit, comme on sait, d’amener deux de ses
points dans la position qu'’ils doivent occuper. Prenons
arbitrairement le premier de ces points et soient A, B
ses positions initiale et finale dans le plan fixe : pour
second point, je choisis celui qui se trouve d’abord en
B et qui doit venir en un point C toujours bien déter-
miné : les droites AB, BC sont nécessairement égales.
Soit O le centre de la circonférence passant par les
points A, B, C: il est clair qu’en faisant tourner le
triangle OAB autour du centre O, on peut amener en
coincidence avec son égal OBC, entrainant la figure &
déplacer. Siles points A, B, C étaient en ligne droite,
ce scrait par une translation AB qu’on pourrait réaliser
le déplacement donné de F.

Un raisonnement analogue montrerait qu’une rota-
tion suffit pour imprimer un déplacement donné a une
figure sur une sphére.

Supposons maintenant qu'on veuille donner un dé-
placement déterminé a un solide S : soient dans l'espace
A, B les positions que doit prendre successivement un
de ses points choisi arbitrairement; le point qui se
trouve d’abord en B devra venir en un point C qu'on
doit regarder comme connu; de méme le point situé
d’abord en C occupera une position D quand S sera
dans sa seconde position. Il suffirait d’amener les trois
points considérés des positions A, B, C en B, C, D
pour donner & S le déplacement voulu. Il y a néces-
sairement égalité entre les droites AB, BC, CD, comme
entre les angles ABC, BCD. Soient PQ la perpendicu-
laire commune aux bissectrices BB/, CC' de ces angles
ct pabed la projection de la figure PQABCD sur un
plan normal & PQ en son milieu. Les angles pbe, pcb
sont égaux comme mesurant des diédres homologues

dans les triedres BPCH, CQBc dont les faces sont res-
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pectivement égales; donc pb est égal a pc. D’autre part,
PB étant perpendiculaire au milieu de AC, pb I'est au
milieu de ac, pa est égal a pc et les projections de BA
et de BC sur la direction de PQ sont égales; la projec-
tion de CD aura aussi la méme grandeur et pb est égal
a pd. De ce qui précede, il résulte que les points A,
B, C, D sont situés sur un cylindre de révolution au-
tour de PQ et méme sur une hélice tracée sur ce cy-
lindre : il suffit de faire glisser le long de cetie courbe
les trois points considérés pour qu’ils passent de A, B,
Cen B, C, D, entrainant S dans leur mouvement héli-
coidal. Par les points A, B, C, D on pourrait faire pas-
ser une infinité d’hélices, mais on se borne a celle dont
P’arc AB est moindre qu’une spire. Siles quatre points
étaient en ligne droite, on pourrait obtenir le déplace-
ment de S en le faisant glisser le long de AB et tourner
autour de cette droite : c’est toujours un mouvement
hélicoidal.

Outre les trois points situés primitivement en A, B,
C, nous en pourrions prendre dans S unesérie d’autres,
choisis d’'une maniére analogue : celui qui, d’abord si-
tué en D, doit passer en un point déterminé E, celui
qui part de E et ainsi de suite; on formerait une ligne
brisée qui, de la position ABCDE...G passerait en
BCDE...GH. Nou seulement les colés et les angles
doivent étre égaux, mais aussi les diédres BCAD,
CDBE, ...; une telle ligne peut étre appelée ligne bri-
sée réguli¢re gauche a torsion constante. On voit aisé-
ment que les droites CB, CD, les plans CBA, CDE,
enfin les bissectrices BB, D1Y sont symétriques par rap-
port a CC'; la perpendiculaire commune & CC’ et & DD/
est dans lc prolongement de PQ, et I'hélice que nous
avons vuc passer par A, B, G, D passe par E et, de
proche en proche, par tous les sommets de la ligne bri-
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sée. En supposant les c6tés infiniment nombreux et
infiniment petits, cette ligne deviendrait une courbe a
courbure et & torsion constantes, qui ne différerait pas
d’une hélice.

Jétablirai enfin deux relations simples entre les élé-
ments de la figure PQABCD. Soient M le milieu de BC,
« la longueur MC, 180° — 2« I'angle BCD, 28 le diédre
BCAD, 0 I’angle de BC avec PQ, R le rayon du cy-
lindre contenant les points A, B, C, D. Si, dans le plan
BCD, je méne a MC une perpendicalaire MO qui ren-
contre CC’ au point O, j'aurai

MO = acota, CO=-2.
SIn o

Supposons PQ vertical et projetons sur un plan ver-
tical, parallele a BC: MC sc projette en vraie grandeur
suivant m/c’; la bissectrice CQO a sa projection ¢'¢' o’
horizontale; enfin, la projection m'o" de MO est per-
pendiculaire sur m'c¢’. Le diédre BCOm/, moitié de
BCAD, a pour mesure 'angle de MO avec la perpendi-
culaire Mm' au plan vertical, et’on a

m'o" = MOsin3 = acotasinf:
or, dans le triangle m'o’c’, I'angle o’ est égal a § et m/ o/
A acoth: on a done
cotl = cotasinf.
Quant a R ou CQ, son rapport avec CO est égal a

celui de leurs projections et I’on a, sans difficulté,

sin20,

> 0 <ina

Si I'on passe au cas limite de hélice, les deux der-
nicres formules conduisent aux deux relations bien con-
nues

coth = E, R = p«in20,
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