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[Hlld] [J4a]
SUR LA CONVERGENCE DES SUBSTITUTIONS UNIFORMES;

PAR M. E.-M. LÉMERAY.

On sait que si f désigne une fonction holomorplie
ou méromorphe, la substitution

T fx



répétée indéfiniment fournit une suite de fonctionsyi,
ƒ 2x, . . ., qui, pour une valeur donnée de x, prennent
des valeurs pouvant présenter trois cas :

i° Elles croissent ou décroissent sans limite.
2° Elles tendent vers n limites distinctes qui sont

racines de l'équation

fnx — x = o,

et l'on sait qu'à partir d'un nombre suffisant d'itéra-
tions, la période de convergence est nf c'est-à-dire que
les indices d'itération des fonctions qui tendent vers
une des n limites suivent une progression arithmétique
dont la raison est n.

3° Ou enfin elles tendent vers une seule limite qui
est racine de

( i ) ƒ x — x = o ;

c'est le cas précédent où les n limites sont égales. La
convergence peut alors avoir pour période soit un
nombre entier m, soit l'unité. Soit a un point-racine
de l'équation (i) ; on sait que si l'on a (* )

ildfx\ /mod -i7— \ a < i,
\ dx ]

il existe autour du point a un domaine dans lequel, x
étant pris, il y aura convergence. Je me propose d'étu-
dier le cas où ce module est égal à l'unité ; je suppose
que la valeur x = a n'a d'autre particularité que d'an-
nuler la fonction fx — x et quelques-unes de ses déri-
vées. Avant d'étudier le cas d'une seule limite, il faut
faire quelques remarques sur le cas de n limites. L'équa-

(») KŒNIGS, Sur certaines équations fonctionnelles (Annales de
VÉcole Normale, 188 ;̂ Supplément).
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a d'abord pour racines celles de (i) et, en général, celles
de fmx — x=o, m étant un diviseur de n; elle a
aussi des racines qui lui sont propres : elles sont dites
d'indice n, et forment des groupes de racines cohérentes.
Telles sont les racines a o ou, . . . , a„ satisfaisant aux
relations

L'équation peut admettre d'autres racines cohérentes
d'indice n, ]i4, [12, . . . , (3/o satisfaisant aux mêmes rela-
tions. Elles sont toutes distinctes des précédentes ou
elles leur sont égales. Supposons, par exemple, que l'on
ait

[* = * / > = P? cl «/i-t-i ^ P7+1 •:

011 en tirerait

la fonction ƒ admettrait plus d'une détermination pour
une même valeur de la variable, ce qui est contraire à
notre hypothèse. Pour la même raison, si, dans un
groupe de racines cohérentes, il y en a p égales entre
elles, les autres seront aussi égales p à p, et le groupe

sera en réalité un groupe de - racines cohérentes, ré-

pété p fois, de l'équation

fPx — x = o,

et réciproquement. Si, en particulier, l'une des racines
est égale à a racine de fx — x = o, il en sera de même
pour toutes les autres.

Considérons maintenant le cas où la dérivée de la
fonction donnée prend, au point racine, une valeur



dont le module est i, et l'argument -—-> A et n étant

premiers entre eux 5 on a toujours, comme Ton sait,

(dfPx\ _ (dfx\P
\ dx ) a - \ dxjà

Désignons généralement par y^ la fonction f^x, et
écrivons la suite des différentes itératives, en plaçant
sur une même ligne celles qui admettent au point-ra-
cine des dérivées égales; on obtient le Tableau suivant

x ( o u y o ) yn y m •. • yq,i

y\ yn+i yqn+i

y 2

l'ensemble de toutes les colonnes donne la suite de
toutes les itératives et les fonctions formant la (/l + i]ièrae

ligne ont pour dérivée au point-racine

Les termes d'une même colonne sont liés entre eux
par les relations

Par suite si, pour une valeur donnée de .r, les va-
leurs des termes d'une même ligne tendent vers une
limite unique, il en sera de même pour les autres
lignes; on aura

yqn+\ —fy(q+l)n-l î

les relations ci-dessus formeront un cycle fermé, et
l'ensemble des n limites constituera un groupe de ra-
cines conérentes.

Si, en particulier, une de ces limites est a, il en sera
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XVI. (Juillet 1897.) 2 O
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de même des autres et l'ensemble convergera vers a. Jl
nous suffit donc de chercher sous quelles conditions les
termes d'une quelconque des lignes convergeront vers a.

Parmi les lignes du Tableau ci-dessus, je choisirai la
première dont les termes jouissent de la propriété sui-
vante :

Si, en un point-racine de l'équation/V— .r — o, la dé-

rivée j • a une valeur de module i et d'argument

k et 7i étant premiers entre eux, les n premières

dérivées de la fonction fnx — x au même point seront
nulles, quelles que soient les dérivées de la fonction fx
pourvu qu'elles'ne soient pas infinies. Il en sera de
même pour ƒ 'lnx, ƒ 'Uix, . . . .

En efïét, pour la dérivée première, on a

En ce qui concerne les autres dérivées, je me repor-
terai aux formules données par M. Korkine ( * ). Comme
1 on a, par définition,

KV ffn{r-a) = fnf{x-a).

en posant

f(x — a) = ^<2 /O — «)S /"(r—et) — Y a y ( ^ — a)J.

OÙ

. dxl la \ dxJ
al —

(l) Sur un problème d'interpolation (Bulletin des Se. math.,
1882; Irc Partie) Je suis obligé de modifier légèrement les notations
de l'auteur.



L'équation (2) peut s'écrire

JZ=i

En égalant les coefficients des mêmes puissances de
x — a dans les deux membres, on a des équations qui
permettent de déterminer a2, a3, . . « , et en tenant
compte de ce que a, est égal à a", ces coefficients s'ex-
priment en fonction de n. Je ne rappellerai pas ces for-
mules; pour ce qui suit, il suffit de remarquer que cha-
cun de ces coefficients est de la forme

*»„ = s in a'; - u £ .

S représentant une somme finie de termes dans les-
quels W est un monôme en aK, a2, . • «, cip^ l'exposant
de plusieurs de ces facteurs pouvant être nul; P un po-
lynôme en a"; Q un produit de facteurs binômes de la
forme aQ— 1, la plus grande valeur que puisse prendre
q étant p — 1. Cela posé, et dans l'hypothèse

toutes les fois que dans l'expression de o^'\ l'indice de
dérivalion p sera non supérieur à l'indice d'itération n,
aucun des binômes dont le produit est Q ne sera nul,
car le premier qui puisse s'annuler, savoir a" — 1, n'y
figure pas. Quant au facteur a" — 1, il est nul ; chacun
des termes de la somme est donc nul ( ' ) , ce qui dé-

(1) Si l'on considère la déri\ée (/?-{-i)lème, elle se présente sous

la forme - ; sa \raie valeur, que Ton aurait facilement, ne sera nulle

que s'il existe certaines relations entre les coefficients a , a , .. .



montre la proposition. On a donc

yn- a = x - a -t- ^n"^\)X O - a)'l+1-f-

où A,i+\ désigne la valeur, au point-racine, de la dérivée
(n -f- iy;'mc de vn. On aura aussi, en général,

Pour qu'il y ait convergence, il faut que si u est l'af-
fixe d'une itérative de la fonction fnx, supposé à une
distance infiniment petite p du point a, Taffixe //< delà
fonction itérative suivante soit à une distance p, de a
plus petite que p ; autrement dit que Ton ait

p

£ pouvant être infiniment petit mais positif. Par suite,
si l'on pose

on aura

til il faudra avoir

oeO^-i^ ! eiün-(«+i)0]V-i
H l )!

ce qui devient, en négligeant les puissances supérieures
dep ,

OU
COS((O -\- 7lO) <^ O.

Ainsi, il faudra qu'à partir d'une valeur suffisamment
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grande de l'indice d'itération, on ait constamment

on

3 ) -

3 — — 10

( 2 A
7T

Par conséquent, à une distance in uniment petite de« ,
le domaine de convergence sera composé d'un secteur

S, d'amplitude — y compris entre les demi-droites «L,

a\Ifaisant avec l'axe réel, les angles — • 3 7c — 'j taet ,
'in

ainsi que des n — 1 secteurs obtenus en faisant tourner

le secteur S des auçles —? 1 — > • • • (n — 1) —• Entre

deux secteurs de convergence consécutifs, il existe un

secteur de même amplitude — dans lequel 8 ne doit pas

être pris. On voit aussi qu'à tout secteur de conver-
gence correspond un secteur opposé par le sommet qui
sera secteur de convergence'ou non suivant que n est
pair ou impair. Si Ton sait inverser la fonctionƒ*:, les
secteurs de divergence de la substitution (x,fnx) se-
ront secteurs de convergence de {x,f~"x)\ mais f"nx
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admettant, en général, plusieurs déterminations, on
n'aura convergence vers a que si Ton choisit, parmi ces
déterminations, celle qui se trouvera dans le domaine
de a. Considérons maintenant, non plus la substitution
(x , fnx) rnais toute autre substitution (je, f"+yx);

si 0 est un angle limite pour la première 0 -f- -—- sera un

angle limite pour la seconde; par suite, tout secteur de
convergence pour / " . r , l'est aussi pour f/l+yœ, et fina-
lement f x. On arrive ainsi à ce résultat remarquable :
quand le module de la dérivée est plus petit que i, la
surface entière du cercle infiniment petit décrit autour
de a comme centre donne convergence pour la substi-
tution directe et divergence pour la substitution inverse*,
quand le module est égal à i, une moitié de la surface
du cercle donne convergence pour la substitution di-
recte, divergence pour la substitution inverse, l'autre
moitié produit l'effet contraire; enfin, quand le module
est plus grand que J, la surface entière du cercle donne
divergence pour la substitution directe, convergence
pour la substitution inverse: à cause des détermina-
tions multiples de la fonction inverse, la convergence
parla substitution correspondante sera d'une applica-
tion délicate.

Il n'est pas sans intérêt de comparer les résultats ci-
dessus avec ceux qu'on obtient directement en considé-
rant le cas où la racine est réelle ainsi que les dérivées
f(fl^a. Supposons la dérivée première égale à i au
point-racine et la dérivée seconde différente de zéro
( ƒ # . 2 et 3) .

Le chemin brisé rectangulaire, dont les sommets sont
alternativement sur la courbe y=fx et sur la droite
y=x et parcouru de telle sorte qu'on aille de la
courbe à la droite par une parallèle à O;r, représente



par les ordonnées des points i, 2, 3, . . . ie» valeurs
des itératives successives, la valeur initiale étant x\ on
a, en effet,

Ordonnée de 1 = /x,
Ordonnée de 2 = ^ordonnée de 1) =fi,v,

Pour que les valeurs de ces ordonnées convergent
vers «, il faut que, si la courbe a ses ordonnées supé-
rieures à celles de la bissectrice des axes, le point de
départ soit situé à gauche de a (tfîg. 2). Dans le cas

contraire, il devra être pris à droite de ce point (fig. 5) ;
par conséquent, les différences fx — ,r, et x — a doi-
vent avoir des signes contraires, ce qui revieni à la con-
dition

fx — x

comme on peut écrire

fx = x-*rfwa X J* -f-,..,

on devra avoir
f"a(x — a) < o:

ce qui n'est, comme on peut Je vérifier, qu'une consé-
quence de Ja condition générale cos(u) -f- «6) <^ o.

Si la dérivée première f 'a est égale h — i {Jig. 4 et 5),
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on voit que les valeurs des ordonnées des points i, 3,
5, • . . , 2, 4? 6, . . . convergeront vers «, si le rayon

Fig. 4- Fig. 5.

0 *c

de courbure /' de'croît quand on passe au point de con-
tact; on doit donc avoir

dr
dx

ce qui, après réduction, équivaut à

3(/"«)24-•;.ƒ'"(«) >o ;

c'est la condition à laquelle on arrive encore en écri-
vant qu'à gauche du point de contact f~x est plus
grande que a:, et qu'à droite ƒ 2.r est plus petite que x ;
autrement dit, que Von a

x — a

En eiîet, on peut écrire

Or f-x =zJ'J'x, par suite

_ (//2.r dfx
dx dfx dx

dpx d*-fx d^
dfx dx1 "" d f'fx* \ dx ) :



pour x = a, on a

on a, par conséquent,

On vérifie ainsi que la dérivée seconde de la fonction
f* x s'annule pour x = a.

Pour la dérivée troisième, on a

d*f*x _ d>fx dpx
dz* dxz dfx

n d\px d\fx dfx d\f* x fdfxy
dfx* dx- dx dfxz \ dx /

et, pour x = a, il viendra

nous aurons donc

et la condition

deviendra bien

\-2f"a-3(f"ay](x-ay<o ou 9J"1 a H- 3( ƒ"<-> o :

elle rentre encore dans la condition générale.
Considérons maintenant les cas où la première déri-

vée qui ne s'annule pas pour x = a est d'ordre quel-
conque. Si elle est d'ordre pair {Jig- 2 et 3), il y aura
convergence soit à droite de <7, soit à gauche. Si elle est
d'ordre impair (Jig. 6 et 7) elle peut être négative
(,/fg. 6) et la substitution (x, fx) sera convergente à
droite de a et aussi à gauche. D'après l'analvse ^éné-
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raie, on trouve en eifet deux secteurs de convergence
opposés par le sommet et comprenant les directions
Q = o et 9 = ir. Quand la dérivée considérée est posi-
tive {/ig> 7) le graphique montre qu'il y a divergence,

6. Fig. 7-

que x soit plus grand que a, ou qu'il soit plus petit. En
effet, les secteurs de convergence, encore opposés par le
sommet, ne comprennent ni l'un, ni l'autre les direc-
tions 0 = o et 9 = 7T. On ne pourra donc converger
vers <7, p a r la substitution directe, qu'en partant de va-
leurs imaginaires de x convenablement choisies. Soit,
par exemple,

fx = x -+- (x — a y ;
7T , 37T 5T.

il y a deux secteurs de convergence de - h -^ et de —~
4

On pouria faire, par exemple, 9 = -* En efïet,

soit x — a = pe2 = o y/7—1. On aura

fx — a=(p — p ' ) / l - i .

Si p est très petit, compris par suite entre o et 1, il
y aura convergence, car le module pi = p — p3 de
fx — a est plus petit que le module p de x — a.

A distance finie de a, les secteurs de convergence
sont limités par des courbes tangentes en a aux droites



limites. Quant au rayon de convergence, il dépendra
de la fonction donnée et devra être étudié dans chaque
cas particulier; il est clair que le domaine ainsi défini
ne devra contenir aucune autre racine soit de l'équa-
tion fx — x = o, soit de toute autre équation

fp x — x = o.

Si, par exemple, une fonction satisfait à l'équation fonc-
tionnelle

(3) y m x — x = o,

et si a désigne une racine de l'équation

OX — X = O,

le domaine de convergence autour de a sera d'un rayon
infiniment petit, car si près qu'on se place de a on ren-
contrera, avant d'y arriver, une infinité de racines de
l'équation (3) : il ne peut donc y avoir convergence.


