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[Plb]
SUR LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQIIE DES PROPRIÉTÉS

MÉTRIQUES DES FIGURES PLANES;

PAR M. GEORGES BROCARD,

Professeur au lycée du Havre ( ' ) .

1. Considérons, dans la figure primitive, un triangle
CAB et effectuons une transformation homographique
telle que les points cycliques deviennent réels tout en
restant à l'infini-, soient, dans la transformée, cietcj les
droites joignant le point c à ces deux points à l'infini
et cf, c'f les points où elles rencontrent le côté ab, et soit
n\\{\\\ c\ le symétrique de c'1 par rapport au milieu d
de ab. On sait que le rapport anharmonique (c'c\ ab) est

égal a pöv Al en resuite que l on a

ou encore
c'ax.ac"

c'[ b
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ac\ .
bc\ ,

ad'
Mc"db1.bd'

Si donc on a, dans la figure primitive, une relation ho-
mogène entre CA et CB, elle se transformera en une
autre relation que l'on obtiendra en remplaçant, dans la
première, CA2 par le produit des projections de ac sur ab
faites successivement suivant des parallèles à ci et cj\ et
CB2 par une expression analogue.

On peut remarquer que, si Ton a CA = CB, il en ré-

(') Voir t. \V, p. 426.
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sultera que les points c' et c" seront symétriques par
rapport à d.

Plus généralement, soit xy une droite quelconque, et

Fig. i.

J

a{, a2, h\ -, &2 ̂ es points de rencontre de cette droite avec
les parallèles à ci et cj, menées par a et b. On a évidem-
ment

ac' d\C ac" a2c
= =

d'où
ac'.ac"
bc'.bc"

ca1.ca2

cbi.cb-2

On peut donc, dans la relation donnée, remplacer CA-
par le produit des projections de ca sur une droite quel-
conque, faites successivement suivant des parallèles à ci
et cj, et CR2 par une expression analogue.

Enfin, on a aus-si

d'où
ch '

ca± ce
cb2 ~" eg'

__ ce.cf
ch. eg

On peut donc encore remplacer CA2 par le produit des



projections de ca sur ci etc/, etCB2 par une expression
analogue.

Ces considérai ions permettent de déduire très sim-
plement, de toute relation métrique relative à une cir-
conférence, une relation analogue relative à l'hyperbole.
Supposons, par exemple, que, dans la figure primi-
tive, AB soit un diamètre d'une circonférence passant
par C. Dans la transformée, ab sera un diamètre d'une
hyperbole passant par c, et la relation CA2 + CB2= AB2

donnera le théorème suivant :

Le produit des projections de ac sur ab, faites pa-
rallèlement aux deux asymptotes, augmenté du pro-
duit des projections de bc, est égal à ab2.

2. Supposons maintenant que, dans la transformée,
les deux points cycliques soient transformés en deux
points à l'infini réels et confondus.

Soient ci la droite qui joint le point c à ces deux points

confondus; c', c" les deux points confondus où elle ren-
contre ab, et c\ le symétrique de cr/ par rapport au milieu

CA2

d de ab. La relation (cfc'[ab) = ^ ^ devient

c\a \br' )
c'a c\b /ac'Y- CA*
eb

II suffira donc, pour transformer une relation homogène
entre CA et CB, de les remplacer par leurs projections
sur ab (ou sur une droite quelconque), faites parallèle-
ment à ci.



Jl est facile de déduire de cette façon, de toule pro-
priété métrique de la circonférence, une propriété ana-
logue de la parabole.

Exemple. — Etant données deux paraboles homothé-
liques, si par le centre d'homothétie on mène une sé-
cante quelconque, et que l'on projette sur une tangente
commune, parallèlement à la direction des axes, les
segments compris entre le centre d'homothétie et deux
points antihomologues situés sur cette sécante, le pro-
duit des deux projections obtenues est constant.

On peut obtenir un théorème analogue relatif à deux
hyperboles homothériqucs; seulement, l'un des segments
devra être projeté suivant une parallèle à l'une des
asymptotes, et l'autre, suivant une parallèle à l'autre
asymptote.

Remarque. — Le produit des projections d'une lon-
gueur sur les deux asymptotes, faites suivant des paral-
lèles à ces asymptotes, représente, à un facteur constant
près, l'aire du parallélogramme ayant cette longueur
pour diagonale et ses côtés respectivement parallèles aux
deux asymptotes, cette aire étant affectée d'un signe
convenable.

Toute relation homogène entre les longueurs de
certaines lignes droites de la première ligure peut donc
être transformée en une relation analogue entre les aires
des parallélogrammes ayant pour diagonales les lignes
droites correspondantes de la deuxième ligure, et leurs
côtés parallèles aux deux asymptotes de l'hyperbole.

Exemples. — Les parallélogrammes construits sur
deux tangentes issues d'un même point sont équiva-
lents.

Soient <7, b les extrémités d'un diamètre d'une hyper-
bole, et C un point quelconque de cette courbe : la



somme algébrique des aires des parallélogrammes con-
struits sur ca et cb comme diagonales est constante-


