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SUR LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE DES PROPRIETES
METRIQUES DES FIGURES PLANES:

Par M. Georges BROCARD,
Professeur au lycée du Havre (*).

1. Considérons, dans la figure primitive, un triangle
CAB et effectuons une transformation homographique
telle que les points cycliques deviennent réels tout en
restant 4 I'infini; soient, dans la transformée, ciet¢j les
droites joignant l¢ point ¢ & ces deux points a I'infini
et ¢/, ¢ les points ou elles rencontrent le coté ab, et soit
enfin ¢} le symétrique de ¢” par rapport au milieu d
de ab. On sait que le rapport anharmonique (¢'c; ab) est

égal a CA% Il e¢n résulte que 'on a
gal & ~ps q
cda cib  CA2
-5 X 3 =
¢'b " cla  UB2
ou encore

c'ay.ac" CA2  ac|.ac"

;.0 T CB = be) e

Si donc on a, dans la figure primitive, une relation ho-
mogéne entre CA et CB, elle se transformera en une
autre relation que I'on obtiendra en remplacant, dans la
premiére, CA? par le produit des projections de ac sur ab
faites successivement suivant des paralléles a ci et ¢f, et
CB2 par une expression analogue.

On peut remarquer que, si I'on a CA = CB, il en ré-

(') Voir t. XV, p. 426.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV1. (Juillet 18g97.) 19
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sultera que les points ¢’ et ¢” seront symétriques par
rapport a d.
Plus généralement, soit x) une droite quelconque, et

ay, as, by, by les points de rencontre de cette droite avec
les paralléles a ci et ¢j, menées par a et b. On a évidem-
ment

ac' ac ac” ase

= 1 =
be' bie be" bye’

s o
d’ott
ac'.ac" cay.cas

be' b cby.chy

On peut donc, dans la relation donnée, remplacer CA*
par le produit des projections de ca sur une droite quel-
conque, faites successivement suivant des paralléles a ci
et ¢j, et CB? par une expression analogue.

Eunfin, on a aussi

ca, cf cas ce

cb, — ch’ cby  cg’

d’ott
ca.cas ce.cf

cby.cby  ch.cg

On peut donc encore remplacer CA2 par le produit des
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projections de ca sur ci et ¢j, et GB? par une expression
analogue.

Ces considérations permettent de déduire trés sim-
plement, de toute relation métriqae relative 2 une cir-
conférence, une relation analogue relative a I'hyperbole.
Supposons, par exemple, que, dans la figure primi-
tive, AB soit un diamétre d’une circonférence passant
par C. Dans la transformée, ab sera un diamétre d'une
hyperbole passant par ¢, et la relation CA*+ CB2= AB*

donnera le théoréme suivant :

Le produit des projections de ac sur ab, faites pa-
rallélement aux deux asymptotes, augmenté du pro-
duit des projections de be, est égal & ab?.

2. Supposons maintenant que, dans la transformée,
les deux points cycliques soient transformés en deux
points a I'infini réels et confondus.

Soient ¢i la droite qui joint le point ¢ a ces deux points

Fig. o.

c’ a d > =4

confondus; ¢/, ¢" les deux points confondus ou elle ren-
contre ab, et ¢, le symétrique de ¢’ par rapport au milien

. ” Az .
d de ab. La relation (¢'cjab)= SW devient
cda cib  fac’\*  CA*
75> cya \be')] T CB?

1l suffira donc, pour transformer une relation homogéne
entre CA et CB, de les remplacer par leurs projections
sur ab (ou sur une droite quelconque), faites paralléle-
ment a ci.
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11 est facile de déduire de cette facon, de toule pro-
priété métrique de la circonférence, une propriété ana-
logue de la parabele.

Fxemple. — Etant données deux paraboles homothé-
tiques, si par le centre d’homothétie on méne une sé-
cante quelconque, et que I'on projette sur une tangente
commune, parallelement 4 la dircction des axes, les
segments compris entre le centre d’homothétie et deux
poinls antihomologues situés sur cette sécante, le pro-
duit des deux projections obtenues est constant.

On peut obtenir un théoréme analogue relatif a deux
hyperboles homothétiques ; seulement, 'un des segments
devra &ire projeté suivant une parallele a 'une des
asymptotes, et 'autre, suivant une paralléele 2 Pauatre
asymptote.

Remarque. — Le produit des projections d’une lon-
gucur sur les deux asymptotes, faites suivant des paral-
léles 4 ces asymptotes, représente, a un facteur constant
pres, Vaire du parallélogramme ayant cette longueur
pour diagonale et ses cotés respectivement paralléles aux
deux asymptotes, cette aire étant aflectée d’un signe
convenable.

Toute relation homogénce entre les longueurs de
certaines lignes droites de la premiére figure peut done
étre transformée en une relation analogue entre les aires
des parallélogrammes ayant pour diagonales les lignes
droites correspondantes de la deuxi¢me figure, et leurs
cOtés paralléles aux deux asymptotes de 'hyperbole.

LExemples. — Les parallélogrammes construits sur
deux tangentes issues d’'un méme point sont équiva-
lents.

Soient a, b les extrémités d'un diamétre d’une hyper-
bole, et C un point quelconque de cette courbe : la
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somme algébrique des aires des parallélogrammes con-
struits sur ca ct cb comme diagonales est constante.



