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[D1b]
DEVELOPPEMENT EN SERIES TRIGONOMETRIQUES
DES POLYNOMES DE M. LEAUTE:

Par M. Pyn APPELL.

Pour exprimer une fonction f(a), connaissant les va-
leurs moyennes de cette fonction ct de ses dérivées dans
un intervalle douné, de — /A & -/, par exemple.
M. Léauté (Comptes rendus, v4 juin 18803 Journal
de Liouville, 1881) a considéré une suite de polynomes
Py, Pyy Py, ..., Py dedegrés o, 1,2, .., nenz, pos-
sédant les propriétés caractéristiques saivantes :

(1) Po=1:
]
(2) (({{]ji =Ppy, n_1;
.
(3) / P,dxr = o, nzi
S

Larelation (2) permet de déduire chaque polynome
du précédent par une quadrature, et la condition (3)
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détermine la constante arbitraire introduite par cette
quadrature.
Ces polynomes P, sont homogénes et de degré nen x
et /i. Mettons ces deux quantités en évidence en appe-

lant le polynome
P, (e o

Nous raménerons i 4 avoir la valeur =, en faisant

hax'
L=
=

on a alors

n
Potxr,hy="D, <é‘- x', I:) = ﬁ—[ P =)

Les polynomes P, (1/, =) poss¢dent donc les propriétés
caractéristiques suivantes

+
davr, ,
Py =, | L P, dr = o, nzi.

da’
T

Le polynome Py est égal & a’. On sait que dans les
£
limites — = et ~-=, 1/ peut étre représenté parla série
trigonomdétrique

\

A R
(hy Py—1"—» <:|n.r — 5 sinox’— 5 KIII3J"—...)
2

(v0y ez Berrrann, Caleul intégral, n° 551).
On a ainsi le développement de P, entre — = et + =.
Pour avoir celui de Py, multiplions par da’les deux
membres de (4) et.intégrons; il vient

, 1 | *
P = (~_,——2<cn51' — = cos2 ' — - cosSx’——...),
4 9

ou ¢, est unc constante d'intégration, car P, est unc
fonction primitive de Py. Pour déterminer c., écrivons

Lo

3
[ Pydda' = o,

. P
-7
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Nous aurons, en remplacant P, par la séric et remar-
quant que tous les termes cos.x’, cos22a’, ... ont leurs
intégrales nulles,

PTRCy = 0, Cy == 0,
done

\

. 1 - .
(7)) Py=—» ((-u.\r’ — = cosaa’ = — cos3p —. . > .
2= )= .

Intégrant de nouveau et déterminant de méme la con-
stante d’intégration par la condition

T

Py dr' = o.

—_

on trouve qu’clle est nulle, et I'on a

. sy L ro. , A
(6) Py=—» <.<m.7: — —sina2x’' 4+ = sin3a’ —. .. ) R
23 35 /
ct ainsi de suite. En général, m élant un cntier po-
sitif,
I’ = (—1)" (ros P — CoSO T 4 1 cos3a —
2 ’ - w2m T T sam o )

Popor=(-—1)n2 <s‘in.1:’ —

. i
, o
——— s 4+ o sin3a —... ).
SEmE a1 T >

Ces formules donnent, cu partculier, les valcurs
asymptotiques des po]ynonms P, pour n trés grand.
Sil'on revient & la variable a, on a

P, (r,

Donc, pour n pair, n = am.

P ( " h2m ( T I T ( Smr
o = (— 1)y - CO8 — — —— €08 - cos -
m ) = A Hem h 32m A ?

ct pour n impair, n=—aom-1,

P, = (— 1) h2m+1 (lxin T P iy 2T uin 3ma
m+1= Cmrmal h g2m+1’ 32m o+ A
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Ces développements font ressortir les rapports signa-
lés par M. Halphen entre les polynomes de M. Léauté
ct les polynomes de Bernoulli.

Ils se rattachent également a deux questions posées
par M. Cesaro dans 1'Intermédiaire (mars 189g7),
questions 1019 et 1017.

Faisons, en effet, o =1, ¢t désignons par z‘o._,,,,(x) el

Yamyr (x) les deux séries ci-dessus

1 1
Zym (&)= COSTL — —— COS2TL + —— COS3Tor —. ...
i ),I)[ )../ll
1 . I .
Crm+1 () = sinmar — ST SINOTZL — 5 = SINJTL — ...

On a ¢évidemment
Cam () — am (7 +1)

1 1 .
=9 <C()€7t.’)"—1— —— cos3ma + =5 COSHT —r...>.
)2

22
y2m

Clest la série considérée par M. Cesaro dans la ques-
tion 1019.
De méme

Qam-+1 (z)— Dam+1 (r—1)

. 1 . 1 .
—2(SINTX + ;—— SINITar — ,——<1n5ﬁ$4... B
32m+i y2m4 1



