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[K2e] [K16b]
QUELQUES THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE;

PAR M. G. GALLUCCI,

Élève de l'Université de Naples.

1. Si G est le centre des moyennes distances des n
points A<, A2,..., An d'un cercle O (cm d'une sphère O),



( «4 )
pour chaque point M de la droite (ou du plan) qui passe

par O perpendiculairement a G A / ( / = 1 ,2 , . . . , /*),

o// «

Si .r, y , , JC'2 J 2-> • • • •> ^// JKw S 0 l l t ^es coonlownées des
points À,, A2, . . ., A,i rapportés à un système d'axes
rectangulaires, pour tous les points M(x,j ) qui véri-
lient la lelation (1), on a

n\{.r — Ti)'
î-\- ( J —Vi)- |

- ( .r — .TiY'-T- (y — Y\ )--r-. . .-4- (./• ~ .rw ) 2 — {y —ytl)*,

et, après les réductions

9.r( n.r, — .rt —. . . — ,r„ ) -h 'iy(nyt — J K 1 — J'\ — • • .—yn)

-- {n.r;~ x\ ~ . ..— rft-r- n yf — y] —. . . — yl) = o.
Le lieu du point INI est donc une droite. Cette droite

passe évidemment par O et elle est perpendiculaire à la
droite (JA, qui joint les deux points A/(.r/, yt) et

r / •ri-+--r2-^- • •+ f »

Par un calcul analogue on démontre le théorème dans
l'espace.

COUOLLURE. — Le cercle décrit sur OG comme dia-
mètre coupe chaque droite G A/ en un point P, dont le
entré de la distance à A/ est moyenne arithmétique
entre les carrés des distances aux autres n — 1 points.

On peut aussi déduire ce corollaire d'un théorème
très comui sur le cercle OG, qui est le lieu des points P
dont la puissance, par rapport au cercle O, est

^ P V j -t- PA.> — . . . - r V\n ) . (LVISVNT.)

2. En particulier, si, dans un tétraèdre \BCD, on



conduit par le centre O de la sphère circonscrite le
plan perpendiculaire à la médiane AG correspondant
à li face BCD, pour chaque point M de ce plan,
on a

2 / 2 ~ — 2 2

On peut démontrer directement ce théorème en fai-
sant usage du lemme suivant : Si G' est le centre de
gravité de la face BCD d'un tétraèdre ABCD on a

Jl suffitd'appliquer cette formule aux tétraèdres OBCD,
MBCD.

Pour le triangle plan, on a le théorème analogue qui
se démontre très facilement.

3. De la formule (2) on peut aussi déduire aisément
les deux théorèmes suivants :

i° Les tétraèdres qui ont un sommet fixe, le même
bary centre et la somme des carrés des arêtes qui abou-
tissent au sommet fixe constante, ont les centres des
sphères circonscrites sur un plan fixe.

i° Les tétraèdres qui ont un sommet fixe A et les
autres sommets BCD sur une sphère O, de manière que

AB - r AC - r Al) = const., ont leurs barj centres sur
un plan fixe.

Pour le triangle plan, on a

i° Les triangles qui ont même barj centre, un som-
met fixe et la somme des carrés des côtés qui y con-
courent constante ont les centres des cercles circonscrits
sur une droite fixe.

2° Les triangles qui ont un sommet fixe A et les
autres sommets BC sur un cercle O, de manière que



AB2+AC2 soit constant, ont leurs barycentres sur une
droite fixe.

Ce dernier théorème esl la généralisation d'un théo-
rème de Jamet (Question 137 du Mathesis).

i . Les théorèmes donnés précédemment pour le
triangle plan peuvent s'étendre au triangle spliérique,
avec les modifications convenables. Je me limite à don-
ner les énoncés :

i° Si dans un triangle spliérique ABC on conduit
par le centre (spliérique) O du cercle circonscrit le

grand cercle perpendiculaire à la médiane AG co;*-

respondant au côté BC, pour chaque point M de ce
grand cercle on a

cos MA = J(cosMB-t-cosMC).

2° On considère tous les triangles sphériques ABC
qui ont un sommet fixe et tels que

cos AH -h cosAG — const;

si le milieu G de BC est fixe, le lieu du centre splié-

rique du cercle circonscrit est un grand cercle perpen-

diculaireAG, et si le centre spliérique du cercle cit-

conscrit O est fixe, le lieu du milieu M de BC est un

grand cercle perpendiculaire AO.

5. Si dans un tétraèdre ABCD on conduit les plans a,,
eu, a3, a4 perpendiculaires respectivement aux milieux
des deux couples d'arêtes opposées AB, CD; AC, DB,
les droites a,a2, a3ar, iont dans un plan perpendicu-
laire à la droite MIS qui joint les milieux des deux
autres arêtes.



O7)
Eu effet, pour chaque point P de la droite a<a2,

on a
PÂ2=PC2; PB2 = PD2

ou bien
PÂ' - I -PD 2 = 'PB 2 -+-*PC 2 ,

et, par conséquent,

~PÏ\J2 4- ÂM2 = PN2 -+- BNS ;

et de même pour chaque point de a3a4 . Donc ces deux
droites sont dans un plan qui est le plan anliradical
(plan symétrique du plan radical par rapport au milieu
de la centrale) des deux sphères décrites sur AD, BC
comme diamètres. Ce plan passe par O, centre de la
sphère circonscrite au tétraèdre, et si Ton observe que
l'orthoeentre II est le symétrique de O par rapport au
milieu de M̂N (barycentre), on a le théorème suivant :

Dans tout tétraèdre, les plans radicaux des trois
couples de sphères décrites sur les trois couples d'arêtes
opposées connue diamètres se coupent en un point H
qui est l orthocentre du tétraèdre.

En appliquant ce théorème, on trouve que si un té-
traèdre est tel qu'il existe un point d'égale puissance par
rapport aux six sphères décrites sur les arêtes comme
diamètres, le tétraèdre est orthologique et le point est
son orthocentre. La réciproque est presque évidente.

6. Des considérations analogues à celles du numéro
précédent conduisent, pour le quadrangle plan, au
théorème suivant :

Si A', B', C', D'sont les centres des cercles circonscrits
aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC d\in quadrangle
ABCD, les côtés du triangle diagonal du quadrangle
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A'B'C'D' sont perpendiculaires aux médianes du qua-
drangle ABCI) {droites qui joignent les milieux de
deux côtés opposés).

On a le même théorème pour le quadrangle sphé-
rique.


