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[A8K]
CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1896;
Par M. R. GILBERT (1).

Soit F(x) un poly nome du quatriéme degré, dont
les quatre racines a, b, ¢, d sont distinctes; on divise
le carré de la dérivée par F(x). Si Uon désigne
par Q et R le quotient et le 1este de cette division,
on a

F2(r) = F(z)Q +R.
1° Prouver gue Q est un carré parfait;
2* Prouver que le polynome

F(z)+pR(x)

est carré parfait pour trois valeurs différentes de p.
3° Tiouver tous les /]01)’710/”65 du quatriéme degré
G(x) qui sont tels que le polynome

F(z)+pG(z)

soit carré parfait pour trois valeurs distinctes de p.

4° En général, le reste R est du troisieme degré;
pour gu'il s’abaisse au second, il faut et il suffit que
la condition suivante soit remplie :

F'(a)+ F'(b) + F'(c)+ F'(d) = o.

Le reste R est alors carré parfait; il ne dﬂé/‘e de Q
que par un facleur constant.

Montrer que ce cas est caraclérisé par ce fait que
LCaddition a I'(x) d'une constante convenable rend

(') Mémoire ayant obtenu le prix.
Ann. de Mathémat., 3° sévie, t. XVI. (Mars 1897.) 7
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le polynome carré parfait. La réciprogue est-elle
vraie ?
Dans ce cas, les paragraphes 2° et 3° subissent-ils
quelgue modification ?

1. Soit
F(r)=ay(r —ay(r—b)(r—c)(xr d)
—a,rt - a4 6asx? — jazxr + a,
un polynome du quatricme degré dont les quatre ra-
cines a, b, ¢, d sont distinctes. On divise lc carré de
la dérivée par F(x); soit Q le quotient, R le reste;
I 5 q ’
on a
F2(r)=F(a)Q(r)~R(z).
Cherchons s’il est possible de déterminer o tel que
I + o R soit carré parfait. Posons

F—pR=pP?

P étant un polynome en x du second degré.
Le systéme des deux équations précédentes est équi-
valent au suivant :

| F2=FQ+R,
F(pQ—1)=p(F2—P2),
{ el

Il faut ct il sullit que la seconde équation svit vérifice
identiquement. Or elle est du sixiéme degré; et, en
tenant compte de la premiére, les termes de degrés six
et cing sont les mémes dans les deux membres; il y aura
donc cingconditions; on en obtient quatre en écrivant
que &, b, ¢, d sout des racines du second membre : ce qui
conduit 4 'un ou I'autre des deux systémes :

P(a)= F(a), (P(a)= Fla),
‘Pkb)= F'(b), P(b)= F'(b),
i P(c)= F'(c), |P(c)=—F(e),
( P(d)=—F'(d), ( P(d)= - F(d),
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ce qui, en appliquant la formule d’interpolation de
Lagrange , donne I'une ou l'autre des deux valeurs

de P(x):

1 f
Plz)=TF(z) <x;a +xib+x—c—- .7'——(1)’

1 I 1

> — F L _ _ .
l(T):F(m)(r—a—f_:r—b r—c z——d)

La premiére donne pour P un polynome du troisiéme
degré. Reste donc la seconde

P(z)=ay[2*(c+d—a—b)+...].

On obtiendra la cinquiéme condition en identifiant
les termes de plus haut degré dans I' + 2R=oP?; ce

qui donne
1

p:(liﬁ—b:—Ad)-”

el I'on voit ainsi qu'il y a trois valeurs de g rendant
¥+ o R carré parfait.

2. Proposons-nous maintenant le problé¢me plus gé-
néral de trouver tous les polvnomes G (z) du quatriéme
degré tels que I + g G soit carré parfait pour trois valeurs
de p. Ce probléme a des solutions, puisque nous venons
d’en trouver une.

Observons d’abord que les coeflicients de R(x) ren-
dus enticrs sont des fouctions du troisiéme degré de

Qy, @y, ay, ay, a,, de sorte que
asR(z) = boz3 + 30122+ 3bsx + b;.

Ce polynome R(x) peut se mettre sous une autre
forme. Faisons x = a dans I'équation F': =FQ + R,
on a

R(a)=F?2(a),
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Q’ou, par la formule d’interpolation de Lagrange,

F’(r¢)+F(b)+F’(r) F'((l)]

R('T):F(m)[z—a z—b x—c ax—d

o [BE]

On en tire

by = al| ¥ (a)].

En général, le reste R(x) est du troisicme degré;
pour qu’il s’abaisse au second, il faut ct il suflit que

SF'(a)=o0.

Remarquons que, si cette condition s’exprime en fonc-
tion enti¢re des cocflicients de I'(&r), Péquation obtenue
ne renferme pas a,; en outre, il n’y a qu'un terme en
ay de la forme Kajay, car le premier membre de
Péquation précédente est de poids trois (K est un
nombre).

Cela értant, pour que I' () soit carvé parfait, il faut
et il suffit visiblement que R(x) soit identiquement nul.
Mais les conditions pour qu'il en soit ainsi doivent se
réduire a deux a priori; et si ces condilions s expri-
ment cn fonction de aq, a,, a,, az, a,, ce dernier ¢lé-
ment a, doit entier dans 'une des conditions, car sinon,
F () érant carré parfait, I'(x) + K le serait aussi, qucl
que soit K. Ces deux conditions seront :

1° SF'(a) = o; soit M = o cette équation;

2° Une condition renfermant a,, soit N =o0 cette
dquation.

De la suit que Q cst carré parfait, car ses coeflicients
ne dépendent que de ao, aq, ay; si donc P'on dispose
de ay, a, (et c’est possible d’aprés ce qui précéde), de
facon que M = o0, N = o, Q ne change pas; mais dans

i

. .. F'2 , -
ce cas il est visible que Q = T est carré parfait.
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3. Revenons aux polynomes G(x). Divisons G2 par
G; soit S le reste et posons

| G =gt + 4512+ 06222 + 4837 + &,
| 208 = hoz® +3h @ +3hyz ~+ hy.

Si F+ G est carré parfait, le reste R, relatif a
F + oG, estidentiquement nul; si donc nous désignons
par b,(p) ce que devient le coefficient b, quand on
remplace I par I + oG, les quatre équations suivantes
doivent étre simultanément satisfaites pour une méme

valeur de o :

[ l)o(p) = bo -+ CO‘Q —*)—tlopz +/1093 =

K

(l) bz(p):bg—:—(/'[)o—'—dg‘u?—{'llgps:

)

(0
bl(?):bl'i“clp—"‘dipz_*' klf)a:O’
[¢]
o

b3(2 =b3+c30+ d3p?+ N3’ =
) v ) fl

car les coefficients b sont évidemment du troisiéme degré
en fouction de ceux de F(x).

A chaque valeur de p, rendant I + oG carré parfait,
correspond une racine commune a ces équations ; ce qui
montre qu’il ne peut pas y avoir plus de trois valeurs
de p, car on aurait by = by = by, = b; = o; I'(x) serait
carré parfait et ses racines non distinctes comme on l'a
supposé. Pour qu’il y ait trois valeurs de p rendant
F + oG carré parfait, il faut que les équations (1) aient
les mémes racines.

Dong, en particulier, on aura

6 _ bbb
ho ~ hy — hy Ry

Cela exprime que les restes R, S sont les mémes, a
un facteur preés.
On peut done poser

S =163a,R.
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D’autre part, Q(z) étant carré parfait, si I'on iden-
tifie les premiers termes de F2 =FQ + R, on trouve
. a;\?
= 1€ -+ — .
Q = 16a, <a: a0>

Donce on est conduit a trouver un polynome G(x),
tel que

G2=16g, <x+ i;’{)- < G + 16 3aoR.
0

Dans cette égalité, R scul est donné; on pourrait
identifier les deux membres et obtenir g, g4, g2, g3, &+
en fonction de deux variables; mais le calcul serait plus
pénible que de la fagon suivante :

Posons g, = go2 et faisons le changement de va-
riable

zT+a=y;

de sorte que G () ct R(x) deviennent deux polynomes

en y, que nous désignerons par U(y) et T(y)

‘ U(y)=uoy*+6us 2+ fusy + w,, (o = o),
T(y)=0boy3+ 3(by— bya)y?
l +3(bs—2bia—+bya2)y+by—3bya+ 30,22 —bya3,

ct 'on a I'équation
U2 = 16u,y2U —1638T.

Identifions maintenant les deux membres de cette
équation; on trouve, pour déterminer wug, us, uz, uy, le

systéme
2UUs — fuouz = 3By,

qui —uyu, = 38(by — 2by),
6usu; =3B(by —22by +22by),
= 8(b3— 30bs+3a2b; — 23b,).

On tire immédiatement de la des quantités propor-
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tionnelles a wy, way wy, vy :

Uy U
X —(by—2aby + a2bg) b,
us
= «>(b3——5l)zoz—'— 36 a2— byas)b,

w, .
= 9(by—2ab 4+ 220y)* —12(by— 3aby + 3a2b; —adby)(by — aby)

Egalons a A la valeur commune de ces rapports; rem-
placons ensuite les « dans U, puis remplacons y par
x =+ o et réduisons; on obtient, en définitive, le poly-
nome G sous la forme

G=Ab3x*+ 4b2ax3+ 6by(2b1a — by)x?
+40y(3aby—2b3)x + 4bybsyx +9bi —12b,b5].

Posons enfin
)\1 = 4,
puis

G, =022%—6byb, 22— 8bybyx + 9b} — 126,03,

on a
G = )\G] +4}J.a0b0R.

C'est la solution du probléme. En eflet, I'équation
générale des polynomes G ne peut étre que de cette
forme, qui renferme deux paramétres arbitraires A, p.
Or, a priori, ’équation générale des polynomes cher-
chés renferme deux paramétres arbitraires, leur défini-
tion les assujettissant a trois conditions ; c’est donc la
Péquation générale des polynomes cherchés.

4. Nous allons maintenant examiner un cas particu-
lier intéressant.

On a vu que R, qui est généralement du troisi¢me
degré, est du second degré lorsque 2F/(a)= o. Nous
allons montrer (ue cc cas est caractérisé par la propriété
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suivante : Si I'on ajoute 4 F(x) une constante conve-
nable K, on a un carré parfait.
En effet, divisons par I' 4 K le carré de sa dérivée I''?;
soit Q, le quotient. R, le reste, on a

F""-:(F—%—K\Qi—‘!—R,,
ou
FQ+R=(F+K)Q,+R,.
ou
F(Q—Qi)=KQ;+ R —R.

Or, F étant du quatriéme degré et le second membre
du troisiéme,
Q - Ql = 0,
KQ,+R; —R=o.

Cela étant : si R est du second degré, il en est de
méme de Ry si, de plus, 'on dispose de K de facon &
annuler les trois autres termes de KQ, —R=KQ —R,
R, est identiquement nul; les trois équations en K ainsi
obtenues sont compatibles; en ellet, dire que R, est nul,
c’est dire que F + K est carré parfait. On a vu plus
haut qu’il y a deux conditions pour qu’il en soit ainsi,
a savoir : 1° Ry est da second degié; 2° une autre con-
dition renfermant K. Les trois équations en K se rédui-
sent donc a une seule et K est déterminé par une équa-
tion du premier degré.

Cette équation est R = KQ : on voit donc que R est
carré parfait ct ne differe de Q que par un facteur
constant.

Réciproquement, si F +K est carré parfait, R, est
nul et I'on a

Q—Qy=o,
KQ;— R =o:

ce qui montre que R est du second degré.
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Ces propriétés se vérifient sur ’équation générale des
polynomes G; en effet, dans ce cas, on a b, = o, et,
comme R est carré parfait, on a aussi 963 — 126,63 =o0;
donc G, est nul, mais on peut faire A ct w infinis ct en
disposer de telle sorte que

{ Koy=—0,

[ pbo=m,
i ev 7 étant deux paramétres arbitraires finis, non
nuls.

Si l'on pose

G, =—6b,2>—8bzr + b'— (903 — 12b,03),
0

G =06, fagrR.

) \ . Gby  8b,
Mais de 9b3 — 125,63 = 0 on déduit 36, = 35,
done G, et R ont leurs premiers coefficients propor-

063 —120,0;

tionnels; quant a Pexpression , elle a une

0

valeur indéterminée lorsque b, s’annule; car, s'il en
¢lait autrement, c’est que Pon aurait, lorsque &, tend
vers zéro, une relation entre 963 — 12 6, by et by, c'est-
a-dire une relation entre les coeflicients de R. Or, cela
n'est pas possible, car alors se donner R, ce ne serait se
donner que trois relations entre les coellicients de F;
s¢ donmner Ry, 4 un facteur constant prés, ne donnerait
que deux relations et ' dépendrait de trois paramétres
arbitraires; mais c¢’est ainsi que nous avons précisé-
ment trouvé G, et nous avons vu qu'il ne peut dé-
pendre que de deux paramétres arbitraires A, u; done,
963 — 120,

b,

finitive, on peut écrire

G=0R-+x,

enfin, a une valeur quelconque et, en dé-

7 ¢l 7 éranl deux parametres arbitraires.
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On peut donc disposer de p de telle sorte que F + o<
soit carré parfait.

5. Il semblerait, de la facon dont on a déduit les
polynomes G = s R 4 < du cas général ou b, n’est pas
nul, que ces polynomes sont tels que F + oG est carré
parfait pour trois valeurs de p. Nous allons faire voir
qu’il n’en est rien et qu’en général ' + oG n’est carré
parfait que pour deux valeurs de p.

Eflectivement, dans le cas particulier qui nous oc-
cupe, on a

G =0(30, 22+ 302+ by) + =,

G' = 3a(2b;a—+ by),
et

S =G"2=9g32(20,x + b,)?,
¢l comme

20S = hox’? + 3722 — 3 ha2r + hs,

on en déduit que g, étant nul, %y, 2y, hy, h; sont nuls,
et que les équations du systéme (1) ont une racine en 9
infinie. Or, pour 3 iufini, I 4+ oG se réduit a G, qui,
en général (o et © élant quelconques), n’est pas carré
parfait.

Ce serait faire un faux raisonnement, de déduire que
G est carré parfait de ce que les équations (1) ont une
racine commune infinic; car, pour montrer que tous
les polynomes G de la forme 1G4+ 4 u.a,b, R sont bien
tels que F + oG est carré parfait pour trois valeurs de
0, nous avons supposé que l'équation générale de ces
polynomes ne dépendait que de deux paramétres arbi-
traires, c’est-a-dire précisément que 1’équation qui
donne les valeurs de p était du troisiéeme degré; or, ici,
cette hypothése est fausse, car toutes les équations (1)
(sauf la premicre, qui disparait identiquement) sont
réduites au second degré.
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Remarque. — La premiére des équations (1) dispa-
raitidentiquement; en effet, b, étant nul, et b, b,, by ne
’étant pas, sans quoi F sera carré parfait, les équations
autres que la premiére ne peuvent avoir zéro pour
racine. La premiére, qui admet zéro pour racine, dis-
parait dounc.

Il résulte donc de 1a que, si b, = o, les polynomes
G = oR + = ne sont, en général (sauf les cas particu-
liers =0, T=10) pas carrés parfaits, et que, pour
deux valeurs de p seulement, F + oG est carré parfait.

Nous ne nous proposerons pas de trouver I’équation
générale des polynomes satisfaisant & ces deux condi-
tions. Nous terminerons par une interprétation de
Péquation by = o relativement aux racines de I'équa-
tion F'(xr) =o.

6. Oun a vu que les valeurs de o rendant carré parfait
I
(a+b—c—d)‘l.
Douce, pour &, = o, la somme de deux racines est égale

I' 4 2R sont les valeurs de expression

acelle des deux autres La réciproque est vraie.
En effet, on a

Fl(s)=ayS(x—b)(z— c)(x—d),
Flla)=ay2(a—b)(a—c)(a—d).
Dea+ b=c—+ d on déduit
{a—c=d—0,

la—d=c— b,
par suite

—(a—b)(a—c)(a—d)=(b—c)(b—d)(b— a).

Donc, si la somme de deux racines est égale a celle
des deux autres, on a

S (a)=o0
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ct, par suite,

l)o =0,
D’ailleurs, le produit
(a+b—c—dY(a+c—b—d)y(a+d—0b—2¢)
est une fonction syméirique de @, b, ¢, d; donc, exprimé
en fonction de ay, a,, a,, as, a,, il sera de poids trois;
comme ZI”(a) est aussi de poids trois, leur quotient
est fonction de a, seul. Pour le calculer, il suffit de con-
sidérer une équation particuliére a,x* — a,x%= o, par
exemple; on trouve ainsi

EF(a) =ay(a+b—c—d)(a+c—b—d)(a+d—b—c).



