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[A3k]
CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1896;

P A R M. R. G I L B E R T ( i ) .

Soit F(x) un pol) nome du quatrième degré, dont
les quatre racines a, b, c, d sont distinctes ; on divise
le carré de la dérivée par F (x). Si l'on désigne
par Q et R le quotient et le 7este de cette divisionf

on a
= F(rr)Q-+-R.

i° Prouver que Q est un carré parfait ;
2° Prouver que le polynôme

F(x)-r-pl\(x)

est carré parfait pour trois valeurs différentes de p.
3° Ti ouver tous les polynômes du quatrième degré

CJ(X) qui sont tels que le polynôme

soif carré parfait pour trois valeurs distinctes de p.
4° En général, le reste R est du troisième degré ;

j)our qu'il s'abaisse au second, il faut et il suffit que
la condition suivante soit remplie :

Le reste R est alors carré parfait; il ne diffère de Q
que par un fadeur constant.

Montrer que ce cas est caractérisé par ce fait que
l'addition à F (x) d'une constante convenable rend

( !) Mémoire a^ant obtenu le prix.
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( )
le polynôme carré parfait. La réciproque est-elle
vraie ?

Dans ce cas, les paragraphes 2° et 3° subissent-ils
quelque modification ?

1. Soit
F ( x ) - = a $ ( r — a ) ( x — b ) { x — c ) ( x d )

un polynôme du quatrième degré dont les quatre ra-
cines a, Z>, c, d sont distinctes. On divise le carré de
la dérivée par F(.r) \ soit Q le quotient, R le reste;

on a

Cherchons s'il est possible de déterminer p tel que
F-f- pR soit carré parfait. Posons

P étant un polynôme en x du second degré.
Le système des deux équations précédentes est équi-

valent au suivant :

j F'2 = FO-+- H,

11 faut et il sulKt que la seconde équation suit vérifiée
identiquement. Or elle est du sixième degréj et, eu
tenant compte de la première, les termes de degrés six
et cinq sont les mômes dans les deux membres*, il y aura
donc cinq X3ondilions \ on en obtient quatre en écrivant
que a, b, c, d sont des racines du second membre : ce qui
conduit h l'un ou l'autre des deux systèmes :

P ( a ) = F'(a), | ' P ( « ) = F'(a),
P(b)= F'(fc),

P ( c ) = F ' ( c ) , 1 P ( c ) = ~ F ' ( c ) ,

( = - Fïrf),



ce qui, en appliquant la formule d'interpolation de
Lagrange, donne l'une ou l'autre des deux valeurs
de P(x) :

x — a x — b x

I ! I

—l —X
— c x — cl ]

x — a x — b x — c x — <

La première donne pour P un polynôme du troisième
degré. Reste done la seconde

P(x) = a()\_x2(c -\- d — a — b) - + - . . . ] .

On obtiendra la cinquième condition en identifiant
les termes de plus liant degré dans F -f- pTl = pP2 ; ce
qui donne

^ " (a -T- b — c — dy-

et l'on voit ainsi qu'il y a trois valeurs de o rendant
V ~-\- p R c a rr é p a r f ai t.

2. Proposons-nous maintenant le problème plus gé-
néral de trouver tous les polynômes G (oc) du quatrième
degré tels que F -f- pG soit carré parfait pour trois valeurs
de p. Ce problème a des solutions, puisque nous venons
d'en trouver une.

Observons d'abord que les coefficients de R(JC) ren-
dus entiers sont des fonctions du troisième degré de
<iOi ai, a2, «3, « i , de sorte que

Ce polynôme R(x ) peut se mettre sous une autre
forme. Faisons x = a dans l'équation F'2 = FQ -h R,
on a

\\(a)=: F'



d'où, par la formule d'interpolation de Lagrange,

O il en tire

En général, le reste R (x ) est du troisième degré;
pour qu'il s'abaisse au second, il faut et il suffit que

Reniai quons que, si cette condition s'exprime en fonc-
tion entière des coefficients d e F ( x ) , l'équation obtenue
ne renferme pas a^; en outre, il n'y a qu'un terme en
/73 de la forme K^<73 , car le premier membre de
l'équation précédente est de poids trois (K est un
nombre).

Cela étant, pour que Y(x) soit carré parfait, il faut
et il suffit visiblement que R(.r) soit identiquement nul.
Mais les conditions pour qu'il en soit ainsi doivent se
réduire à deux a priori ; et si ces conditions s'expri-
ment en fonction de a0, aKi «2 , a3) rz4, ce dernier élé-
ment cir% doit entier dans l'une des conditions, car sinon,
F (or) étant carré parfait, F ( x ) -f- K le serait aussi, quel
que soit K. Ces deux conditions seront :

i° SF' (a) = o ; soit M = o cette équation *,
ci° Une condition renfermant ah, soit N = o cette

équation.
De là suit que Q est carré parfait, car ses coefficients

ne dépendent que de a0, ai} ax\ si donc l'on dispose
de <73j ah (et c'est possible d'après ce qui précède), de
façon que M = o, J\ = o, Q ne ebange pas-, mais dans

ïT'2

ce cas il est visible que Q = — est carré parfait.



3. Revenons aux polynômes G(x). Divisons G/2 par
G; soit S le reste et posons

G =

Si F- f -pG est carré parfait, le reste R, relatif à
F -+- pG, est identiquement nul; si donc nous désignons
par bp(p) ce que devient le coefficient bp quand on
remplace F par F -f- pG, les quatre équations suivantes
doivent être simultanément satisfaites pour une même
valeur de p :

ô)

bo(p) — b0 -+- c0p -f- dQp2 -+- Aop
3 = o,

b\ (o) — b, -+- Ci p -+- <:/i p 2 4 - Ai p 3 = o ,

3 ( ? ) = ^3 -+- c3 p - h <:/3 p
2 - h A3 p3 = o ;

car les coefficients b sont évidemment du troisième degré
en fonction de ceux de F ( x ) .

A chaque valeur de p, rendant F + pG carré parfait,
correspond une racine commune à ces équations-, ce qui
montre qu'il ne peut pas y avoir plus de trois valeurs
de p, car on aurait b0 •= bK = b2 = b^ = o ; F ( x ) serait
carré parfait et ses racines non distinctes comme on l'a
supposé. Pour qu'il y ait trois valeurs de p rendant
F H- pG carré parfait, il faut que les équations (i) aient
les mêmes racines.

Donc, eu particulier, on aura

Cela exprime que les rentes R, S sont les mêmes, à
un facteur près.

On peut donc poser



D'autre part, Q(x) étant carré parfait, si l'on iden-
tifie les premiers termes de F'2 = FQ + R, on trouve

Q = i6a0 ( x -\ - ) •
«0/

Donc on est conduit à trouver un polynôme
t(jl que

G'2 = i6# 0 fa?-H —-) x G-f-

Dans cette égalité, R seul est donné; on pourrait
identifier les deux membres et obtenir g0, gu g2-, £3, g%
en fonction de deux variables ; mais le calcul serait plus
pénible que de la façon suivante :

Posons g\z=go^ et faisons le changement de va-
riable

x -4- a = y ;

de sorte que G(*r) et R(x) deviennent deux polynômes
en y, que nous désignerons par V (y) et T

[

T(y) = boy*-

[ -h3(62 — abx a4-^0a2

et l'on a l'équation

— 16 ? T.

Identifions maintenant les deux membres de cette
équation; on trouve, pour déterminer u0, u2>

 M3^ Urn ^e

système
4

91*1 —

On lire immédiatement de là des quantités propor-



tiomielles à u{), w2?

a'2—booc i)bo

- — i'2(bz— 3 a 62-f- 3oc2bi~

Egalons à \ la valeur commune de ces rapports ; rem-
plaçons ensuite les u dans U, puis remplaçons y par
x -4- a et réduisons; on obtient, en définitive, le poly-
nôme G sous la forme

G =

-4- 460(3a62— ïbz)x -h 46063a -4- g6f — 126^3 ].

Posons enfin

puis

on a
G = XGi -+- 4 [xa060R.

C'est la solution du problème. En efïbt, l'équation
générale des polynômes G ne peut être que de cette
forme, qui renferme deux paramètres arbitraires A, jx.
Or, a priori, l'équation générale des polynômes cher-
chés renferme deux paramètres arbitraires, leur défini-
tion les assujettissant à trois conditions; c'est donc là
l'équation générale des polynômes cherchés.

4. Nous allons maintenant examiner un cas particu-
lier intéressant.

On a vu que R, qui est généralement du troisième
degré, est du second degré lorsque SF(«) = o. Nous
allons montrer que ce cas est caractérisé par la propriété



suivante : Si Ton ajoute à F(.r) une constante conve-
nable K, on a un carré parfait.

En effet, divisons par F -+- K le carré de sa dérivée F'2;
soit Q, le quotient. Rj le reste, on a

ou

Or. F étant du quatrième degré et le second membre
du troisième,

Q - Q i = o,

KQi -J- Ri — R = o.

Gela étant : si R est du second degré, il en est de
même de R{ ; si, île plus, l'on dispose de K de façon à
annuler les trois autres termes de KQ1 —R = KQ — R,
Rj est identiquement nul -, les trois équations en K ainsi
obtenues sont compatibles; en effet, dire queR4 est nul,
c'est dire que F + K est carré parfait. On a vu plus
haut qu'il y a deux conditions pour qu'il en soit ainsi,
à savoir : i° R{ est du second degié ; 2° une autre con-
dition renfermant K. Les trois équations enK se rédui-
sent donc à une seule et K est déterminé par une équa-
tion du premier degré.

Cette équation est R = KQ : on voit donc que R est
carré parfait et ne diffère de Q que par un facteur
constant.

Réciproquement, si F - f K est carré parfait, R< est
nul et l'on a

Q!— H = o;

ce qui montre que R est du second degré.



( l o 9 )
Ces propriétés se vérifient sur l'équation générale des

polynômes G; en effet, dans ce cas, on a b0 = o, et,
comme R est carré parfait, on a aussi ç)é~ — 1 a&j Z>3 = o;
donc G< est nul, mais on peut faire \ et u infinis et eu
disposer de telle sorte que

0 et Tj étant deux paramètres arbitraires finis, non
nuls.

Si l'on pose

G.,— — §b2x
2 —

\̂Jais de gbi — 11b {b5 = o on déduit —.- = 777-;

donc G2 et R ont leurs premiers coefficients propor-

tionnels; quant a 1 expression %-L--—% L--, elle a une

valeur indéterminée lorsque b0 s'annule; car, s'il en
était autrement, c'est que Von aurait, lorsque b0 tend
vers zéro, une relation entre gb'i — 1 2 bK b3 et Z>0, c'est-
à-dire une relation entre les coefficients de R. Or, cela
n'est pas possible, car alors se donner R, ce ne serait se
donner que trois relations entre les coefficients de F ;
se donner R1? à un facteur constant près, ne donnerait
que deux relations et F dépendrait de trois paramètres
arbitraires \ mais c'est ainsi que nous avons précisé-
ment trouvé G, et nous avons vu qu'il ne peul dé-
pendre que de deux paramètres arbitraires X. fji; donc,

a une valeur quelconque et, en dé-— ' ' 3

iînitive, on peut écrire

7 <-t 7 étanl deux paramètres arbitraires.



On peut donc disposer de p de telle sorte que F 4- OT
soit carré parfait.

5. Il semblerait, de la façon dont on a déduit les
polynômes G = crR-f-T du cas général où b0 n'est pas
nul, que ces polynômes sont tels que F -+- pG est carré
parfait pour trois valeurs de p. Nous allons faire voir
qu'il n'en est rien et qu'en général F - j - pG n'est carré
parfait que pour deux valeurs de p.

Effectivement, dans le cas particulier qui nous oc-
cupe, on a

G ==
G' =

et
S =

et comme

on en déduit que g0 étant nul, /i0. /zn /J2 , A3 sont nuls,
et que les équations du système (i) ont une racine en p
inünie. Or, pour p infini, F-f- pG se réduit à G, qui,
en général (T et T étant quelconques), n'est pas carré
parfait.

Ce serait faire un faux raisonnement, de déduire que
G est carré parfait de ce que les équations (i) ont une
racine commune infinie; car, pour montrer que tous
les polynômes G de la forme XG< + 4 JJ-̂ o^o R sont bien
tels que F-f- pG est carré parfait pour trois valeurs de
p, nous avons supposé que l'équation générale de ces
polynômes ne dépendait que de deux paramètres arbi-
traires, c'est-à-dire précisément que l'équation qui
donne les valeurs de p était du troisième degré; or, ici,
cette hypothèse est fausse, car toutes les équations (i)
(sauf la première, qui disparaît identiquement) sont
réduites au second degré.



Remarque. — La première des équations (i) dispa-

raît identiquement; en effet, b0 étant nul, et b{ i 2 , b3 ne

l'étant pas, sans quoi F sera carré parfait, les équations

autres que la première ne peuvent avoir zéro pour

racine. La première, qui admet zéro pour racine, dis-

paraît donc.

Il résulte donc de là que, si b0 = o, les polynômes

G = crR + T ne sont, en général (sauf les cas particu-

liers o-=o, T = O ) pas carrés parfaits, et que, pour

deux valeurs de p seulement, F -f- pG est carré parfait.

Nous ne nous proposerons pas de trouver l'équation

générale des polynômes satisfaisant à ces deux condi-

tions. Nous terminerons par une interprétation de

l'équation b0 = o relativement aux racines de l'équa-

tion F(x) = o.

6. Ou a vu que les valeurs de p rendant carré parfait

F 4- oR sont les valeurs de l'expression -. j — •
k 1 ( a •+- b — c — df

Donc, pour b0 = o, la somme de deux racines est égale

a celle des deux autres La réciproque est vraie.

En effet, on a

F'(z) = aoï(x — ô)(x- c){x—d),
F'(a) = ao^(a — b) (a — c) (a — d).

De a~\- b = c^r d on déduit

| a — c — d— b,

/ a — d— c — b,
par suite

— (a—b)(a — c)(a — d) = (b—c)(b — d)(b — a ) .

Donc, si la somme de deux racines est égale à celle
des deux autres, on a

IF'(a) = o



( 1 1 2 )

et, par suite,
b0 = o.

D'ailleurs, le produit

(a -h b — c — cl){a -4- c — b — d)(a-r- cl — b — c)

est une fonction symétrique de a, b, c, d; donc, exprimé
en fonction de a0, a4, a2, a3i aA, il sera de poids trois;
comme SF'(a) est aussi de poids trois, leur quotient
est fonction de aù seul. Pour le calculer, il suffit de con-
sidérer une équation particulière aox

;* — #0.r3r= o, par
exemple; on trouve ainsi

SF'(fl) —ao(a-\-b— c — d)(a -hc — b — d)(a -h cl — b — c).


