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DE
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[07b]
ETUDE GENERALE DES LENTILLES EPAISSES
AUMOYEN DE L'HOMOGRAPHIE;

Par M. Anxorgé VICATIRE (1).

La plupart des propriétés et des formules qu’on ren-
contre dans la théorie élémentaire des lentilles se
déduisent immédiatement et avec une grande généralité
de ce seul fait : un point lumineux a pour image, dans
un dioptre, un seul point situé sur le méme diametre
que lui; et deux points distincts ont pour images des
points distincts.

Jérablis directement cette proposition, comme dans
tous les cours, en supposant, bien entendu, I'ouverture
du dioptre trés faible. D’aprés cela, si ’'on considére un
systéme de dioptres ayant leurs centres sur un méme
axe, un point lumineux P situé sur I'axe aura pour
limite un point P’ situé sur le méme axe et lui cor-
respondant homographiquement.

Soient A, A’ deux points de Paxe; posons

AP ==, A'P =o'

(*) Admis le premier a ’'Ecole Polytechnique en 1896,
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/ e . s .
x et &’ sont liés par une relation d’homographie
arr' + 8r +vx'+ 0 =o0;

faisant 2’ infini, on en tire

Le point F correspondant a cette valeur de x est
appelé foyer. Cest le point lumineux dont I'image est
a Pinfini.

De méme, pour x infini,

Le point I correspondant est le second foyer @ c¢'est
P'image du point situé a infini.

D’aprés le principe du retour inverse, si les rayons se
propageaient en sens contraire, F serait I'image du point
a I'infini et I’ aurait ce point pour image.

La formule générale prend une forme plus simple, si
Pon choisit des origines particuliéres. Prenons pour
A et A’ un point et son image. Dans ce cas,

o2

== 0.

La formule a la forme bien connue

Prenons pour origines les foyers 3 =o0, y=o0; la

formule devient
azxx' + ¢ = o,

forme de Newton.

Jétablis eusuite 'existence des plans principanx.

Soit PI un rayon lumineux issu du point P de I'axe.
Aprés réfraction dans les différents diopires du systéme,
il sort suivant '), Les deux rayons se coupent en M.
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PI, P'I' sc correspondent homographiquement. Donc
quand PI tourne autour de P, en restant dans le plan
delafigure, l¢ lieu de M est une conique. Cette conique
s¢ décompose, car, lorsque Pl se confond avee Vaxe,
P’ se confond avec lui. L’axe fait donc partie du licu.
Le reste du lieu cst une droite qui, par symétrie, est
perpendiculaire a 'axe. Dans Iespace, c’est un plan
perpendiculaire & I'axe. Ce plan est le plan principal
relatif au point P. On réserve d’ordinaire cette dénomi-

v
M

nation aux plans relatifs au foyer I' et aun point a
Pinfini.

A un point lumineux correspond un seul plan prin-
cipal. Pour la réciproque, deux cas seulement se pré-
sentent : lous les points lumineux ont méme plan
principal (lentilles minces); ou ils ont des plans prin-
cipaux distincts (lentilles épaisses). ‘

Supposons, en cffet, que deux points P et o aient
méme plan principal. Soit M un point de ce plan. Les
rayous PM; oM ressortent suivant MP', Mo'. Donc,
M cst a lui-méme son image. Soit R un troisiéme point
quelconque pris sur P’'axe. Le rayon RM sortira suivant
MR’; M est donc un point du plan principal de Rj et ce
plan se confond avece celui de P et de ¢.

1° Cas des lentilles minces., — Le point ou le plan
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principal unique rencontre I’axe est un point double de
I’homographie des points et de leurs images, puisque,
d’aprés ce qu'on a vu plus haut, il est & lui-méme son
image. Soit C V'autre point double; c’est un centre
optique. En effet, soient CM un rayon incident, M le
point ou il rencontre le plan principal. En sortant, il
doit passer par C et par M ; donc, il passe sans déviation.

2° Cas des lentilles épaisses. — Soit = le point ou le
plan principal de P rencontre I’axe. P et = se corres-
pondent homographiquement. Quand = s’en va 4 I'in-
fini, P vient en un point N qu’on appelle point nodal.

Tous les rayons passant par N ressortent parallé-
lement a4 leur direction primitive, en passant par
Pimage N’ de N. N’ est le second point nodal. 1l joue le
role de N quand la lumiére se propage en sens inverse.

Les deux points doubles de ’homographie considérée
en dernier lieu sont les points de Bravais. Il est clair
qu’ils sont & eux-mémes leurs images.

On déduit aisément de ce qui précéde les construc-

tions usuelles.

[E5]
SUR UNE QUESTION DE LIGENCE (');
Par M. V. JAMET.

Ftude de Uintégrale

e2ais — p2biz d
z2 ~

(1) Enoncé dans le numéro de mars 1896, p. ¥37.
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prise le long du contour formé de deux demi-circonfe-
rences de rayons R et r, ayant U'origine pour centre
commun et relides par les portions de l'axe réel
qu’elles interceptent entre elles.

On supposera a et b réels et positifs.

E'n faisant tendre R wvers Uinfini et r vers zéero, on
déduira la valeur de Uintégrale définie

b .
SIN2Ar—SIn Pr
f sinar—sin Bz

2
€=
¢ —

(x et B réels). (Rennes, session de novembre 1895.)

1. Evidemment, on doit supposer les deux demi-cir-
conférences tracées de part et d’autre de I'axe réel;
sans quoi le contour d’intégration ne renfermerait au-

cun point critique de la fonction sous le signef, et

I'intégrale proposée serait constamment nulle.

2. Dans le cas contraire, I'intégrale aura la méme
valeur que si elle était calculée tout le long d’un cercle
ayant pour centre l'origine. Mais alors on voit qu’elle
est égale a la valeur que prend, pour o = o, la dérivée,
par rapport 4 «, de I'intégrale

e2aiz __ p2biz
f oL %

calculée tout le long d'un cercle ayant « pour centre.
Or cette derniére fonction est égale a

.2.,”/_ 1 (e2ain — g2in);
sa dérivée, par rapport a a, est

— jﬁ(aezaia_beibia).
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Pour « = o, clle devient
fn(b—a).

Telle est donc la valeur de I'intégrale proposée.

3. Considérons maintenant le cas ou la demi-circon-
férence de rayon R est tracée du coté des y positifs ; je
dis que si R croit au dela de toute limite, la partie de
'intégrale proposée qui se rapporte a cette circonfé-
rence tend vers zéro. En effet, sil’on pose

s=ur+yi = R(cosb + ¢sin @),
I'intégrale

2aiz
(A) fe_,, d:",

calculée tout le long de cette demi-circonférence, est

égale a
. T
L /‘ eraite +y0 —0i () .
R.J,
(On suppose la demi-circonférence parcourue dans le
sens positif.)
La somme des modules de ses éléments est
1 T
(B) al f e-2ay dj),
R,
0
el, comme @ el y sonl positifs, le facteur e 2@ ne dé-
passe jamais l'unité. Donc l'expression (B) est infé-
ricure &

=) A

N‘ﬁ“" a fortiori, supérieure au module de Vinté-

grale (A). De méme Pintégrale

e20iz
/ ——ds.
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calculée tout le long de la méme demi-circonférence, a
ki

R

e2ais __ p2biz
[ s,
v S

calculée tout le long du méme contour, a un module

un module inférieur a -, et enfin, I'intégrale

inférieuré%;- C. Q. F. D.
4. Je suppose maintenant la demi-circonférence de
rayon 7 parcourue dans le sens négatif et je me propose
de calculer la limite vers laquelle tend I'intégrale pro-
posée, calculée tout lelong de cette demi-circonférence,
quand r tend vers zéro. A cel effet, jobserve que la

fonction sous le signe /est égale a

]7:@ .
‘a_[) (r)_L)p)f?(ap—k?_bp-o—-z)
21 — + E — sP.
© 2.3, 2
roe ! 3...p+

La série écrite sous le signe E est uniformément con-

vergente, quand le module de z varie de 0 4 un nombre o,
qu'on peut supposer supéricur a r. De plus, si dans le
terme général on remplace z par re%, et qu’on intégre
terme a terme, en faisant varier 8 de = 4 2=, on trouve
une série convergente, car son terme général est

27
ro+1 [ elp+10i ds,

1.2.3...p+2 J

. (9'5),)4-2 ( ab+2 [)p+‘_7‘)
12

et le module de ce terme est inférieur au terme général
d’une série convergente, savoir

re+t,

,),)+2(a/;+2 — bl""?)
0 p—

1.2.3...p+ 2

Donc la série écrite sous le signe E donne lieu & une
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intégrale égale a la somme d’une séric convergente,
s’annulant avec r. Seul, le terme en dehors du signeZ
donne lieu a une intégrale différente de zéro, savoir
2

™
—q[ (a—0)dbh=on(b—a).

v T

3. Il en résulte que I'intégrale proposée, calculée lc
long des deux segments CD, AB, qui relient entre elles

M

RN

N

les deux demi-circonférences données, tend vers une
limite égale a l'exces de Vintégrale totale 4= (b — a).
Done, en faisant varier x par des valeurs réelles, on

trouvera

+ e2air . p2ix
T

de=27(b—a)

v —x

ct par conséquent

-+ ®

cos 2axr — cos 2b.x

(e ———————dr =2%(b-a),
J x?
w0 . .

~*® sin2axr — sin 20

(D) / - ————dr =o.
. “r_
— 0

Or la formule (¢) se transforme comme il suit

fﬂ sin(P—zsin(bra)r ;. _ ..

2

¢ -

. 1
Sil'on suppose & > a, on pourra conclure que z et ?
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étant positifs I'un et I'autre, mais o étant < 3,

/‘+°° sinaz sin Bz

e = Tx.

v -

Si best inférieur & a, on.pourra conclure encore que,
si  est négatif et 3 positif

¥ sinax sinBa
[T,
—

P

o1 &} 4 M . —_ LA !

Si 2 et 3 sont négatifs, on posera s = —d, b=—p,
et l'on trouvera

** sin 2z sin B T sinazsinf'x ,

— " —dx = T dr = md =— ra,
T 72

Jow J_

o’ étant supposé << B'.
6. La formule (D) donnelieu & des considérations du
méme ordre. Elle se transforme comme il suit

f+” sin(a—b)xcos(a+b)x

r2

dr = o.

—

D’aillcurs, dans I'intégrale

+ .
*sinaxcosBax
——L " dr,
. ©

xr?

on peut toujours regarder $ comme positif, et I'on en
conclut que cette intégrale est nulle pour tout systéeme
de valeurs réelles de « et de B.

[K2e] [K16Db]

OUELQUES THEOREMES DE GEOMETRIE;
Par M. G. GALLUCCI,

Eléve de I'Université de Naples.

1. 8i G est le centre des moyennes distances des n
points Ay, A,, ..., A, d’un cercle O (oud’une sphéreO),
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pour chaque point M de la droite (ow du plan) qui passe
par O perpendiculairement @ GA;(i=1,2, ..., n),

on a

2 S ——2
(1) MA;— 1 MA;+MAs+...-~ MA, ).

Si Xy 31y X2 Fau « - -5 L Yu sont les coordomnées des
points Ay, A,, .... A, rapportés 4 un systéme d’axes
rectangulaires, pour tous les points M (a3 ) qui véri-
fient la relation (1), on a

nler — a2y = yi)?]
= (7 — T1)1+ ()’ —}’|)2+. o (- T )Z_"‘ (J/ —¥n )"7

et, aprés les réductions

G (nri— ). .. —Ty) 2y ()i —YVi—V1—...~~Yn)
(vz 2 2 i 2 2)_
et —xt—. =i nyi—yi—.. . —yL)=o.
Le lieu du point M est done une droite. Cette droite
passe évidemment par O et clle est perpendiculaire 4 la
droite GA, qui joint les deux points A;(x;, y;) et
cqut |

G (= Tyr o=y Y1+ Yot Va

p . .

( n ’ n

Par un calcul analogue on démountre le théoréme dans

,
I'espace.

Cornonraive. — Le cercle décrit sur OG comme dia-
metre coupe chague droite GA; en un point Pi dont le
carré de la distance a A; est moyenne arithmétique
entre les carrés des distances aux autres n — 1 poinlts.

On peut aussi déduire ce corollaire d’un théoréme
trés connu sur le cercle OG, qui est lelieu des points P
dont la puissance, par rapport au cercle O, est

|2 2 2
ST AL - PAL )L (LusasTy)

2. En particulicr, si, dans un tétraédre ABCD, on
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conduit par le centre O de la sphére circonscrite le
plan perpendiculaire a la médiane AG correspondant
a v face BCD, pour chaque point M de ce plan,
on a
= (BV O & DV )

On peut démontrer directement ce théoréme en fai-
sant usage du lemme suivant : 87 G’ est le centre de
gravité de la face BCD d’un téiraédre ABCD on a

—_—

CD '+ DB").

—2 ——2 —2 —2 . 2
(2) AB +AC + AD =3AG + +(BC
1l suffitd’ appliquer cette formuleaux tétraédresOBCD,
MBCD.
Pour le triangle plan, on a le théoréme analogue qui
se démontre tres facilement.

3. De la formule (2) on peut aussi déduire aisément
les deux théorémes suivants :

1° Les tétraédres qui ont un sommet fixe, le méme
barycentre et la somme des carreés des arétes qui abou-
tissent au sommet ﬁxe constante, ont les centres des
sphéres circonscrites sur un plan fixe.

2¢ Les tétraédres qui ont un sommel fixe A et les
autres sommets BCD sur une sphére O, de maniére que

)

—2 2 2
AB +— AC + AD = const., ont leurs barycentres sur
un plan fixe.

Pour le triangle plan, on a

1 Les triangles qui ont méme bary centre, un som--
met fixe et la somme des carrés des cotés qui y con-
courent constante ont les centres des cercles circonscrits
sur une droite fixe.

2° Les triangles qui ont un sommet fixe A et les
autres sommets BC sur un cercle O, de maniére que
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—y 2
AB - AC soit constant, ont leurs barycentres sur une
droite fixe.
Ce dernier théoréme est la généralisation d'un théo-

réme de Jamet (Question 137 du Mathesis).

4. Les théorémes donnés précédemment pour le
triangle plan peuvent s’étendre au triangle sphérique,
avec les modifications convenables. Je me limite & don-
ner les énoncés :

1° 8i dans un triangle sphérigue ABC on conduit
par le centre (sphérique) O du cercle circonscrit le

—~~
grand cercle perpendiculaire & la médiane AG cor-
—~
respondant au coté BC, pour chaque point M de ce
grand cercle on a
cos MA = % (cosMB 4 cos MC).

2° On considére tous les triangles sphériqgues ABC

qui ont un sommet fixe et tels que

cosAB + cosAC = const;
st le milieu G de BC est fixe, le liew du centre sphé-
rique du cercle circonscrit est un grand cercle perpen-
N
diculaire AG, et si le centre sphérique du cercle cir-
- . o] =N
conscrit O est fixe, le lieu du milieu M de BC est un

—~~
grand cercle perpendiculaire AO.

5. Sidansun tétraédre ABCD on conduit les plans «,,
%3y %3, 25 perpendiculaires respectivement aux milicux
des deux couples d’arétes opposées AB, CD; AC, DB,
les droites o, a,, ay0, sont dans un plan perpendicu-
laire & la droite MN qui joint les milicux des deux
autres arétes.
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Eu effet, pour chaque point P de la droite a,a,,
on a

—a —2 —2 ——2
PA =PC; PB =PD
ou bien
PA +PD = PB + PC ,
ct, par conséquent,

PM =AM = PN 4+ BN

et de méme pour chaque point de aya,. Done ces deux
droites sont dans un plan qui est le plan antiradical
(plan symétrique du plan radical parrapport au milien
de la centrale) des deux sphéres décrites sur AD, BC
comme diamétres. Ce plan passe par O, cenure de la
sphére circonscrite an tétraédre, et si V'on observe que
Porthocentre H est le syméuriqae de O par rapport au
milicu de MN (barycentre), on a le théoréme suivant :

Dans tout tétraédre, les plans radicaux des trois
couples de sphéres décrites sur les trois couples d’arétes
opposées comme diametres se coupent en un point H
qui est [orthocentre du tétraédre.

En appliquam ce théoréme, on trouve que si un té-
traédre est tel qu’il existe un point d’égale puissance par
rapport aux six sphéres décrites sur les arétes comme
diametres, le tétratdre est orthologique et le point est
son orthocentre. La réciproque est presque évidente.

6. Des considérations analogues a celles du numéro
précédent conduisent, pour le quadrangle plan, au
théoréme suivant :

Si A, B, C, D sont les centres des cercles circonserits
aux triangles BCD, CDA, DAB, ABC d’un quadrangle
ABCD, les cotés du triangle diagonal du quadrangle

Ann. de Mathémat., 3 série, t. XVI. (Janvier 1897.) 2
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A'B'C'DY sont perpendiculaires aux médianes du qua-
drangle ABCD (droites qui joignent les milieux de
deux cotés opposés).

On a le méme théoréme pour le quadrangle sphé-
rique.

LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SESSION DE JUILLET 1896. — COMPOSITIONS.

Paris.
Anavyse. — L. On considére intégrale curviligne

(ab—ba')(xdy — ydx)
¢ ez + by)r—+ (a'z—+ b'y)>? ’

prise dans le sens positif le long d’une courbe C, en-
tourant l'origine et ou a, b, a', b’ désignent des con-
stantes réelles.

Montrer que la valeur de cette intégrale ne depend
pas de la courbe C, et trouver cette valeur.

L’expression a intégrer est la ditférentielle totale de
la fonction
az+ by

arc tang —————-,
° aw—+ by

qui ne dépend visiblement que de la seule variable y .
Sidonc on pose x = rcosf, y = rsinf, I'intégrale cher-
chée J aura pour valeur la variation qu’éprouve la fonc-
tion
are tane <u _ a'cosh + b’sinﬁ)}
° acosy + bsinb
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quand § varie de zéro a 2. Or, cette fonction est crois-
sante si ab’ — ba’ > o, décroissante si ad'— ba' <o}
et, étant donnée une valeur quelconque m, la fraction u
acquiert cette valear m pour deux angles § compris
entre zéro et 2w. Par suite, la variation de arctangu
est égale a 27, Sidonc ab/—ba >0, 0onaJ=2ax%; si
abl—ba <o,onalJ=—2a=.

. Une surface est rapportée a trois axes de coor-
données rectangulaires, et les coordonnées x,y, zd’un
point variable de cette surface sont exprimées en fonc-
tion de deux paramétres u et v. On suppose, de plus,
que l'on a identiquement

dx dr  dy dy | 03 0z

) dude Tomwoe  duwae
or a0
Ju Ju Ju
dxr ay [£
(2) ™ Je 7 | = 0.
gx Py o 95
{ dude dude dudv

1° On démontrera que les lignes de courbure de cette
surface sont données par les équations

u = const., ¢ = const.

2° Dans le cas particulier ot x = u, trouver les ex-
pressions générales des fonctions y et = de u et v, satis-
faisant aux équations (1) et (2).

L’équation (1) exprime que le réseau formé par les
courbes u = const., ¢ = const. est orthogonal; I'équa-
tion (2) exprime que ce réseau est conjugué. Il est donc
constitué par les lignes de courbure.

ve , . y . .
Quand x = u, I'intégration de I’équation (2) donne



d’abord
(3) S Vg =o.

Substituant dans (1), simplifiant et intégrant, on
trouve

(4) y=Viz+ V,.

Portant y dans (3) et intégrant, on obtient

(5) s/ Vi= —f‘/wvg

Dans ces diverses formules, V, et V, sont des fonc-
tions arbitraires de v, et U est une fonction arbitraire
de u. Silon pose

V, = tango, Vocoso' coso =V,
: ¢ :

on donne aisémenl aux expressions de 5 et y, tirées
de (5) et (4), les formes suivantes
dv .
= (U + V)coso — —5—sino,

do

i
7

— (U = V)sino 4+ &%
y-—(U—.—\)sm?—i—docoscp,

T

ce qui permet de prendre pour ¢ le paramétre v lui-
méme. On trouve ainsi les surfaces moulures. (Foir le
Probléme proposé a la Licence en juillet 1895, Nouvelles
Annales, p. 29-30; 1896.)

L. (Frives pe L’FcoLE NORMALE). — 1° Intégrer
U'équation aux dérivées partielles des surfaces dont la
normale reste tangente a une sphére donnée.

2° Démontrer que U'un des systéemes de lignes de
courbure se compose de développantes de cercle.

3° Démontrer que les lignes de courbure du second
sy stéme sont sp]zer tques.
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La question est empruntée a Monge (.Application de
I’Analyse a la Géométrie, art. XXIII, De la surface
courbe dont toutes les normales sont tangentes & une
méme sphére). Nous engageons vivement nos lecteurs a
étudier le beau Chapitre ou elle est résolue.

Mtcanique. — 1. Etudier le mouvement d’un disque
circulaire plan, homogéne, infiniment mince, deux
points diamétralement opposés de sa circonférence
étant assujetlis a décrire respectivement deux droites
rectangulaires concourantes Ox et Oz. On admet qu’il
n'y a pas d’autres forces extérieures que les réactions
des droites Ox et Oz, qui sont supposées normales a
ces droites. '

Si P'on appelle ¢ I'angle du plan du disque avec le
plan z0x, § 'angle de Oz avec le diamétre dont les
extrémités décrivent Ox et Oz, R le rayon du disque,
M sa masse, T la force vive, on trouve

2
T= MSE [(5 + cose) B2+ ¢'2],

en désignant par des accents les dérivées prises par rap-
port au temps.
Le travail des forces étant nul, on a d’abord I'inté-

grale
(5 + cos2¢)02+ ¢'2= const. = A (h>o0),

et, de plus, la dérivée de T par rapport a § étant nulle,

. . oT
I'une des équations de Lagrange montre que — est

o6
constant ; d’ou

(5 + cos?0)b’ = const. = A.
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Des intégrales ainsi obtenues, on déduit

\md@
V3h — Ar— hcos?o w
Adoy
V5 + cos?o \/Sh—AL.—hcos?o

dt =

db =

Si 55 — A? > o, © varie toujours dans le méme sens,
ainsi que 6.

Si 5h —A2=0, o tend vers = g pour ¢ infini;
b prend toutes les valeurs possibles.

Si 5h— A2 <o, le plan du disque oscille de part et
d’autre du plan z0x; § varie toujours dans le méme
sens.

1I. On donne dans un plan deux droites OA, OA’
auxquelles sont respectivement tangents deux cercles
égaux C et C'. Les cercles sont primitivement symé-
trigues l'un de I’ autre par rapport a la bissectrice Oz
de ’angle AOA'. On fait rouler les cercles C et C sur
les droites OA, OA’ avec la méeme vitesse angulaire
constante w.

Quelles sont les courbes lides invariablement aux
cercles C et C' qui, dans le mouvement relatif de ces
cercles, roulent 'une sur l’autre sans glisser?

1l y a lieu de distinguer le cas o les cercles C et C’
tournent avec des sens contraires de celui ou ils tour-
nent dans le méme sens. Qu'arrive-t-il dans ce der-
nier cas? Comment peut-on alors définir le mouve-
ment ?

1° Supposons d’abord les rotations de sens contraire
les deux cercles resteront symétriques par rapport 4O z.
Le mouvement relatif de 'un par rapport a l'autre sera
une rotation de vitesse angulaire 20, autour de I,
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milieu de AA’. Soient R le rayon des deux cercles, 2a
I'angle AOA’, B le point de Oz situé a la distance R

R

'
Y

des deux cotés de cet angle. On a

DI = OAsina — Rcosx
= (CB + Rwta)sina + R cosa = CBsina.

Mais si 'on compte le temps a partir de I'instant ou C
esten B, on aura
GB = RUJ[,
d’ou
DI = Rsina.wt.

Cette relation définit une développante du cercle de
rayon Rsina = CD. La base sur laquelle roule le lieu
du point I est une courbe égale a celle-ci; elles restent
symélriques par rapport a Oz.

2° Si les rotations des deux cercles sont de méme
sens, elles équivalent pour le mouvement relatif & une
translation perpendiculaire 4 AA’ et de vitesse constam-
ment croissante w.AA’,

HI. (Erives pe L'Ecore vormare). Un cylindre de
révolution homogéne, pesant, de masse m est couché
sur un plan horizontal §O, sur lequel il peut glisser
sans frottement; suivant I’axe de ce cylindre est percé
un canal de section infiniment petite, dans lequel se
Irouve un point pesant de méme masse m, pouvant



(24)
glisser sans frottement le long du canal. Eudier le
mouvement du systéme en supposant le cylindre lancé
sur le plan.

IV. (l");,i-‘vns nE 1 EcoLr xOrMALE). Solent M un point
d’une figure plane invariable, M' le centre de courbure
de sa trajectoire, 1 le centre instantané de rotation.
Rappeler la démonstration de ce Théoréme classique :

L’axe radical du cercle de centre M et de rayon M1
et du cercle décrit sur MM' comme diamétre passe par
un point K’ qui est fixe, c’est-a-dire indépendant du
jpotnt M choisi; de plus, ce point K est situé sur la nor-
male commune aux deux roulettes fixe et mobile.

Appliquer cette proposition au probléme suivant :

Une tige AB s’articule en un de ses points C & Uex-
trémité d’une manivelle O C, qui est libre de tourner
awtour de son autre cxtrémité O. On assujettit le

0 B8

point A a décrire une courbe a; le point B en décrit
une autre 3.

1° Connaissant la normale @ la courbe o, construire
le centre instantané | de la tige AB, la normale & la
courbe 3 et le point oiu la tige AB touche son enve-
loppe.

2° Connaissant le centre de courbure de la courbe o,
construire la normale aux deux courbes roulettes ainsi
que les centres de courbure de la courbe 3 et la courbe

de la droite AB.

Ernevves erariques. — 1. On donne les trois angles
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d’un triangle spherique
A =116°20"2",2; B = 75°0'51",6; C =70°6'39", 2.
On demande : 1° de calculer les trois cotés ; 2° quelle
wvartation entrainera sur le coté a une variation de 1"
sur Uangle A.

II. (Evrkves ve L'EcoLe NormaLE). Par deux étoiles,
dont les coordonnées équatoriales sont
A = 4"36™23% 11 @ =+ 22°3'51",6;
A= 2"33m365,81; @ = 15°5 47,9,
on fait passer un grand cercle.
Déterminer {’ ascension droite des neeuds de ce cercle
avec U'équateur, et Uinclinaison de son plan sur celu
de l'équateur.

Lille.
Anavyse. — 1. Deésignant par z une variable com-
plexe, étudier la fonction u définie par U'équation
ur=1 - 32,
en précisunt U'influence du chemin décrit par la va-
riable sur la valeur de la fonction.
Indiquer ensuite quelles sont les diverses détermina-

1
J:‘/‘é’
f u

lorsque le chemin d’intégration se déforme de toutes

tions de U'intégrale

les maniéres possibles, en supposant seulement que pour
la limite inférieure z = o, l’on ait u = +1.

II. On donne l'hélice définie, en coordonnées rec-
tangulai/'es, par les équations

(1) x=aemvcosw, ¥y = aemvsinw, 2= bemow,

a, m, b étant trois constantes,
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1° Trouver la relation qui existe entre Uarc de cette
hélice et son rayon de courbure;

2° Démontrer que cette hélice appartient & un céne
de révolution dont elle coupe toutes les genératrices
sous le méme angle;

39 Trouver le lieu du centre de courbure del’hélice,
le liew du centre de la sphére osculatrice et la lignede
striction de la surface gauche formée par ses normales
principales ;

4° Démonirer que toute hélice dont Uarc est li¢ au
rayon de courbure par la relation trouvée aw 1°peut
étre représentée par des équations de la forme (1).

La premiére et la quatriéme partie de la deuxiéme
Question se traitent immédiatement par la Géométrie,
si Pon remarque que la relation donuée entre le rayon
de courbure et 'are entraine une relation analogue pour
la courbe plane, section droite du cylindre, et si Pon
admet que, dans le plan, cette relation caractérise la
spirale logarithmique. La démonstration analytique est
d’ailleurs toule pareille a celle que on donne de cette
derniére proposition et qui est bien connue.

La deuxiéme Partie se traite aisément par le Calcul et
la Géoméurie.

Pour la troisi¢me Partie, des considérations géomé-
triques simples prouvent que l'on doit trouver des
courbes de méme nature que la proposée, et un calcul
facile en doune les équations.

MecaniQue. — 1. 1° Démontrer le Théoréme de Di-
richlet sur la stabilité de I’ équilibre, dans le casd’un
point matériel ;

2° L'tendre le Théoréme des moments des quantités
de mouvement, et celui des forces vives, au cas du mou-
vement d’un systéme autour de son centre de gravite.
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II. Un triangle équilatéral ABC, homogéne et pe-
sant, est mobile dans un plan vertical. 1l peut tourner

A X

b4

librement autour de son sommet A, qui est assujetti
a se mouvoir sur une horizontale OX. On demande
d’étudier son mouvement en négligeant les frotte-

ments.

Epreuve praTiQuE. CaLcuL p’AsTrRONOMIE. — K'tant
Q
données les longitudes 1, I et les latitudes ), N de deux
positions de la Lune considerée a quelques jours d’in-
tervalle, calculer Uinclinaison © du plan actuel de
y : ]
Uorbite lunaire sur le plan de Uécliptique et la lon-
gitude § de son neud ascendant.
Application :
! = 63°20'14",4, A =131 6,9,
U — 146022146”,1, V= 50 1’45",7.

Clermont.

Anaryse. — 1. Formule de Fourier.

Il. Enchaque point M d’une surface e, on méne la
normale et la paralléle & Oz qui coupent respective-
ment le plan xOy aux points P et Q. 1° Trouver les
surfaces ¢ telles que 'aire du triangle POQ soit une
Jonction donnée de OM; 2° telles que le volume du
tétraédre OPQM soit proportionnel & une puissance
de OM ; valeur de l'exposant de cette puissance pour
que Uintégration puisse s'effectuer complétement.
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En conservant les notations habituelies, on trouve,
pour les coordonnées des points P et Q, les valeurs sui-
vantes :

Coordonnées de P ...... x+ps y+gqg3 o
Coordonnées de Q...... x N2 o

On aura donc
aire POQ =13 (gz — py),
vol. MOPQ = } 52(gx — py).
On est donc ramené aux équations linéaires
(1) 5 (qr—py) = F(x2+ y2+ 32),
(2) 2(gr —py) = K(a?~+ y?+ z2)p,

qui s’intégrent facilement. La deuxiéme conduit a unc
intégrale binome.

Mecanique. — Une plaque homogéne pesante a la
forme d’un rectangle ABCD dont les cotés sont
BC = 2a, AB=12b (on suppose a>> b). Le centre de

o] J A

c 8

gravité O de la plaque se meut sans frottement sur

une droite fixe h. Trouver le mouvement et la réaction
au point O.

Effectuer complétement les calculs avec les vitesses
initiales suivantes :

I'itesse de O = zéro.

La vitesse du milieu 1 de AB a pour composantes :
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a .
; suivant la normale a la

Vai+ b

Suivant OJ, v,
plague, u,.

La vitesse initiale du milieu J de AD a pour com-
posantes N

Suivant OI,

0 .
va:+ b2

— vy ~————=; suivant la normale,
Var+ b2

Le mouvement du centre de gravité est le mouvement
d’un point pesant sur une droite.

Le mouvement relatif autour du centre de gravité est
un mouvement a la Poinsot.

Les données initiales sont choisies de telle sorte que
I'intégration puisse se faire sans fonctions elliptiques.

Astronomie. — Démonstration succincte des for-
mules données par la Connaissance des Temps pour le
Calcul des Occultations. Application & ’occultation
de n du Taureau le 5 janvier 1895, au Puy-de-Déme.
Premiere approximation & trois décimales. 8’il reste
du temps, deuxiéme approximation; calcul de I'heure
locale de U'émersion, suivi des calculs & 1° prés de
l'angle au pile P et de l'angle au zénith 7.

Bordeaux.

Anavyse. — [, Déterminer une courbe telle que le
rayon de courbure, en un point quelconque M de la
courbe, soit dans un rapport constant avec la portion
de normale comprise entre ce point et une droite
donnée Oy.

Ramener la recherche @ une quadrature et indiguer
dans quel cas cette quadrature peut étre effectuce en
termes finis.
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1. Intégrer, a Laide des développements en séries,

U'équation diﬁ”érentielle

3 9 d2
13%—"-31‘27;};—‘)’2:!’:0,

lorsque p est un nombre entier positif, égal ou supée-
rieur a 3.
Quelles sont les ;)articularités qui se présentent

lorsque p est égal & 2, a1, a o.

Micanioue. — I. Mouvement d’un point pesant,
assujetti @ glisser sans frottement sur le paraboloide
représenté en coordonnées rectangulaires (axe des
verticalement ascendant) par Uéquation

x? 2
AR AP

A B

(.4 et B étant deux constantes quelconques).

On rapportera la surface a des coordonnées ellip-
tigues, en la coupant par les paraboloides homofocaux,
dont Uéquation génerale est

Xi_z—): -+ B—y_z—, —2z+k=o0.

II. Un cylindre circulaire droit, dont le rayon
de base est a et la hauteur h, est rempli d'eau et posé
sur un plan horizontal. On fait tourner ce plan au-
tour d'un diamétre de la base du cylindre et l'on
suppose que le vase ne glisse pas.

On demande : 1° de trouver le liew géométrique du
centre de gravité du liguide qui reste dans le vase
lorsque le plan s'incline graduellement ; 2° de déter-
miner, en négligeant la masse du vase, Uangle mini-
mum que doit faire le plan avec le plan horizontal,
powr que le vase tombe.
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Astrnonomie. — Calculer, pour la latitude de Bor-
deaux (9 = 44°50'9",2), les azimuts du coucher du
Soletl les 21 juin, 21 juillet, 21 aoit, 21 septembre,
21 octobre, 21 novembre et 21 décembre 18g6.

CONCOURS D'AGREGATION DE 1896.
PROBLEME DE SPECIALES:

SOLUTION PAR UN « CORRESPONDANT » DES NOUVELLES ANNALES.

Etant donnés, en coordonnées rectangulaires, Uel-

lipsoide

et la spheére concentrique
x4 y24 32— R2= o,

on prend les plans polaires d’un méme point M par
rapport a ces deux surfaces. Ces plans se coupent sui~
vant une droite A.

1° On demande quel liew T engendre la droite A
quand le point M décrit une droite quelconque D de
lespace.

2° Quel lieu doit décrire le point M pour que la
droite A passe par un point fixe P? Quel est le degré
du céne décrit par la droite A?

3° On demande quelle relation géométrique doit
exister entre deux points M, M’ pour que les droites
correspondantes A, A' se coupent.

4° Quel lieu T doit décrire le point M pour que la
droite A demeure dans un plan fixe 11,

Ux -~ ¢y -+ w3 4+ p = o.
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Les coordonnées du point M sexpriment alors
rationnellement en fonction d’un paramétre.

Trouver I’enveloppe E de la droite A dans leplan 11.

5° Quel est le liew de cette enveloppe quand le plan Tl
se meut /)(tl'}tlli:lellzerzt a lui-méme?

6° D’apreés la quatrieme partie, & tout plan 11 se
trouve attachée une ligne T, qui est le lieu des points
pour lesquels la droite A correspondante se trouve dans
le plan 11 et, dans ce plan, ces droites A enveloppent
une certaine courbe E. On suppose maintenant gu’un
point M décrive le plan 11 : montrer que la droite A
(:or'l‘es‘pondmzle S’lt/)/}u[e constamment en deux pofn!s
surla ligneT et que, réciproquement, toute corde deT
correspond a un pornt M du plan 1.

7° Quel liew décrit A quand le point M se déplace
sur une tangente de la ligne E, ou bien quand le
point M se meut sur la ligne ¥ elle-méme?

Considérations géométriques. — Etant données deux
quadriques, soit T leur téiraédre conjugué commun de
sommets A, B, C, D, les plans polaires d’un point M se
coupent suivant une droite A qui est 'intersection de
deux plans se correspondant homographiquement; par
suite, 'ensemble de ces droites A constitue un complexe
tétraédral ayant pour plans et points singuliers les faces
ct les sommets du tétraédre T.

Remarquons que les conjuguées de A, par rapport
aux deux surfaces, se coupent en M, et réciproquement
toute droite dout les polaires se coupent est I'intersec-
tion des plans polaires du point de rencontre de ces
conjuguées. De plus, la droite joignant les poles d'un
plan Q par rapport aux deux surfaces a des conjuguées
se coupant dans ce plan Q et fait partie du complexe, et
réciproquement toute droite A de ce complexe contient
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les poles du plan déterminé par ses deux conjuguées;
on peut donc dire que le complexe est défini de I'une
des trois maniéres suivantes, ui sont équivalentes :
c’est 'ensemble des intersections des plans polaires d’un
point variable, 'ensemble des droites joignant les poles
d’un plan variable, et I'ensemble des droites dont les
polaires se coupent. (Foir Scurorrer, Journal de
Crelle, . T7; Reve, Géométrie de position, 1I° Vo-
lume, p. 159.)

Quand le point M décrit une droite quelconque D de
I'espace, A engendre une surface réglée du second ordre,
car elle est D'intersection de deux faisceaux homogra-
phiques de plans ayant pour axes les conjuguées de D;
pour que cette surface soit un cone, il faut et il suffit
que ces conjuguées s¢ coupent, par conséquent que D
fasse partie du complexe; le cone est alors du second
ordre. Pour que les droites A, A’ relatives a deux
points M ct M’ se coupent, il faut et il suffit que les
quatre plans polaires de ces deux points passent par un
méme point, ou que les conjuguées de M et M’ se cou-
pent, par suite que MM’ fasse partie du complexe.

Les droites A, situées dans un plan =, enveloppent la
courbe E du complexe de ce plan, courbe qui est tan-
gente aux quatre faces du tétraédre T'; on sait que si=
tourne antour d’une droite située dans le plan d’une
face, le licu de ces courbes E est un cone ayant pour
sommet le sommet du téiraédre opposé a la face consi-
dérée.

Pour trouver le lieu des points M relatifs aux droites A
du plan =, remarquons que les conjuguées de toutes les
droites de ce plan, par rapport aux deux surfaces, dé-
crivent deux gerbes homographiques autour des poles
p et p' de ce plan; celles qui se rencontrent correspon-
dent aux droites A du complexe, et I'on sait que le lieu

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVI. (Janvier 1897.) 3
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de leurs points de rencontre est une cubique gauche
passant par p et p'; cette cubique est identique au lieu
des péles du plan = par rapport aux surfaces du faisceau
ponctuel déterminé par les deux quadriques données,
ct passe par les quatre sommets du tétraédre T.

Supposons maintenant que le point M se déplace
dans le plan =; soient A; et A, les tangentes issues de
ce point a la courbe E; d’apreés la propriéié des poles et
des plans polaires, la droite A relative & M doit contenir
les deux points M, et M, relatifs 4 Ay et Ay; c’est done
une droite s’appuyant sur la cubique en ces deux points
M,, M,, et réciproquement a une corde M, M, corres-
pond P'intersection M de Ay et A,. Si M déerit Ay, A dé-
crit le cone s’appuyant sur la cubique et ayant pour
sommet M,. Si M est sur la courbe E, M, et M, sont
confondus, ct A est une tangente a la cubique; lorsque
M décerit la courbe E, A eugendre la développable de

quatriéme ordre formée par les tangentes a la cubique.

SOLUTION ANALYTIQUE.

Soient x, y, z les coordonnées du point M,

‘)\ Yy +7,~ :
o — —1=o0,
(3) ;o 02 c?

Xe Yy Zs

e e Sl B

les équations de la droite A correspondante ; nous dési-
gnons le rayon de la sphére par r pour éviter les con-
fusions de notation dans ce qui suit.

Remarquons immédiatement que si la droite A passe
par un point a, {3, v, la droite relative i ce dernier
point passe par le point M.



(35)

I.es coordonnées radiales de A sont

1 1 4 1 1
c=:(fi—u) R=F(a—g)

par suite, cette droite appartient au complexe tétraé-

dral
(a) (33) 4= (e ge) (5 38) oo
+<;I_—2+é><$+zl§>(m=o.

Si le point M décrit la droite D définie par les équa-
tions

(T)

xry-+ A1y Yo+ Ay 9+ A3y
D) o=""1" = N, et
(D) T+ 4 A ~ T+A

le licu de A est la surface

Xz Yy 73 Xa Yy Zz
SR 2 Jo 2R
a? b c? o r? r?

Xz, Yy 735, T Xy Yy 71z, ’
a T T Ta T r? r2 rr

ou, en désignant par Ay, By, Gy, Py, Qo, Ry les coor-
données de D,

EYT-E'A (,; >+E (ﬁ“a—;i>=°‘

elle admet, comme second systéme de génératrices, les
polaires de D par rapport aux surfaces du faisceau ponc-
tuel déterminé par l'ellipsoide et la sphére.

Les droites A qui passent par un point P décrivent le
cone du complexe relatif 4 ce point; les points M cor-
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respondants déerivent la droite A relative a P, d’aprés
la remarque faite précédemment.
Pour que les droites AA', relatives a deux points
M(x,y,z)etM (2, y', '), se coupent, il fautet il suf-
fit que le déterminant

x Y <

at b !
Yy = .
72 r2
Vo
oroe !

1" JJ ;r

o o2 !

soit mul, et cette condition développée exprime que la
droite MM’ fait partic du complexe T'; c’est aussi la
condition pour que la surface réglée relative a la droite
MM soit un cone.

Pour que la droite A soit située dans un plan = de
coordonndées u, ¢, w, p, il faut et il suffit que on puisse
mettre ’équation de ce plan sous la forme

' ) 1 | I I I 1)

nous écrirons pour simplifier

1 1 a2 1 i @2 I 1 v?

a2 r? r2 b2 r2 r? c? r2 r2

nous aurons alors

« )
- - = TZ(I_— pa®),

7 =% (14 uf),

v
P
w Py

-5 3(14‘}*‘{2),
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d’ou
_u_r _ [ r2 _ r2
=T T VT T p i pf’ T p i+ py?

Ces équations définissent, quand p varie, le lieu du
point M; c’est une cubique T passant par l'origine et
par les points & 'infini surles axes; réciproquement, la
droite A relative & un point de cette cubique est située
dans le plan =.

Le plan passant par A et par 'origine a pour équa-

tion
Xzaz+YyB2+Zzvy2=o,

ou, en remplagant &, y, 5 parles valeurs précédentes,

uxaX vB2Y uy2Z
-+ + - =
1+ pa? 1+ B2 14 py?

’

les coordonnées U, V, W de ce plan sont proportion-
nelles aux coefficients de X, Y, Z et satisfont, quand p
varie, a I’équation

U Ua ux
VovE e |=o,
W Wyz wy2
ou bien
SuVWa2(f2—+2) =o;

c’est I’équation de la trace sur le plan de I'infini du céne
ayant pour sommet lorigine et pour directrice la
courbe E du complexe; on voit que cette courbe est une
parabole tangente aux trois plans de coordonnées;
comme 1’équation est indépendante de p, on voit que
le cone précédent est le lieu de la courbe E quand le
plan = se déplace parallélement a lui-méme.

Supposons maintenant que le point M soit situé dans
le plan =; en éerivant qu'il est sur une droite A de ce
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plan, on forme I'équation

Uz o2y wy2sz

Sl = pppyre i e AN g

cette équation du second degré a deux racines que nous
appellerons 11y et po; elles définissent deux droites A,
et A, passant par M et tangentes a E; elles déterminent
aussi deux points M, et M, relatifs 4 ces langentes et
situés sur la cubique I'. D’aprés la remarque faite au dé-
but, la droite A relative an point M commun a A, et A,
passe par les deux points M, et M, et est une corde de
la cubique; réciproquement, toute droite joignant deux
points M, et M, de cette courbe est une droite A relative
au point commun aux deux droites A, et A, relatives a
M, et M., ct ce point appartient au plan =,
Eu identifiant f() avec la fraction rationnelle

(= oy 4+ wz) a2 G292 (g — p ) (@ — o)
(1 pa?) (14 u3?) (1 py?)

décomposée en fractions simples, et remarquant que
le premicr facteur du numérateur est égal a — p, on
oblient les valeurs de x, y, z en fonction de @, et
de o,
P B2y pa?) (14 paa?)
T u (22 — B2) (22— v?)
PR+ B2) (0 - paB2)
v (B—y2)(pr—a2)
P 2P0 ) (14 uey?)
w («{2_12)(.\{2__32) ’

o=

)

¢’est unc représentation des coordonnées des points du
plan = dans laquelle les droites A, et A, sont mises en
¢vidence; si Uon suppose wy = 4, on obtient les coor-
données des points de la courbe E.

Les équations de la droite A relative 2 un point M
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peuvent étre remplacées par les suivantes

Xe+Yy+2z—r*=o,
Xza2+YyfB2+ Zsy2=o,

ou bien, en introduisant les paramétres pr, ct .,

— =o0,

—B@—1?) P
2 X (1+p.1 a?) (1 -+ paa?)

u (42__?2)(12_.{2)

PR H T T
p/A

= 0.

Si le point M se¢ déplace sur la tangente A, a E, p,
veste constant, et 'on obtient le lieu de la droite A en
éliminant p, entre les équations précédentes; en po-

sant
1
n=Yy2
w2 22— B2)(a? — ()
K=2_ S
u (zz_pz)(zz_.‘,:)’
X a2
L 22 =
w (ar— B2)at—v?)

X a®
M= G

on peut les écrire

2
£+H+(p.1+{12)K+[J»1H2L =0,
K+{(i+p)L4+mp M=o,

et I’élimination de p., donne I'équation
(K4 3 L)2 — (L =+ 1y M) (——: +—H+ 111K> = o,

qui représente un cone ayant pour sommet M, et pour
directrice la cubique T. Si M est sur la courbe E, on a
{1 = g, etle lieu de A s’obtient en éliminant @ entre
les équations précédentes ou ., a été remplacé par p;
Ann. de Mathémat., 3* série, t. XVI. (Janvier 1897.) 3.
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son équation est
2\ 2 2
(KL —MH— ¥ ) = se—xm) <K2—HL—L %) —o;

ce lieu n’est autre que la développable formée par les
tangentes successives a la cubique T'.

VARIETES.

Le nouveau programme d’admission & 1’Ecole
Polytechnique.

Il y a denx maniéres de concevoir I'élaboration d’un
programme. On peut le développer longuement, donner
en détail les matiéres qui le composent, ou bien, au
contraire, se borner a de larges indications. Dans les
deux cas, unce trés grande part d’interprétation reste aux
mains des examinatears qui auront a I'appliquer, et il
n’en peut étre autrement.

Quoi qu’il en soit, malgré le soin qu’on y apporte,
un programme est toujours une ceuvre imparfaite et
incompléte, car on ne peut tout prévoir..La seconde
méthode nous semblerait donc préférable, sauf a corriger
le trop grand laconisme par quelques explications sug-
gérées par la mise en pratique; il faut avoir confiance
dans le jugement des examinateurs et dans celui des
professcurs appelés a préparer les candidats. Sinon,
aucun programme n’apportera d’amélioration aux im-
perfeclions qu’on aura pu constater.

Mais, lorsque sous une forme ou sous une autre, le
programme d’admission, pour un coucours tel que celui
de I'Ecole Polytechnique, a été arrété dans ses grandes
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lignes, on devrait le respecter, n’y apporter que de Lrés .
légéres retouches d’année en année, en le faisant béné-
ficier seulement des progrés scientifiques accomplis.
C’est un édifice a entretenir, & réparer, qu'on peut
agrandir au besoin, mais qu’il faut sc garder de démolir
trop souvent pour le reconstraive en entier. Il ne semble
pas, malheureusement, qu’on se soit inspiré de cette
méthode progressive depuis une vingtaine d’années, et
notamment dans le nouveau programme du 24 juil-
let 18906, actuellement en vigueur, et que nous avons a
éuidier aujourd’hui.

Il nous sera permis de le faire, en y apportant, avece
toute la réserve possible dans la forme, la plus entiére
{ranchise dans I’expression de notre pensée.

Ce programme, sur un point, a ¢été inspiré par une
intention excellente. On avait cru reconnaitre que les
candidats ne possédaient pas toujours suffisamment les
éléments des Mathématiques, et 'on a voulu leur impo-
ser un peu d’Arithméiique et de Géométrie. Nous allons
voir tout a I’heure comment on y est parvenu. Puis, en
vertu de ce principe de compensation qui veut que toute
adjonction soit accompagnée de suppression pour ne pas
trop alourdir la charge, il a éié pratiqué dans le reste
des matiéres de  véritables coupes sombres, dont
quelques-unes nous sembleraient  désastreuses si ce
nouveau syst¢me Ctait appelé a durer, ce que nous ne
croyons pas. ’

Le sujet comporterait d’assez longs développements;
mais, voulant nous restreindre, nous nous contenterons
de rapides observations sur quelques points, en suivant
P’ordre des matiéres.

Arithmétique. — Le texte est fort court, mais cepen-
dant détaillé, et I'esprit du programme parait étre limi-
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1atif. On commence 4 la théorie du plus grand commun
diviseur; pas un mot de la divisibilité. II w’est pas
question des propriétés les plus élémentaires des
nombres premiers, mais la décomposition d’un nombre
en facteurs premiers est explicitement énoncée, de méme
que le systéme métrique. 1 s’ensuit qu’'un candidat
pourrait se refuser légitimement A donner les caractéres
de divisibilité d’un nombre par g ou méme par 2, mais
qu’il n’aurait rien a objecter s’il se voyait repoussé pour
ne pas connaitre les dimensions précises d'un litre en
métal ou le poids d’unc piéce de 20 francs.

Les progressions, le calcul des radicaux, les expo-
sants fractionnaires figurent ici. Est-ce une grande
amélioration de ne pas avoir laissé ces matiéres dans

I’'Algébre?

Géoméirie. — Sur le rapport anharmonique, l'invo-
lution, 'homographie, le programme reste muet. Il ne
parle méme pas de la division harmounique, tout en
portant : « Pole et polaire par rapport a un cercle. » 1l
est facheux qu’on n’ait pas profité de cette introduction
de la Géométrie, que nous sommes loin de blamer, pour
y placer franchement les notions essentielles de Géomé-
trie moderne qui peuvent étre d’un secours si puissant
dans ’étude des coniques.

Algébré. — Nous laissons de coté toute critique de
détail pour arriver an point le plus grave : nous voulons
parler de la suppression de toutes notions sur les infini-
ment petits ct sur I'emploi de la notation diflérentielle.
Aprés bien des efforts persévérants, les mathématiciens
avaient obtenu, depuis plusieurs années, I'introduction
de ces notions, indispensables en ce qui concerne les
applications. C’est un recul de plus de vingt ans qu’on
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fait subir d’'un coup a I’enseignement des Mathéma-
tiques spéciales. La suppression de la décomposition
des fractions rationnelles et de la belle formule d’inter-
- . A

polation de Lagrange auraient dii suffire aux personnes
qui croient alléger un programme d’Algébre en en extir-
pant les idées les plus générales; et 'on trouvera peu de
mathématiciens pour se consoler du mauvais sort que
subit la notation de Leibnitz.

Trigonométrie. — De méme d’ailleurs que dans I’an-
cien programme, on trouve ici : « Théoréme des pro-
jections ». Nous avons cherché vainement, depuis de
longues années, ce-que pouvait étre ce théoréme. Jadis
on disait : « Théorie des projections » et I’on n’avait pas
tort, car c’est [’ensemble des propositions sur les pro-
jections qui en fait I'intérét. Mentionnons la disparition
des notions, bien sommaires pourtant, de Trigonométrie
sphérique qu’on avait laissé subsister jusqu’ici.

Géometrie analytique. — Le texte nouveau est sur-
tout caractérisé par un renversement bien significatif.
On exposait antérieurement les diverses théories géné-
rales relatives aux courbes planes, et I'on appliquait ces
théories aux courbes du second degré. Actuellement, les
courbes du second degré figurent d’abord, et c’est seule-
ment aprés que vient I'étude des théories générales. Il
est juste de reconnaitre que certains candidats avaient
peut-étre une tendance exagérée a faire usage de théories
générales compliquées pour résoudre les problémes les
plus simples. Mais tous les problémes ne sont pas
simples, méme dans I’étude des coniques, et n’aurait-on
pas puremédier a ce petitinconvénient, autrement qu’en
reléguant aprés les courbes du second degré des théories
qui comprennent a peu prés toute la Géométrie analy-
tique?
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Mécanigue. — On avait introduit, depuis quelques
années, dans le programme, la Cinématique et la Dyna-
mique du point, et la Statique d’un solide invariable.
La Statique seule subsiste, avee des singularités de ré-
daction sur lesquelles nous n'insistons pas. On y a joint
des notions sur I’équilibre des machines simples, sans
frottement; singuliére préparation pratique pour de
futurs ingénieurs, quand on réfléchit que les machines
ne sont jamais en équilibre et que le frottement y inter-
vient toujours, excepté quand elles cessent de travailler.
Par contre, le professecur de Physique devra donner aux
candidats des motions succinctes de Mécanique, en
grande partie chassées du programme de Mathéma-
tiques ; nous cherchons ou peut étre avantage de cette
classification placant les notions succinctes dont il s’agit
entre le vernier et le principe de Pascal, aprés optique,
mais avant la chaleur.

La Mécanique est loin d’étre une science facile 4 en-
seigner. On peut se demander trés sérieusement s’il
convient de l'exiger des candidats a I'Ecole Polytech-
nique, méme réduite a ses éléments les plus simples.
Mais une fois la question résolue, il conviendrait d’ac-
cepler nettement la solution par oui ou par non, ct de
ne pas déchirer, en quelque sorte, en lambeaux ce mal-
heurcux enseignement qui demanderait de 'unité. Re-
marquons, du reste, qu'en dépit du wmot la statique du
solide invariable n’est pas de la Mécanique; c’est une
sorte de Géométrie particuliére. Ce qu'il y a de plus
regrettable dans tout ceci, c’est que de tels bouleverse-
ments réagissent d’une maniére grave sur I’enseignement
de la Mécanique a I'Ecole Polytechnique elle-méme.
Suivant que les éléves sont ou non en possession des
notions générales formant, en quelque sorte, une intro-
duction a la Mécanique rationnelle, le réle des profes-
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seurs est tout différent, et le nombre des lecons doit
changer. Un peu d’unité et de continuité serait un
bienfait de premier ordre.

En résumé, la lecture de ce nouveau programme nous
a causé une profounde tristesse, car il consacre un recul
considérable et montre I'inutilité finale des rares progrés
accomplis par des générations successives de profes-
seurs, de travailleurs et de savants.

Notre consolation, et elle est faible, réside dans la
conviction ol nous sommes des mécomptes que ce ré-
gime nouveau donnera dans l'application. Lorsqu’on
aura bien constaté qu’on a abaissé le niveau des études
préparatoires sans faciliter le role des examinateurs;
quand l'aléa, comme conséquence, viendra jouer, dans
les examens, un rdle plus grand que celui qu’il tient de
la fatalité des choses, alors force sera bien de recon-
naitre le mal et de chercher a y remédier.

Ce jour-la, le programme de 1896 sera déchiré et
anéanli; moins il aura fonctionné, moins il aura fait de
mal. Mais puisse la lecon profiter! Et lorsque, année
prochaine peut-étre (car le plus 10t sera le mieux), on
reprendra la question, nous supplions tous ceux qui
auront a Y'étudier de doter PEcole Polytechnique d’un
programme d’admission muri, réfléchi, appelant sans
doute des perfectionnements possibles, mais destiné a
durer dans son ensemble. Nous les supplions surtout de
rétablir la notation différentielle, dont on ne peut se
passer et qui n’offre réellement pas plus de difficultés
dans 'enseignement que la théorie des dérivées, qu’elle
compléte et qu’elle éclaire.

La Repacriow.
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AVIS.

Conservatoire national des Arts et Métiers.

Parmi les cours publies et gratuits de Sciences appli-
quées aux Arts, ouverts depuis le commencement de
novembre, pour P'année 1896-1897, nous signalons
spécialement & Dattention de nos lecteurs ceux dont
voiei I'énumération :

Géométrie appliquée aux Arts. — M. LAussepaT, profes-
seur, suppléé par M. P. Haae.

Géométrie descriptive. — M. Rouchg, professeur.

Mécanique appliqguée auxr Arts. — M. Hirsch, professeur.

Constructions civiles. — M. PiLLET, professeur.

Physique appliquée aux Arts. — M. VioLLE, professeur.

Electricité industrielle. — M. MarceL DepRez, professeur.

ECOLE CENTRALE DES ARTS ET MANUFACTURES.
CONCOURS DE 1896 (DEUXIEME SESSION).

Géométrie analytique.

On donne Fangle XOY et les points A, sur OX, B sur OY,
tels que O = 0B = a.

ProBLENE 1. — 1° Ecrire U’équation générale des co-
niques S circonscrites au triangle AOB et tangentes en A
ala paralléle AX' a OY. Trouver le lieu de leur centre.

2" Par chaque point du plan passe une conique S :
Séparer les régions du plan pour lesquelles U'espéce de
cette conique reste la méme. Construire graphiquement
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les points communs & une droite arbitraire OZ et a la
licne qui sépare ces régions; tangentes en ces points.

PpoBLEME II. — 1° Former l’équation génerale des para-
boles S’ passant par les points A, B et dont I’axe contient
le point O.

2° Trouver le lieu géométrigue des points M par lesquels
passent deux paraboles S' ayant leurs axes rectangulaires.
Prouver que la droite A'B', symétrique de AB par rapport
au point O, doit faire partie du lieu.

3° Lieu des sommets des paraboles S'; ce lieu se compose
d’une droite et d’une courbe qu’on propose de tracer (on
pourra s’aider d’un changement de direction des axes de
coordonnées). Vérifier que celte courbe présente une in-
Sfexion en chacun des points A, B.

Géométrie descriptive.

On considére : 1° un cdne de révolution a axe vertical
(03,0'3"), et dont la base est un cercle de 80™" de rayon situé
dans le plan horizontal; la cote du sommet est 210™"; 2° un

|
3
|

T
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ellipsoide de révolution & axe de front (ck, ¢'k’) dirigé per-
pendiculairement a la génératrice de front (sb, s'b'), et ren-
contrant I'axe du cone en &' (¢'k'= 25™™, o'k’ = 8o™™).

- Le centre de I'ellipse méridienne est en (c, ¢'). Les demi-
axes de cette ellipse sont respectivement c'a'=r110™" et
¢'y'= 6o™", On demande : 1° de tracer les contours apparents
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des deux surfaces; 2° de déterminer les projections de Vinter-
section de ces deux surfaces en ayant soin d’indiquer les con-
structions nécessaires pour obtenir les points et les tangentes
remarquables de ces courbes; 3° de représenter I’ensemble
formé par le cone et lellipsoide, en supprimant de cette der—
niére surface les parties extérieures aux deux plans tangents
au cone suivant les génératrices de front (sa, s'a’) et (sb, s'b’).

Nota. — Les portions de contours apparents extérieures au
solide représenté se traceront en traits bleus.

Gadre 27" sur 45°™, zy paralléle aux petits cotés du cadre
et au milieu. o's’ paralléle aux grands cotés et au milieu de la
feuille.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1711.

(1896, p. 102.)

Quand on déroule une épicycloide sur la tangente au
sommet, le liew des extrémités du rayon de courbure est
une conique. (Ricearr) (1).

SOLUTION
Par M. AUDIBERT.

Désignons par 0 I'angle variable que fait avec 'axe des Xle
rayon vecteur allant du centre du cercle fixe, pris pour ori-
gine, au point de contact des deux cercles, par p, r et nr les
rayons de courbure du cercle roulant et du cercle fixe. L’épi-
cycloide sera représentée, a I'aide de la variable auxiliaire 6,
par les deux équations

n-+2

o,

. . nb
¥ = nrsin® —arsin — cos

1

n -+

.onh .
x = nr cos 4 2r sin — sin
2

(1) Voir t. XV, p. 245: il semble que c’est par erreur que la
question a ét¢ attribuée a Riccati.
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On en déduit

n +2d0,

dy =2(n —a—x)rsin’—;—osin

n -+ 2

dx:z(n—;—l)rsin?cos a9,
drd?y —dydir =2(n-+1)2(n+2)re sinﬁn?eZi—f_)s,

dS = a(n +1)rsin%—6d0,

0 n—41 nt
S:f dS = § —— r<1——cos—>=Y,
0 n 2

_ afS3 g no
P dodiy —dydiz *nia

) s e nt .
d’ou, en éliminant 5! I’équation
(n+2)X2+ n2Y? — 8n(n+1)rY =o,

qui représente une ellipse.
En faisant n =, on a le cas particulier de la cycloide; le

lieu est alors le cercle

X2+4+Y2—8rY =o.

M. BarisiEN fait remarquer que la question énoncée est tout
a fait générale et s’applique au déroulement de I'épicycloide
sur la tangente en un point quelconque I de la courbe.

On voit de plus que toutes les ellipses obtenues sont égales.

Question 1712.
{1896, p. 103.)

On considére une série d’hyperboles équilatéres homo-
thétiques par rapport a leur centre commun O, et dont
Paxe transverse commun est OX. Dans chacune d’elles, on
trace un rayon OM qui détache un secteur d’aire donnée

a partir de OX. Trouver le liew du point M.
(C.-A. LarsanT).
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SOLUTION
Par M. AUDIBERT.

Soient xy = a2, ou p?sinficosd = a?, I'équation d'une des
hiyperboles, K2 le double de 1'aire donnée, on aura

0 0 dh
K2= p2db = a2 ~———— = a2 L tang 0.
. < Sinfcosf

13 4

Eliminant @? ct passant aux coordonnées rectangulaires,
I'équation du lieu s’écrira

Y _ ke-
(1) zy L; = K2;

clle représente une courbe dont le centre est & Porigine et qui
n'existe que dans la région du plan ou y et z sont de méme
signe et satisfont & l'inégalité ¥ > x en valeur absolue.

Le licu consiste donc en deux branches situées dans les deux
angles opposés formés par I'axe des ¥ et la bissectrice y = .
Chacune de ces droites est asymptote. En différentiant (1),
on a

Y _
ﬁ}_’___)_’L@ 1
dw xL‘Z+l

x

La droite ¥ = ex coupe chaque branche au point

y:ikq/cj,a'z"‘i,

=

ou la tangente est paralléle a la ligne des abscisses. La dérivée

seconde de y
2
aLZ <LZ> +1
z \ =z

<L}—;+1>3

ne pouvant s’annuler ni devenir infinie & aucun point réel a
distance finie, la courbe n’a pas de points d’inflexion; elle a
'aspect d’une sorte d’hyperbole déformée située dans le méme

=X
=2 s

d x?
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angle, ayant les mémes asymptotes, mais dissymétrique par
rapport & la bissectrice et infléchie vers 'axe des y.

Question 41714.

(1896, p. wo3.)

Etant donnés, dans un plan, quatre couples de points
(A, Ay), (B, By), (G, Cy), (D, Dy) tels gu’aucun des quadri-
latéres analogues au quadrilatére AA; BBy ne soit inscrip-
tible, prouver qu’il existe, dans ce plan, deux couples de
points (X, Y) tels que chacun des quatre quadrilatéres
analogues au quadrilatére AA, XY soit inscriptible.

(X. ANTOMARI).

SOLUTION
Par M. E. Durorcq.

Soient Qp, Q. et Qg trois cercles passant respectivement par
les couples de points (B, By), (G, C;) et (D, D;) et admettant
deux a deux un méme axe radical bed qui coupe aux points b,
c et d les droites BBy, CC; et DDy. Le point & est commun
aux axes radicaux du cercle Q4 et de tous les cercles passant
par les points B et By; 'un quelconque des cercles qui passent
par les points G et Gy, et le cercle Q4 ont de méme un axe ra-
dical passant par le point ¢. A tout point & de la droite BB,
correspond ainsi un cercle Qg et, par suite, un point ¢ de CCy,
et inversement; les points & et ¢ déterminent donc sur les
droites BB; et GC; deux divisions homographiques : Penve-
loppe de la droite bc est donc une conique (a), inscrite au
triangle formé par les droites BBy, CC; et DD;. (Si, contraire-
ment & I'hypothése, le quadrilatére BB;CGC,, par exemple,
avait été inscriptible, cette enveloppe se serait réduite au
point de concours des droites BBy et GC;.)

Considérons la conique (B) qui correspond de méme aux
couples (C, C,), (D, D;) et (A, Ay); elle admet avec (a) deux
tangentes communes autres que les droites CCy et DDy, et 'on
voit que I'on peut déterminer quatre circonférences passant
respectivement par I'un des quatre couples considérés, et ad-
mettant deux 3 deux pour axe radical 'une de ces tangentes
communes. Sur chacune de ces deux droites existe donc un
couple de points (X, Y) répondant aux conditions de 'énoncé.
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On peut remarquer que si les perpendiculaires aux milieux
des segments AA{, BB, GG, et DD sont concourantes (et dans
ce cas seulement), les quatre coniques (), (8), (y) et (3) de-
viennent des paraboles, et on n’obtient alors qu’un couple
(X, Y) a distance finie : Iautre correspond aux cercles concen-
triques.

QUESTIONS.

1754. Trouver un polynome entier, en p,
f(x, P) = Ao/’m':— Alezn_‘ R o Am—lp “+ A,

ouAg, Ay, .o; Ay—g, Ay, désignent des fonctions de la variable ,
tel que lintégrale générale de 'équation différentielle

r=1(=)

e dy .
s’obtienne en remplacant 77 par une constante arbitraire.

Les équations ainsi obtenues ont-elles des intégrales singu-
licres?

Nota. — On examinera plus particuliérement le cas ou le
polynome f(z, p) est du second degré en p.

On écartera les solutions du probléme qui conduisent a une
¢quation de Clairaut. (C. BouRLET.)

1753. Calculer les deux intégrales définies

o

f e~ cos[x(y — a)]dr,

0

et
f e~ *sin[x(y —a)}de,
0

ou t désigne une constante positive et ol y et a sont des
constantes arbitraires. (C. BOURLET.)
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CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1896-

Résultat.

En réponse a ’annonce du Concours pour 1896, la
Rédaction a recu seize Mémoires. Beaucoup de ces tra-
vaux présentent des qualités remarquables et dénotent
une sérieuse érudition. Quelques auteurs ont cru devoir
donner une multiplicité de méthodes, révélant une
étude approfondie; mais ce systéme a le double incon-
vénient d’allonger la rédaction et de nuire & I'unité de
Pensemble.

Parmi les Mémoires qui ont été retenus, on a accordé
la préférence a celui dont 'auteur, tout en traitant le
sujet d’'une facon compléte, arrivait au résultat le plus
simplement, sans eflorts excessifs de calcul, par I'emploi
des méthodes les plus élémentaires et sous une forme a
la fois claire et concise.

Il a semblé que le travail de M. R. GirserT réunis-
sait ces qualités au plus haut degré, et qu’il présentait
ainsi une supériorité manifeste sur les autres Mémoires
parvenus & la Rédaction. En conséquence, le prix est
décerné a M. R. Girert, qui a été immédiatement
avisé. Son Mémoire paraitra dans I'un de nos plus pro-
chains numéros.

CONGRES DE ZURICH.

Le Congrés préparatoire aux futurs Congrés mathématiques
internationaux se tiendra cette année a Zurich, les g, 10 et
11 aout; le Comité d’organisation poursuit activement sa
tiche, et nous ne manquerons pas, s’il y a lieu, de tenir nos
lecteurs au courant des autres résolutions qui pourraient étre
adoptées et portées a notre connaissance.

Ann.de Matheémat., 3*série, t. XVI. (Février 18¢7.) 4
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[A31] [G6c]
SUR LES RACINES DE L'EQUATION = = a2,
' RAGINES IMAGINAIRES ;

Par M. E.-M. LEMERAY.

L’étude des racines réelles a fait I'objet d’'une Note
précédente; je m’occuperai ici des racines imaginaires.
Supposons d’abord a > 1, et soit

0 eV
une des racines imaginaires. Posons
pcosh = u, psin® = ¢,
La relation a laquelle il faut satisfaire peut s’écrire
0 bVl = eLape™ =T _ oLalutvy/=1)

Prenons les logarithmes; I’équation équivaut aux
deux suivantes :

(1) Lo =ulLa.
(2) 6 =v¢La.

Si, sur deux axes de coordonnées rectangulaires, nous
figurons les courbes représentatives de ces équations,
leurs intersections donneront la représentation des
racines de nptre équation; il faudra toutefois ne pas
tenir compte des points situés entre les droites

¢ =(2h+1)

™
a

L = (2K - i
L e v=(2k 2)La,

ces points correspondant a des racines étrangéres. La
courbe (1) peut s’écrire

p=a" ou encore v === \/a?"—— u?,
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La courbe (2) peut aussi s’écrire

[ ¢
= - — ou encore U= —
La sinf tang(vLa)

?
On peut donc calculer leurs coordonnées. On peut
aussi les tracer géométriquement par points de la ma-
niére suivante : soit M un point de la courbe ¢ = a¥,
menons MN paralléele 3 OV et ML paralléle a2 OU; le
cercle ayant O pour centre et OL pour rayon coupe MN
en N; N est un point de la courbe (1).
Par O menons une droite OP faisant avec OU un angle

. , . 1
dont la tangente soit égale a i, par O menons une

L
droite OF, faisant avec OU un angle §; sur OU pre-
nons OT égal a I’arc O et menons la paralléele TP 4 OV
jusqu’a sa rencontre P avec OP; par P menons une
paralléle a OU; elle coupe OL7y en Q; Q est un point
de la courbe (2).

1
Quand on a 1</z<e‘:, la courbe (1) se compose
d’une branche ferméc AB, et d’une branche infinie C,
asymptote a I'exponentielle v = a¥. Les points A, B, C
ont les mémes abscisses que les points d'intersection de

Pexponentielle v = a* avec les droites ¢ = == u. Quand
1

a=¢", les points B et C se confondent; quand a est
1

plus grand que e, les deux branches se fondent en une
seule.
Quand @ = e, la courbe (2) se compose d’une branche
non représentée sur la figure, qui coupe OU en 3, tel
que OS =1; pour u=—x, clle est asymptote aux
droites v — == =; elle se compose aussi d’une infinité de
; p

branches telles que DE, comprises chacune entre les
1 )

droites v =1/F= et v = (k+1)= ('), auxquelles elle est

(') Les branches utiles sont celles comprises entre les droites
v=2okwetov=(2k+1)%.
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asymptote respectivement pour u = - €l &= — ©;
elle coupe Ov au point d’ordonnée

LT
(2l.+1)-2-

ct les droites v = == u respectivement aux points d’or-
donnée

(2k+|):;'.T.Z'~

Quand on a unc valeur différente de e, la courbe (2)
reste semblable a celle qui vient d’¢tre décrite; elle ne
fait que changer d’échelle.

Je vais maintenant montrer que, pour un point racine,

, o« o, dax

le module de la dérivée Z%
dx

que 1. En effet, ce module est

est toujours plus grand

M =a“La =pLa.

Comme sur un point racine quelconque on vérifie
P'équation (2), on a

pla=gnos
on en tire
i}
M=%

quantité toujours plus grande que 1, sauf pour § = o.
D’aprés le théoréme déja rappelé de M. Koenigs, la
p ) )

substitution
(960\/——1’ apeo\/_[)
ne tendra donc vers aucune racine de I’équation, quelle
que soit la valeur initiale. Donc I'expression
m | goeboV ™I
a
sera divergente quel que soit @. Mais si la fonction

1| x
a*=a| a une dérivée dont le module est plus grand



—
or

a

~

—lx
Lax .

que 1,€en chaque pomt racine, son inverse ia =

aura un module de la dérivée plus petit que 1; mais la
fonction n’étant pas holomorphe, nous n’aurons con-

vergence par le symbole

— m | goedoV—1
a

que sinous convenons de ne prendre parmi toutes ses
déterminations que celle qui est comprise dans le
domaine d’un point racine donné.

D’une maniére générale, étant donné un point (3, 8,),
cherchons un point (p4, ;) ou (u,, ¢,), représentant, dans
le systéme de base a, le logarithme de la quantité

00 ehV T,
on devra avoir
LPO = Uy L(l,

60:——‘ vlLa.

Ces équations permettront de calculer u, et ¢y, puis
oy et 8,. Cela correspond a la construction suivante :

\'

(25+4) 1
o] Yy M

(%7+1) L R
) Sla

|
!
vy
=3 F‘ —
m

R

27 10
T La %

N i

soit Iy le point (g4, 8,). Le cercle de centre O, passant
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en Fy, coupe la courbe ABC en N la droite OF, coupe
la courbe DE en Q; la paralléle 2 OV passant par N et
la paralléle a OU passant en Q, déterminent le point
cherché I',. (Remarquons que les courbes ABC et DE
pouvant se construire par points comme on 1’a vu plus
haut, on peut déterminer Fy géométriquement au moyen
de la courbe v — a¥, de droites et de cercles.)

Cela posé, prenons pour initial la quantité \./:,
c’est-a-dire

Po=1, bo= . -

Elle est représentée par le point Ry ; en appliquant la
construction, nous aurons d’abord le point R, intersec-

tion de I'axe OV avec ladroite ¢ = (45 + 1) ;{—a » J étant

la valeur entiére particuliére donnée a4 K dans I'expres-
sion de v,

~

g 7
¢vp= —— +({K-+1
! La (iR )2l,a’

o~

. ™ . . .
ou o est un ang]e plus peut que - ; en continuant ainsi
* 2

et attribuant 2 K la méme valeur j, nous obtenons le
point Ry, situé sur la courbe

¢ = a¥,

et ainsi de suite; les points obtenus tendront successi-
vement vers le point R qui représente une racine ima-
ginaire. Les racines conjuguées correspondront a I'ini-

tial — \/———1 .

. 1
Cas de a <<1. — Posons @ = —; nos courbes de-
¢ b
[2
viennent
(1) 5 =a'-",

v
;

(2" = —¢La.
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La courbe (1’) est simplement la symétrique de la
courbe (1) déja considérée. Il en est de méme de la
courbe (2'). Mais dans ce cas les branches qui nous
donnent les racines de la proposée sont les symétriques
des branches qui précédemment nous donnaient des
racines étrangéres et inversement.

Ce qui a été dit pour la grandeur du module s’applique
encore, et toujours, avec les mémes conventions; I’ex-
pression

—m =+ \/————[
a

tendra vers les racines de 1’équation proposée. Soit
a = €°; posons
L —m|+ =1
U(3)+y—1V(3)= e
—m|—y=7
U(zs)—V—1V(z)= e | ;

d’ou
—mly=1 —m|—y=1
. e3 + e*
U(z) = .
—m|ly=1 —ml|y=1
3 — e
V(z)= ¢ —
2/t
Sil'on y fait
m=—i et 5=0,

ces fonctions deviennent cosf et sinf qui sont les coor-
données rectangulaires du cercle p = 1. Ce cercle est le
lieu des racines imaginaires de I’équation

x?— 2ax +1=0,
quand a varie de o 4 1; a est relié a § par la relation

a = cosf.
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Dans notre cas, éliminons a entre les équations (1)
et(2);ona

0
= — = tang 0,
" A

Le
d’out
f)
(3) p= etang (),
On en tire
a1 U f
”_'(l——;—psinﬂ— 0

sin ) etang )

La courbe (3) est le lieu décrit par les racines ima-
ginaires de notre équation quand a varie; si nous dési-
gnons par u(z) et v(z) ce que deviennent les fonctions
U(z) et V(z) quand on y fait

m= e, 5= ——)

U

sin 0 etang0
u(z), v(z) sont les coordonnées de la courbe (3), et a
est relié & 0§ par la relation

T
9, cos0

=0
— (esin 6)

I
a \

Ul
( _0_ emcosﬂ
a =\¢inb ou
Sil’on appelle surracine (') nim¢ de a ct si Pon repré-
n o
sente par le symbole y/a la racine de 1'équation

on a, pour n = 2,
rt=a ou =) ==
x a

(*) Sur les fonctions itératives ( Association francaise, Congrés
de Bordeauz, 1805).
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et par conséquent

?‘/— _ 1
@= +milest’
lim a1 '
pour les racines réelles et
‘:(/- 1
—3 et §
*=m|Ey—1

lim a—t

pour les racines imaginaires.

Dans une prochaine Note, je donnerai des applications
de ce qui précede a quelques équations transcendantes
e , . Py , . e Al.2
et a I'intégration d’une équation aux différences mélées.

[D2d] ,
SUR UNE REPRESENTATION GEOMETRIQUE
DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE ORDINAIRE;

Par M. HUSQUIN DE RHEVILLE,

Ingénieur civil.

I’étude sommaire du remarquable procédé de repré-
sentation géométrique du développement en fraction
continue, exposé, dans les Nouvelles Annales (1896,
p- 327), par M. le professeur Klein, nous a conduit a
une remarque simple, dont Pintérét principal nous
parait éire la traduction géométrique de la convergence
de la fraction continue.

En désignant, comme V'auteur de Farticle rappelé
ci-dessus, par Li, P2,

91 92

... les réduites successives de la
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fraction continue convergente

1
= lU.,—l-'————"-—l
2o
2 p
g == —

on connait les formules de récurrence

Ph+1= Ph 2+ 7 Ph—1y
Qb1 = Gl b2t Q-1

L’élimination de pjy. entre ces deux formules nous
fournit la relation

p/.‘»-f-l —/)i:l — l)_/{’

qh+17— 4 k=1 qk
dont I'interprétation, dans le systéme de représentation
de M. Klein, est celle-ci :

Chaque cété de l'un des deux polygones d’approxi-
mation est paralléle au rayon qui joint l'origine au
sommet intermédiaire de [’ autre poly gone.

X

Ainsi que l'indique la figure ci-dessus, cette remarque
permet de préciser singuliérement le mode de conver-
gence des contours polygonaux qui sont, naturellement,

asymptotiques a la droite§ = w.
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[A3c]
SUR I{ES CONDITIONS QUI EXPRIMENT QU'UNE EQUATION
ALGEBRIQUE DE DEGRE 772 N'A QUE p RACINES DISTINCTES

(p<m);
Par M. X ANTOMARI.

1. La difficulté de ce probléme réside dans ce fait
qu'une équation algébrique de degré m peut n’avoir
que p racines distinctes de plusieurs maniéres. Consi-
dérons, en effet, I'équation indéterminée 4 p inconnues

(1) X+ Xyt = Tp=m,

ct soit (&, 0, ..., 0%p) une solution de cette équation,
telle qu’aucune des inconnues ne soit nulle et que toutes
soient des nombres entiers et positifs. Une équation al-
gébrique de degré m, qui a une racine d’ordre a,, une
racine d’ordre ,, etc., enfin une racine d’ordre ap, n’a
évidemment que p racines distinctes; il en résulte qu’il
y a, pour une équation de degré m, autant de maniéres
d’avoir p racines distinctes seulement qu’il y a de solu-
tions de 'équation (1) en nombres entiers, positifs et
tous différents de zéro.

Si donc on exprime que I'équation considérée n’a
que p racines distinctes, on exprime par cela méme
qu’elle a une racine d’ordre o, ,une racine d’ordre a.,, etc.
(%4, %9y ..., %,) désignant I'une quelconque des solu-
tions de ’équation (1) en nombres entiers, positifs et
tous différents de zéro. On trouve ainsi un systéme de
conditions qui doit se décomposer en autant de systémes
qu’il y a, pour I'équation (1), de solutions de I'espéce
considérée, de sorte qu’a chaque solution il correspond
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un systéme de conditions. Dans ce qui suit, je me pro-
pose de montrer comment on peut trouver le systéme
de conditions qui correspond & une solution donnée de
Péquation (1). Je m’appuie pour cela sur le théoréme
suivant :

2. Pour qu'une équation algébrique et entiere
f(x)=o, de degré m. n’ait que p racines distinctes, il
Saut et il suffit qu’il existe deux polynomes entiers
enx, tg,,(.r) et o, (x) premiers entre eux, de degre’s
respectifs p et p — 1 et vérifiant 'identité

(2) op(@) ()= 9pa(x) f(2),
f!(x) désignant la dérivée de f(x).
Soient, en eflet, @, a,, ..., aples pracines distinctes

de I'équation et soient o, 29, ..., o, leurs ordres de
multiplicité respectifs, tels que Pon ait, d’ailleurs,

A Fy = ML
On a alors
"(x 2 a; a
S( ): U 24 r_.
S(x) r—a, r—as, z—a,

de sorte que, si 'on pose
op(x)=(x—ay)(x—as)...(r —a,),

Pp—1(2) =2 a(r—az)...(r—ap),

on a bien I'identité
op(2) f'(2) = opa (@) f{Z).

La condition est donc nécessaire, car il est évident
que les polynomes ¢, (x) et ¢,_, () sont premiers entre
eux.

11 faut prouver que la condition est suffisante. Pour
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S (%)
J(z)
fractions simples, les fractions obtenues ont leurs dé-
nominateurs respectifs da premier degré. (ela posé,

cela, observons d’abord que si est décomposée en

supposons l'identité (2) vérifiée et les polynomes ¢, ()
el pp_s () premiers entre eux ; on en déduit la nouvelle
identité

S(&) _ o)

Sy — ¢p(x) ’

en vertu de laquelle la décomposition du second
membre en fractions simples ne doit donner que des
fractions a dénominateurs du premier degré, d’aprés la
remarque faite plus haut; par suite, ©,(x) =0 doit
avoir ses p racines distinctes, et, en effectuant la dé-
composition, on aura une nouvelle identité de la
forme

f’(’l‘) - aq Ay Ay

e
S(x) r—a; T— @ z—a,’

en remontant aux fonctions primitives, on en déduit
successivement

L f(x) =LC(x — ay)t(xr — ay)%...(x — ap)%
et
f(@)= C(ox—a)(x—ay)*...(x—ay).
Comme, d’ailleurs, f(x) est un polynome enticr
en x, de degré m, cette nouvelle identité ne peut avoir
lieu que si a, 2y, ..., %, sont des nombres entiers ct
positifs, tous différents de zéro et vérifiant I'égalité
%+ o9+ ...+ ap=m. Il en résulte bien que I'équa-
tion f(x) = o n’a que pracines distinctes et que la con-
dition est suffisante.

3. Etant donnée maintenant une solution particuliére
%y, %y, ..., %p de Péquation (1), proposons-nous d’ex-
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primer qu’une équation f(x)= o, de degré m, a une
racine multiple d’ordre «,, une racine multiple d’ordre
ta, ..., enfin une racine multiple d’ordre «,. Pour
résoudre ce probléme, on pourrait procéder de la ma-
niére suivante :

Soient a,, ay, ..., ap les racines d’ordres de multi-
plicité respectifs o, 5, ..., ap; on a alors
/¢

(

(3) Vi

d’ou 'on tire

(x —a ) (x—as)...(x—a,)[ (x)

(4) ( :f(.z)Exltgr——ag)...(.r——a,,).

Par conséquent, pour qu’'une équation de degré m ait
une racine d’ordre «,, une racine d’ordre a.,, ..., il faut
qu’on puisse déterminer p quantités a,, ay, . . ., a, telles
qu’on ait 'identité (4).

La réciproque est vraie, car on passe facilement de
Pidentité (4) a U'identité (3), de laquelle on déduit

Slz)=C(r —a)M(x —as)...(x-—ap)*.

D’aprés cela, pour résoudre le probléme, il suflira
d’éliminer a,, a,, ..., a, entre les équations qu'on
obtient en identifiant les deux membres de (4). On
obtient ainsi m -+ p — 1 équations d'identification,
puisque o + %y =+ . .. 4 %, == m, et si I'on élimine a,,
@s, ..., ap cnkre ces équations, on obtient m — 1 équa-
tions de condition, c’est-a-dire plus de conditions qu'il
n’en faut, puisque, pour exprimer toutes les conditions
du probléme, il suffit de

ay — 1 =2y == 1...-i- %, — 1 == m — p conditions.

Outre la difliculié d'élimination des quantités a,, a,, ...,
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ap, la méthode que nous venons d'expliquer présente
doncl'inconvénient de donner des conditions en nombre
surabondant.

4. Difficulté et inconvénient disparaissent si ’on fait
usage du théoréme démontré au n°® 2. Sil’on cherche, en
effet, par la méthode des coefficients indéterminés les
polynomes ¢, (x) et 9 ,_, (x), qui vérifient I'identité

S (2)ep(2) = [f(2) 9p-1(2),

on obtient m —+ p équations linéaires et homogénes a
2p + 1 inconnues, et 'élimination des inconnues, qui
sont les coefficients des polynomes v, (x) et ©,_, (x),
fournissent exactement m — p conditions entre les coef-
ficients de I'équation f(x) = o. Seulement, on se trouve
alors en présence d’une autre dilficulté; car, si au lieu
de considérer la solution (x, ., ..., 2,) de I'équation
(1), on en avait considéré une autre, rien ne distinguant
ces solutions dans la suite des calculs, on aurait trouvé
les mémes m — p conditions. Il en résulte, ainsi que
cela a déja été dit au début, que ces m — p conditions
doivent se décomposer en systémes en nombre égal au
nombre des solutions de I'équation (1) en nombres en-
tiers, positifs et tous différents de zéro.

5. Une solution de 'équation (1) étant donnée, il
s’agit maintenant de trouver le systéme de conditions
correspondant. Pour cela, appelons (o, 2z, ..., 2,) la
solution considérée. Si a,, as, ..., ap sont les p racines
de ©,(x)=o0, racines qui sont distinctes en vertu du
théoréme démontré au n° 2, le polynome o, _, (x) est
égal A Sa,(xr —as)...(x —ap), en vertu de 4. On
a donc

_ '-?p——l(al) _ ?p-—l(az)’ « ?p—l(ap)
= -\ — P\ .. “1 7R/,
oplay) op(as) op(ap)
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Considérons alors les équations
(5) gp(r)=0 et g,y (x)+hpp(z)=o0.

Si 'on remplace A par — o dans la derniére, les
deux équations ont une racine commune a,; elles ont
une racine commune @, si 'on remplace A par — a,, et
ainsi de suite. Si donc 'on élimine x entre les deux
équations (3), I'équation résultante R(%) = o, qui est
de degré p et dont les coefficients sont des fonctions
des coefficients de cg,,(x) et de ceux de ?p_,(x), par
suite des fonctions des coefficients de f(x), cette équa-
tion R(%) = o, disons-nous, admettra les racines — 2.,
— Uy eeey — Op S l’équation f(x)=o0 a une racine
d’ordre a,, une racine d’ordre 2., ctc.; elle admettra
pour racines — o\, — %,y ..., —%,, si f(x)=o0 ap
racines d’ordres de multiplicité respectifs o, o, ..., o),
et ainsi de suile.

L’équation R(X)= o permetira donc de distinguer
les uns des autres les divers systémes de solutions.
Clest elle qui caractérise et délinit nettement les divers
cas qui peuvent se présenter.

Nous allons appliquer ces considérations & deux
cxemples.

6. Soit d’abord a exprimer qu’'une ¢quation du qua-
wriéme degré
3

f(x):m4+/>.r?+qz'+1':o

n’a que deux racines distinctes. Si cetle équation n’a

que deux racines distinctes, elle peut avoir, ou deux

racines doubles, ou une racine simple et une triple.

Dans les deux cas, il faut et il suffit qu’il existe vn po-
N ‘omile A [CRPN

lynome du premier degré ax + 3 et un polynome du
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second degré Ax2 -+ ux + v vérifiant I'identité
(2 + B)(x*+p2:t+-qa—+7T)
=(Ax2+uzr +v)(4fx3+2px + q).

On peut d’ailleurs supposer A =1, puisque le degré
du polynome Ax2+ ux + v ne doit pas étre inférieur
a 2, et comme alors a est évidemment égal a 4, I'iden-
tité précédente s’écrit

(6) S (/I-Z'+p)(1“+px2+q1‘—+-r)
(| =(x4+ux+o)(423+2px + q).

Actucllement, on a

op(x) = x4+ ux—+v,
oh(z) =2z +u,
op(2)=4r + B,
de sorte que I’équation
op—1(x)+ hah(z)=0

s’éerit
202+ Nz +B+ru=o.

Si'on élimine x entre cette équation et 1'équation
©p(x) = 0, on obtient
(B+2Au)y—a2u(2+A)(B+ru)+4o(2+ A)2=o,
est-a-dire
(7) (49 —u2)R2+4A(40—u?) + 32— 4Bu +160 =o.
Quand I’équation f(x)= o a deux racines doubles,

— 2 doit étre racine double de I’équation (7); on doit
donc avoir

Bz—jBu—+4ut=0 ou B=o2au.
Quand, au contraire, I’équation f a une racine triple

et une simple, 'équation (7) a pour racines — 1 et — 3.
Ann. de Mathémat., 3° série, t. XVL (Février 1897.) 5
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La somme des racines étant — 4, il suffit d’exprimer
(que — 1 est racine, ce qui donne
Br—4Bu—+3u+4v =o.
Ainsi, suivant que I'équation du quatrieme degré a
deux racines doubles ou une racine triple et une double,
on doit avoir

(8) B =au
ou
(9) Bz—4Bu—+3ur+ 4o =o.

Cela posé, identifions les deux membres de I'éga-
lité (6); il vient alors
B=du,
p=2p+iv,
bg+Bp=9q +2pu
Bg+4r =qu-+apy,

Br=gqv.
SiTon élimine &, uelyentre ces équations, on trouve
facilement
) 2pd—8pr-+g9q9?=o
(10) P P 99 )

q(pr—+12r)=o.
On a d’ailleurs

3q

U=— —» Y =

2p

5¢.
2

LS|

et f3=——

Si I'on porte maintenant les valeurs de u, v et 3 dans
les équations (8) et (9), la premiére de ces équations
donne ¢=o0 et la deuxiéme donne pareillement
8p3+ 27¢*= 0. Donc ¢ = o caractérise le cas de deux
racines doubles et 8p® -+ 27¢%>=o0 caractérise le cas
d’une racine simple et d’'une racine triple. Il en résulte
que, si I'on élimine 7 entre les équations (10), on doit
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trouver ¢ = o dans le premier cas et 8p3+4 27¢2>=o0

dans le deuxiéme. Autrement, le systéme (10) se décom-
pose en deux

g=o0 . 2P—8pr+9g’=o,
ap(pt—4r)y=o pi-+1z2r=o.

Le premier de ces systémes correspond au cas de deux
racines doubles et le second doit correspondre au cas
d’une racine triple et d’une simple; par conséquent, en
éliminant » entre les équations de ce dernier systéme,
on doit trouver 8 p>+ 27¢*>=o0. On le constate sans
aucune difficulié. En résumé, si I'on observe que p ne

peut pas éire nul, on veit qu'il y a deux racines doubles
silon a

qg=o avec p:—i4r=o,
une racine triple et une simple si I'on a

8pi+2792=o0 et pila4-12r=o0.

7. Soit maintenant a exprimer qu’une équation du
cinquiéme degré

f(z)=x+pxd+qa+rr+s=o

n’admet que deux racines distinctes.
Posons, comme dans I'exemple précédent,

op(®) =22+ ur+9, op—1(x) = az+ B,
et formons I’équation
¢p-1(2) + A 9p(®) = 0;
nous obtenons ainsi
(a+2N)z+B+ru=o,

de sorle que si 'on élimine x entre cette équation et
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sp(x) = o0, il vient
(B+2u)—u(f+ru)(x+2h)+vo(z-+2i)2=0,
ou

(11) (40—u")‘)\?+)\(4v—— u)a+ B2—alu +vat=o.

Exprimons enfin que I’on a 'identité

er-1(2) f (@) = ¢p(2) f'(2),

cn vertu de laquelle on voit tout de suite que 'on doit
avoir a = 5, de sorte que I'identité s’écrit
(12) (52 +B) (25+ px3+ g+ roe +s) |
= (22+ ur +v)(5z*+ 3px2+ 29 + 1),
et 'équation (11) devient
RM)=(4o—u2)l2+5(4o—u?)h +B2—5Bu+25¢ =o.

L’identification des deux membres de (12) conduit

aux équations
="ty

2p =S¢,
3¢+ Bp=3pu,
jr+Bg=2qu~+ 3py,
5s +8r=ru +oqv,

Bs = re.

Des trois premiéres équations on tire

v:gFl—), u:——S—q, B:—iq
J 2p 2p

ct, en portant dans les trois derniéres, on obtient les
équations de condition cherchées

- 99* , 6p2
4fr = 2p -+ 5
(13) 55 67?’ “5’9
2y
15qs+4];’ =
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Or, si une équation du cinquiéme degré n’a que deux
racines distinctes, elle peut avoir, soit une racine
double et une racine triple, soit une racine quadruple
et une simple. Le syst¢me de conditions trouvées doit
donc se décomposer en deux autres correspondant aux
deux cas qui peuvent se présenter. Dans le premier cas,
I'éguation R (A) = o doit admettre les racines — 2 et
— 3; elle doit admettre les racines — 1 et — 4 dans le
sccond cas. Comme la somme des racines est toujours
— 5, pour exprimer qu’on est dans le premier cas, il
suffit d’exprimer que — 2 est racine; il suffit d’écrire
que — 1 est racine pour exprimer qu’on est dans le
deuxiéme cas. On voit ainsi que si I’équation a une
racine triple et une racine double, on doit avoir

¢+ 6u2=o,
ct que 'on doit avoir
9v + 4ut=o0

quand I’équation a une racine quadruple et une simple.
Si l'on tient compte des valeurs trouvées pour u et
pour ¢, ces équations s’écrivent respectivement

(0 | 4pP+5x279*=0,

| 2p3+5g2=o0.

Par conséquent, si, entre les équations (13), on éli-
mine r et s, 'équation en p et en ¢ ainsi obtenue doit sc
décomposer cn les deux équations (14).

Un calcul facile donne

99 op?

r

-—
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En portant les valeurs de r et de s qu'on en déduit
dans 1’équation

4pr _
5 ]

15gs +

on obtient I’équation

52 92X g4+ 5 X 3 < 38p3g2r +24ips=o0,
de laquelle on tire

— 2g p3z=25 p3
Y bl N

q? =
1 5 < a2y

¢’est-a-dire
ipP+5xa27q2=o,
et
2p3+b5g2=o,

qui sont bien les équations (14).
Ainsi, pour que I’équation

I+ pr3--qr+1rr—+s=o0

ait une racine double et une racine triple, il faut et il
suflit que I'on ait

72 6 p2?
ip*+5x27q9*=o, fr=29" 2P,

5s= 3(/[9,-(7—:+1—:’V.—J;
4P 12

pour qu’elle ait une racine quadruple, il faut et il suflit
que l'on ait

23+ 5g2=o0, 4;-:97_;_;_(-_]);

ss—3q 9277 1321,

Dans le premier cas, les conditions s’écrivent plus
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simplement
4pi+279r=o, S5r—p?=o, 14 pq —25s =o0;
dans le second cas, elles s’écrivent de méme

ap3+5g2=o0, 20r-+gpt=o0, 50s—pg=o.

[F4a]
LE THEOREME D’ADDITION DE LA FONCTION p () (%);

Par M. PavL STACKEL,

Professeur & I’'Université de Konigsberg.

Traduit de I’allemand, avec I'autorisation de l'auteur,
par M. L. LAUGEL.

Lorsque les grandeurs w,, u», u; vérifient la con-

dition
(1) Uy —+ Uy + Uz = 0,
le quotient

() O‘(IL+lt1>0’<l:3—(!—ul)tg)0'(u+l(3) = f(u)

représente une fonction elliptique du troisiéme ordre,
qui ne devient infinie qu’en les points qui sont congrus
azéro. Par conséquent, si I'on développe f(u) suivant
les puissances de u, le coefficient de u=* doit s’évanouir
identiquement, et 'on a, par suite,

0= SULT UG Uz~ TUC U3T U+~ GU3G UG Uy

(3) ;
423U 0 UG Uy~ 20U U3S U+ 20U30" Uy O Uy,

(') Mathematische Annalen, t. XLVII, 4* Cahier, p. 604; 1896.
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ou, aprés une transformation facile a pratiquer,
‘ &" u, <c’ul>? 5",y <c’u2>2
0= —2 (=) 4+ — —
) cu, G uy U, U,
(4 ( o"ug (o‘ u3> (o‘ uy, ouy  cuz\?
\ cua o Uy suy S U,y EXTH
Or, nous avons les équations [ H. A. Scawarz, For-
meln und Lehrsdtze... ('), Article 9 (1), Article 11 (4)] :

» "u\ 2
Tu s u
(5) —_— e | — = — u),
su cu p( )
. ' ' ’
suy U, o‘u; 1 puy —puy N
((‘,) S St T —L..—__.p_—y (u,+u2+u3:0).
Suy  Guy  SUy 2 puUy —PUs

par suite, la relation (4) est équivalente a celle-ci :

(7) Yy~ Py -+ ! P'u‘——,p'uz>?
PR YUy = - | ———
7 P+ pla = ps 4\ pUuy—puy, ’

qui précisément exprime le théoréme d’addition de la
Sonction p(u) sous sa forme classique.

[M'613]

SUR L’APPLICATION DE DEUX COVARIANTS
A LA CONSTRUCTION DE QUELQUES ESPECES DE GOURBES;

Par M. S. MANGEOT,

bocteur ¢s sciences.

Je considére une courbe plane I, représentée par
Péquation enticre
./‘('T’J/): O,

relativement a deux axes de coordonnées rectangulaires

(') Traduit par M. Pad¢. Paris, Gauthier-Villars et fils.
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quelconques Ox, Oy, el soient @, ¥ les deux lignes que
définissent respectivement, par rapport a ces axes, les
équations

92f of
=
gzt T gy

()2)" 02f d?f 2
! P L =
v(@y)= dx? Jy? <dx 0y> =0

o(z,y)=

0,

dont les premiers membres sont des covariants de f
pour toute substitution orthogonale.

Sil’on calcule les formes particuliéres que prennent
ces deux covariants lorsqu’on substitue a f le premier
membre de I'équation qui représente I'une des courbes
suivantes : cissoide, strophoide droite, lemniscate, con-
choide de cercle, par rapport aux axes liés a la courbe
auxquels on la rapporte habituellement, I'examen de
ces formes conduit aux résultats que voici, quand la
courbe I' est du troisi¢éme ou du quatriéme ordre.

Pour que la courbe F soit une cissoide, il faut et il
suffit que W soit une hyperbole, et que, en rapportant
la courbe aux deux axes de cette conique, son équation

prenne la forme

yix' —a)y(x'+a)p =o.

Pour que la courbe I' soit une strophoide droite, il
faut et il suffit que W soit une hyperbole, que @ soit
une droite déterminée perpendiculaire a son axe trans-
verse D, et que, en rapportant la courbe aux deux
droites D et @, son équation ait la forme

P24 YY) a (22— y?) = o.

Pour que F soit une lemniscate ou unc conchoide de
cercle, il est nécessaire ct suffisant que ® soit un cercle
¢t que, en désignant par xo, ), les coordonnées du
centre de cercle, la fonction f(x + 29, y + ) ait la
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forme ‘
(22422 + A(22—y2)+ Bay,

ou celle-ci
(24 y2— a2 — D2 [22+ y2+ 2a(x cosx —+ ¥ sina)+ a2},

Dans les quatre cas, on connaitra la position de la
courbe par rapport aux axes Ox, Oy, et sa grandeur.
Lorsque I'équation f{x, ) = o représente une cissoide
(ou une strophoide droite), la distance du point double
a 'asymptote a pour expression

cn appelant A le diseriminant de la fonction du second
degré ¢ (x, y) et 3 celui des termes du second degré de
cette fonction.

Si f(x,y)=o0 est I'équation d’une lemniscate, le
carré de la distance de son centre & 'un de ses som-

/LL . , . . .
mets a pour valeur 2 \/5 — f, u désignant la fonction

1

(::§>z+ <j§>” qui est ici divisible par o.

[L'1c]
THEOREMES DE PASCAL ET DE BRIANCHON;
Par M. F. FARJON.

Un hexagone circonscrit a2 une conique peut étre
considéré comme la perspective du polygone gauche
formé par six génératrices rectilignes d’'une quadrique
gauche alternativement du premier ct du deuxiéme
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systéme. Les trois couples de génératrices opposées dé-
terminent trois plans formant un triédre qui a pour
arétes les diagonales de I’hexagone; celles-ci se coupent
donc en un méme point (théoréme de Brianchon).

Soient 1, 2, 3, 4, 5, 6 les sommets de I’hexagone; les
plans telsque 123, 234, ... ont pour traces, sur le plan
du Tableau, les cotés d’'un hexagone inscrit. Considé-
rons les deux plans opposés 123, 45 6; leur intersection
est déterminée par les intersections des deux couples de
génératrices opposées 12, 435 et 23, 56; de plus, sa
trace sur le plan du Tableau est I'intersection des deux
cOtés opposés correspondants de ’hexagone inscrit. En
appliquant la méme construction aux deux autres
couples de plans opposés, on reconnait que leurs inter-
sections sont dans un méme plan avec la précédente, et
les trois points de rencontre des cdtés opposés de ’hexa-
gone inscrit situés sur la trace de ce plan sont en ligne
droite (théoréme de Pascal).

La méme figure peut servir & démontrer d’autres
théorémes. Ainsi, les faces du triédre des diagonales de
I'hexagone circonscrit ont pour traces sur le plan du
Tableau les diagonales de 1’hexagone inscrit; celles-ci
se coupent donc deux a deux sur les diagonales de
I'hexagone circonscrit, etc.

Ce mode de raisonnement fait découler des principes
les plus élémentaires de la Géométrie dans Vespace la
démonstration de propositions de Géométrie plane dont
la preuve est faite habituellement par des procédés arti-
ficiels. Exemple : les propriétés des triangles homolo-
giques, qui sont évidentes lorsque l’on considére la figure
comme la perspective d’un triédre coupé par deux
plans.
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NOTE SUR UNE QUESTION DE LICENCE (');
‘ Par M. AUDIBERT.

D’apres le texte de la quatriéme question d’Analyse
proposée aux candidats a la Licence, a Rennes, I’équa-
tion

24 Y24 32 = fa2(x2+4+ y2), ou 22 = m(x%+ y?),
( J

dériverait, par la détermination de la fonction arbi-
traire, de I’équation générale des surfaces pour les-
quelles MN = ON.

Or, 52=m(x2+ y?) représente un cone de révolu-
tion autour de 'axe OZ, et, dans ce cas, MN est lc
coté d’un triangle rectangle dont ON est 'hypoté-
nuse.

LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SESSION DE NOVEMBRE 1896. — COMPOSITIONS.

Paris.

Anavyse. — 1. Une surface S étant rapportée a
trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, sotent M un

(*) Voir octobre 1896, p. 473.
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point de S, MT la tangente en M a la section de S
par le plan zOM, T le point ot MT rencontre Oz.
Soient, de plus, m la projection de M sur Oz et P la
projection de M sur le plan x O z.

Former et intégrer l'équation aux dérivées par-
tielles que vérifient toutes les surfaces pour lesquelles
le produit Mm > OT des segments Mm et OT est égal
(en tout point M) 40P .

(On pourra prendre comme fonction le z du
point M, et, comme wariables indépendantes, les
coordonnées polaires r et § de la projection du point M
sur le plan xOy).

L’équation demandée est

l
S
[%

NN
i
n

= — + cos2f,

~

¢quation homogéne (u’on sait inlégl‘ér. On trouve

s = rcos0 tang [cosO log

F(e)],

”

cen désignant par IF(0) une fonction arbitraire.

. Soit 5 une variable complexe et soit )(z) I’in-
1égrale

s 4 ~z24 033
J(z):f atBrayt+92 ¢
“ (1 — 32)2
Posons

1
s)=els),  F(3)=o0(s)+ ——-
¢(s) = el (3) =9(3) 2(%)
1° Quelles sont les conditions nécessaires et suffi-
santes que doivent vérifier C et les coefficients a, 3,
Y» 8, pour que la’ fonction ¥ (z) soit uniforme dans
tout le plan?
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2° Quelles conditions faut-il ajouter pour que F (z)
se réduise & une fonction rationnelle de z?

Mtcanique. — 1. Un disque circulaire A, de rayon R,
est fixé dans un plan vertical. Un deuxiéme disque
circulaire B, homogéne et pesant, de méme rayon R,
est mobile dans le méme plan vertical et assujetti a
rester en contact avec le disque A, sur lequel il peut
glisser sans frottement.

Le disque B est abandonné sans witesse initiale,
dans une position telle que la droite AB, joignant les
centres des disques, fasse, avec la verticale ascen-
dante, un angle de 45°.

Trouver le mouvement du disque B; former I’équa-
tion déterminant ’angle que fait la droite AB ayec la
verticale ascendante au moment o le disque B quitte

le disque A.

II. Un segment de droite AB, mobile dans un
plan =, est assujetti aux conditions suivantes : il glisse
sur un point fixe O du plan =, et il est vu sous un
angle droit d’un autre point C de ce plan.

Trouver le centre instantané de rotation et les
courbes décrites par ce point dans le plan =, d’une
part, et, d’autre part, dans un plan lié invariable-
ment au segment AB. On supposera la longueur du
segment AB double de la distance OC.

Errevve praTIQUE. — On a observé & 6"13™11%3
(temps sidéral) le passage au premier méridien d’une
étoile dont les coordonnées sont

Ascension droite............. 7"58™17%,6
Distance polaire....... cevees 44°9'537

On demande de déterminer : 1° la latitude du lieu
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d observation; 2° l'erreur que produirait sur cette la-
titude une erreur d’une seconde sur l'instant du pas-
sage; 3° Derreur qui résulterait d’une erreur d’une
seconde d’arc sur 'azimut du premier vertical.

Besancon.

AxaLyse. — Etant donné un systéme d’axes rec-
tangulaires Ox, O y, Oz, sotent deux points A et B,
dont les coordonnées sont respectivement

A... z=o, Y=o, z
B... z=b, y=o, 5=

et une circonférence G représentée par les équations
2?24 y?=a?, 3 =0;

a, b, h sont des quantités positives données.
On considére les deux surfaces coniques qui ont

pour base commune la circonférence C et pour som-
mets respectifs les points A et B.

On demande de calculer le volume limité par ces
deux surfaces coniques et par le plan des xy.

Dans le croquis, les points de ce volume se projet-
tent sur le plan xO z, suivant la partie indigquée par
des hachures.

On remarque que les deux cones se coupent suivant
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une seconde courbe plane. On peut évaluer le volume
demandé en le partageant en tranches infiniment
minces, soit par des plans paralléles au plan des xy,
soit par des plans passant par la ligne des sommets.
Dans ce dernier cas, chaque tranche pourra étre assi-
milée, en négligeant les infiniment petits du second
ordre, a un tronc de prisme triangulaire, et 'on est ra-
mené 4 I'intégration d’une fraction rationnelle.

MtcaniQue. — Un tube rectiligne peut tourner au-
tour d’une verticale Oz. Dans ce tube est mobile sans

frottement une bille pesante. Le tube fait avec Oz un
ngle a, et sa distance a cet axe est a; m est la masse
du tube, p celle de la bille.

Déterminer en fonction dutemps la distance pA=gq
et l'angle AOx = 0. (On suppose que OA est la per-
pendiculaire commune au tube et a 'axe.)

Examiner les divers cas particuliers que présente la
question pour des valeurs particulieres de a et de a.

Emploi du principe des forces vives et du théoréme
du moment des quantités de mouvement autour de O z.

Astronomie. — Calculer la distance angulaire
géocentrique de o de ' Aigle au centre de la Lune,
le 19 aout 1885, a 6", temps moyen de Paris.
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On prendra pour données les ascensions droites et
les déclinaisons des deux astres.

Caen.

Anaryse et Gromerrie. — 1. Si, considérant u
comme une fonction de x, on calcule suivant la régle
connue la dérivée seconde de la fonction composée

f(z, u), on tombe sur une expression renfermant a la
du d?u
v G dat

Cela fait, et considérant désormais x,

fois les quatre quantités x
u, — e Lu

‘dr T dx?
comme quatre variables indépendantes distinctes, on
déterminera la fonction f(x, u) par la condition que
Uexpression dont il s'agit soit le produit d’une fonc-
tion F des seules variables x et u par la quantité

Bdu_‘_ du)? d*u
a—l—zt 'Ix Y »

dx dz?

ol a, B, y désignent trois constantes données. Relation
qui doit exister entre o, 3 et ¥ pour que le probleme
soit possible.

Il. En désignant par C une courbe plane donnée,
on propose de rechercher les surfaces réglées satisfai-
sant & la double condition : 1° que toute génératrice
rencontre la courbe C & angle droit; 2° que C soit une
ligne de courbure de la surface cherchée.

I. La fonction f doit visiblement satisfaire aux condi-
tions

af  f S of

ox? _ dxou Ju? Ju

o ) Y 1
7z €tant précisément F. Intégrant I'équation qui résulte

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XVL (Février 18¢7.) 6
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de I'égalité des deux derniéres fractions, on a, si y 3£ o,

%:eY“?(@‘)» f= :;67"‘?(’”)'*“?(‘”)?

af N, . C
Soon est égal a ev*o'(x); pour qu’il soit aussi égal a
f e .
==, il faut que ¢ (x) soit de la forme Aebz.
Ju i

L’égalité de la premiére et de la quatriéme fractions
donme alors I’équation

2
-ATS- eBr+yu 1 U (z) =a A eBr+vy;

clle exige que 32 soit égal a ay et donne ensuite

V'(x) = o, Y(z)=Bx + C,
S(x,u)= AeBr+ve 4+ Bx + C.

. , )
Si y est nul, on trouve d’abord que d£ est de la forme

¢ (x), puisque 3 doit étre nul et £ de la forme
Sf(z,u)=A(u+Laz?)+ Bz +C.

II. D’aprés le théoreme de Joachimsthal, le plan tan-
gent a la surface cherchée S aux divers points de C fait
un angle constantavec le plan P de cette courbe; or, cet
angle est mesuré par l'angle des génératrices avec leurs
projections sur P; si P était horizontal, S serait une
surface a pente constante et développable; les lignes de
courbure étarit les génératrices et les lignes de niveau.

On trouvera beaucoup de formes pour la solution
analytique.

Mécanique. — I. Dans un plan fixe P, on donne
une cycloide U et la droite ST qui la touche en I'un de
ses sommets S. Un triangle ABC glisse sur le plan P
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de maniére que le sommet A reste sur la droite ST et
que le coté AB soit constamment tangent a U, le point
de contact se déplacant sur la cycloide avec une vitesse

v

constante. Lieux du centre instantané de rotation dans
le plan P et dans le plan dutriangle. Pour une position
donnée de ce triangle, déterminer le centre de cour-
bure de la trajectoire du point C et le centre des accé-
lérations du plan mobile.

II. Sur un cone dont toutes les genératrices font
avec la verticale un angle de 45°. déterminer une
courbe C telle que, si un point pesant glisse sur cette
courbe sans frottement, il exercera sur elle une pres-
sion constamment horizontale; la courbe C, qui est
fixe, a sa tangente horizontale en un point situé a la
hauteur h au-dessus du sommet du cone et le mobile
considéré y est animé d'une vitesse égale a \/;E. Lot
du mouvement; direction et grandeur de la pression
exercée sur C par le point pesant dans une position
quelconque.

I. Soit, dans une position quelconque du triangle,
M le point ou AB touche U : on voit sans peine que le
centre instantané est au point le plus bas du cercle géné-
rateur passant par M; son lieu dans le plan P est la base
de la cycloide; dans le plan mobile, c’est un cercle de
centre A et de rayon 2a, a étant le rayon du cercle
générateur.

Le centre de courbure de la trajectoire de C s'obtient
par la construction de Savary.
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Les coordonnées du centre des accélérations K sont
données par des équations de forme connue

w2+ w'n=o, w't — w2 —wid=o.

On voit que o’ est égal & — 2aw. D'ailleurs, dans le
plan P, arcSM est de la forme 4asina (o angle de AB
avec ST); on a

da
dt —
et
fasinx = ct, —4awcosa=c,
—faw?sina — faw'cosa = o.
On a donc

w'=— w2tanga,
et les coordonnées de K sont
t=asin2a, 7= a(1+ cosaa);
le point K se confond avec M.

II. Masse du mobile 1; P, pression sur C, fait avec les

T T
axes les angles «, Sy Donc

d2x
(1) e =— P cosa,
d:l")/ .
(2) W:—Psmx,
, a2z
(3) qE =8

les axes étant choisis convenablement. La pression étant
perpendiculaire a la vitesse,

p dr . dy
(4) cosa - +sina — =o,

d’olt, en combinant (1) et (2),

dr d*x  dy d*y dx?  dy?
Tar Taiar =% am T oap =28k
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(3) donne
dz?
Pl 28 (h—3);
éliminant d¢2,
’ dz2+dy*  h
ds? T h—z

En coordounées cylindriques u, 4 et z, comme
il z = u,

dur+udy: _ h
du? - h——u"
du h
Ay = — ——Z , u:——(l—i—-COS')'
v Vieu —u? 2 )

C se projette suivant une cardioide.
(3) doune aussi

Maintenant x = u cos{ donne

dr  h . . dy
22— Z(—sin¥ —sin2d) 2T,
a7t 5 (—siny — sin2¢) art

de méme, y = usindy,

i ]—L(cost‘z—i—cos?‘ ay.

de 2 ’ NRRiP7E

. . AU dy
¢t (4) devient, en divisant par S €os = -

P fait I’angle % avec la perpendiculaire a OZ.
Enfin, en différentiant ’équation x2? + y2 — z2= o,
» B dry _ds  dx*  dy? ds*
“aE T e T dr T de T aw T de T
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drx  diy
remplagant — et FID

T e T par les valeurs (1), (2);
2
et Zf; par2ghet2g(h — z),
— P(xcosa+ysina)+ gz+28h—28(h—32)=o0;

Pucos(a—¢)=3g3, P= 3& .

I
cos -
SV
P est infini au sommet du cone.
ErrevvE prATIQUE. — FEn un point de l'équateur,

on observe une étoile dont [’ascension droite est
6" 40™26%, 8 et la déclinaison 16°34'5",1 5 U'étoile est a
Uest del’observateur et i 32°12' 20", 5 du zénith. Cal-
culer Uheure sideérale. (Rép. : 4r48™22°.)

GORRESPONDANCE.

M. M. (Paris). — Voici comment on peut résoudre
géométriquement la premiére partie de la ques-

tion 1498 ().

On donne deux droites fixes passant par un point G
et une droite AB de longueur constante glisse sur ces
deux droites. Démontrer que le lieu du centre du
cercle des neuf points du triangle ABC est une ellipse.

‘ (WEeiLL.)

On sait que, quelle que soit la position de AB, le
cercle circonscrit au triangle ABC a un rayon de gran-

(*) Voir p. 4oo, 1884, et p 39o, 18g6.



(91)

deur constante et que son centre O est sur un cercle de
centre C. Abaissons de B une perpendiculaire sur CA.
Le symétrique, par rapport a CA, du point D ou elle
coupe le cercle circonscrit 4 ABC est 'orthocentre Hdu
wriangle ABC. Puisque I’angle CBD est de grandeur
constante quelle que soit la position de B, et que le
cercle circonscrit reste aussi de grandeur constante, les
cordes telles que CD sont égales. Comme CH = CD, on
voit déja que le lieu de H est un cercle de centre C.

Le centre E du cercle des neuf points est le milieu du
segment OH. Ce secgment a ses extrémités sur les cercles
décrits par O et H et, comme les droites CO, CH sont
également inclinées sur les bissectrices des angles formés
par les droites données, on peut toul de suite conclure (')
que le lieu du centre du cercle des neuf points du
triangle ABC est une ellipse qui a pour normale en E
la droite OH, dont le grand axe est égal a la somme
des segments CO, CH, dont le petit axe est égal & la
différence de ces segments, ces axes étant dirigés sui-
vant les bissectrices des angles formés par les droites
données.
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Tous ceux qui ont passé par une classe de Mathématiques
spéciales connaissent les Lecons de Géométrie analytique de
MM. Briot et Bouquet. Pendant de longues années, elles ont
été la source unique a laquelle venaient puiser les professeurs
et les éléves. Mais, a la suite de changements apportés aux
programmes des écoles et de l'introduction de nouvelles mé-
thodes dans l'enseignement, elles présentaient quelques la-
cunes et étaient, en conséquence, un peu délaissées des uns et
des autres. Dans la récente édition de ces Lecons, que nous
signalons aujourd’hui aux lecteurs des Nouvelles Annales,
ces lacunes ont été heureusement comblées par M. Appell,
professeur a la Faculté des Sciecnces de Paris et éléve de
MM. Briot et Bouquet.

S’inspirant des Jecons de ses anciens maitres, M. Appell a
conservé a leur Ouvrage le caractére de simplicité et de pré-
cision que leur avaient donné ses savants auteurs. Le Livre
est donc élémentaire par les méthodes et I'ordre suivi. Mais il
donne des idées nettes, avec exemples, sur des questions éle-
vées, dont voici I’énumération :

Coordonnées homogénes, trilinéaires et tangentielles;

Invariants simultanés de deux coniques; points d'inflexion
d’une courbe plane, hessicnne et formules de Pliicker (ces der-
ni¢res sans démonstration); courbes unicursales; invariants
dans les surfaces du deuxiéme ordre; signification du signe du
discriminant; courbes gauches du troisiéme et du quatriéme
ordre; complexes de droites.

L’ordre d’exposition consistant & passer du simple au plus
difficile, adopté par MM. Briot et Bouquet, et qui est d’accord
avec le nouveau programme d’admission a 'Ecole Polytech-
nique, a été respecté. Nous ne nous arréterons pas a discuter
les avantages qu’il peut y avoir a placer la théorie des coniques
avant celle des courbes d’ordre quelconque, ou a faire 'inverse;
nous nous bornerons a signaler le parfait enchainement des
idées et la perfection de la forme, grace auxquels la lecture
de ce Livre est aussi aisée aux commencants qu’utile a ceux
qui sont déja rompus aux méthodes de la Géométrie analy-
tique. M. Appell s’est du reste attaché a mettre en évidence
Pidée principale de chaque question, sans s’égarer dans des
détails qui font perdre de vue ce qu’elle a de plus essentiel,
qui ne sont d’aucun profit pour ceux qui ont déja acquis
Vexpérience de la Géométrie analytique, et qui sont de na-
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ture a troubler singuliérement les éléves inexpérimentés.

En résumé, les nouvelles Lecons de Géométrie analytique
de MM. Briot et Bouquet nous paraissent appelées a parcourir
une carriére au moins aussi vaste que les anciennes, et nous
ne connaissons pas de guide plus sdr pour les candidats aux
Lcoles, pour les étudiants des Facultés des Sciences et pour
les candidats a I'Agrégation. X, A.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1542.

(1885, p. 392.)

Etant donnés deur plans fixes, on considére deux sphéres
de méme rayon, tangentes entre elles, et touchant chacune
un des deur plans.

Le point commun de l'une des deux sphéres avec le plan
correspondant étant donné, on demande le liew du point
commun aux deux sphéres lorsque l’on fait varier leur
rayon. ( GENEIX—-MARTIN. )

SOLUTION
Par M. A. THEVENET,
Eléve a I'Ecole Lacordaire.

Soit M le pointide contact donné.

La sphére S, tangente a Q au point M, a son centre sur la
normale MA.

Je me fixe un rayon

R=MO,

O sera alors le centre de la sphére S, qui a pour rayvon R
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Le centre de la sphére X, tangente a P, sera dans un plan P,

Fig. 1.

Py

/5

dont la distance a P sera précisément R. Or, les deux sphéres
S et I étant tangentes, la distance de leurs centres est 2R.
Si donc du point O comme centre je décris la sphére de rayon
2R, elle coupe le plan Py suivant un petit cercle C, qui sera
le lieu du centre de £ pour la valeur donnée de R.

Et le lieu du point de contact pour cette valeur sera le cercle
section du cdne OC par le plan P, équidistant de O et de Py.

Je vois donc déja que le lieu cherché est une surface du
deuxiéme degré, dont une direction de plans cyeliques est P.

Cherchons si cette surface a des ombilics réels.

Pour que le cercle T ait un rayon nul, il faut que le cercle C
ait aussi un rayon nul. La sphére décrite de O, avec 2 R pour
rayon, doit donc étre tangente au plan P;.

La distance de O au plan P sera alors 3R.

Considérons le plan mené par MA perpendiculairement & P.
Soit i la trace de MA sur P.

Je dois avoir

MO__I
Og 3’
Or &
Oi _Mi—MO _ Og
M:  ~ M: = MK’

Je dois donc avoir

M{;—-MO 3MO

= —

M: MK
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TO =M§:’
3M:+ MK

longueur que je puis construire. J’ai ainsi un ombilic de la
surface. J'en aurai un autre de la méme maniére, en prenant
un centre de S au-dessus de M.

Fig. 2

U

/ ’ e

J’ai donc deux ombilics réels. Mais les plans, paralléles aux
plans tangents en ces ombilics et situés entre eux, donnent
des sections imaginaires, car il est évident que si je prends MO
trés petit, la sphére de rayvon 2R, décrite de O, ne coupera
plus le plan P, correspondant.

La surface lieu est donc un hyperboloide a deux nappes.

J’en ai deux ombilics, donc le centre; et j’en ai un point
quelconque par la méthode indiquée.

SOLUTION ANALYTIQUE.

Soit pris le point de contact fixe pour origine des coordon-
nées, et pour plan 5 = o le plan correspondant.
L’équation de la sphére S qui le touche est

T2+ i+ 52— 22Xz =o.
Soit
Az+By+Cs+d=o
I’équation du deuxiéme plan.
Le centre de la deuxiéme sphére S est un point «, 8, ¥ qui,
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a cause de I'égalité des deux sphéres, vérifie la relation
Ae+BB+~Cy+D

e — A.
VAT B G

(1

Ce point se trouve aussi sur la sphére décrite du centre de S
avec un rayon double de celui de S. On a donc

(2) @i B (y— A= 42

Le point O, milieu du segment déterminé par les centres de S
et de S', est un point du lieu. Soient X, Y, Z ses coordonnées.
On a

X=-

’

(3)

e
Il
= NI via

-+ A
-

N
It

Pour avoir le lieu, j’élimine «, B, ¥, A, entre les relations (1),
(2) et (3). Pour cela, remplacant, dans (1) et (2), %, 8, y par
leurs valeurs tirées de (3), j'ai

2AX +2BY + C(2Z— )+ D
VAT B - G2
(2") X2 Y24+ 22— 2 Z =o.

A,

(")

Cette derniére relation exprime que le point X, Y, Z du lieu
est sur la sphére S.
L’élimination de A entre (1') et (2") donne le lieu
X2+ Y272 o(AX+BY+CZ)+D
2Z T VArrBrr C2+G

Ordonnons cette équation. Elle devient

VAT BT Gia ] (X2 Y2)
+ [VATBE+ C2—3C] 22— 4AXZ — 4BYZ — 4DZ = o.

1° Cette surface, qui est du deuxiéme ordre, admet la direc-

tion des plans
7=k



(98)

comme direction cyclique. En particulier, le plan
z=0

la coupe suivant un cercle de rayon nul.
2° Il est facile de vérifier que la direction du plan

AX +BY+CZ =0

est aussi circulaire; car elle donne
AX + BY =— CZ,

et I'équation de la surface devient, quand j'ai remplacé
(AX + BY) par — CZ :

(X2-+ Y2 Z2) (VA2 B2 - C2+C) — 4DZ = o,

ce qui montre que l'intersection du plan et de la surface estla
méme que celle d'une sphére et de ce plan.

3° On aurait aisément les coordonnées du centre.

4° On pourrait discuter la surface, en considérant les plans

AX + BY + CZ = A.

Soient &', 2" les valeurs de A donnant des ombilics; on donnerait
alors a A une valeur &, comprise entre A’ et A”, et 'on verrait

que le plan
AX+BY + CZ = A,y

donne une section imaginaire; ce qui montrerait que la sur-
face est un hyperboloide 2 deux nappes.

Mais le calcul serait long; et il semble que le plus simple
soit encore de recourir & I'équation en S, laquelle donne assez
rapidement le résultat.

Question 1557.

(1885, p. 56.)

Par un point M, pris d’une maniére quelconque sur le
coté BC du triangle ABC, on méne des paralléles aux
cotés AC, AB.

Ces droites coupent respectivement aux points B', G/ les
cétés AB et AC. Démontrer que, si la droite qui joint le
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sommet A au point 1 de rencontre des droites B'C et BC
coupe la droite B'C' au point M', on a

M'B' _ MB
MC T MG
(D’OcaGNE.)
SOLUTION

Par M. H. Lgz.

Dans le quadrilatére AB'1C’, prolongeant la diagonale B'C
jusqu’a sa renconire avec la diagonale extérieure BC, et joi-
gnant le point de rencontre N au sommet A, les quatre droites

A cr c

NA, BA, IA et CA formeront un faisceau harmonique, ce qui
permettra d’écrire, au signe prés,
Ml BI _ E’
M'C T NC
Mais, par construction, B'M étant paralléle a AG, les trian-
gles semblables NB’M, NC'C donneront
NB'  MB’,

NG T ¢c’

de méme, les triangles semblables BM B’, MCC’ donnent aussi

MB' _ MB

TC T MG
Donc

M'B' _ MB

e~ MG

C. Q. F. b.
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QUESTIONS.

1756. Diviser un cercle, de rayon donné, en trois parties équi-
valentes et inégales formées par des arcs de cercles.
(EMINE.)

1787. Des paraboles ont un contact du second ordre avec
une courbe plane donnée en un méme point de cette courbe;
quelle est I'enveloppe de leurs axes? Déterminer, pour I'un de
ces axes, le point ol il touche cette enveloppe et construire le
centre de courbure de cette c<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>