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[Dzba]  UN PROBLEME SUR LES SERIES;

Par M. Micaer PETROVITCH,
Docteur ¢és Sciences mathématiques, & Belgrade (Serbie).

1. Proposons-nous, connaissant la somme F () d’une
série

Flz)=oW)r+o(2)x+...+9(n)a"—....

d’en déduire la somme de la série

. N2 O .
d(z)= ‘f(l)z'+t?(z)z 9(3)( L gt
I 1.2 1.2.3 1.2...0 ’

a I’aide des intégrales définies.
Soit p une quantité positive telle que, pour |u| << 0,
on ait

2 ¢(n)ur = F(u).

Svit, de plus, @ une constante a partie réelle positive
et ¢ une constante positive.
Posous
e

u = -
a—+ sl

ct envisageons l'intégrale définie

V= [ Fluyesi a,



(959 )

qu'on peut écrire sous la forme

J=2q;(n)f uneczids.
1 —

On sait (d’aprés Cauchy) qu’en général si p—1,
¢ et la partie réelle de a sont des quantités positives,

on a
/“’ ecizds  am ot gt
J_ a4z T T(p) '
® ecis ds
[,
L a3
donc

@
2T N n)chaxn 27
J = — : :P(~—)————-:——“—‘l’((:l'),
ceac 1.2...1n reac
1

et, par suile
b )

(1) Dier)—= “’acJ.
27
ou encore
e * .
(1) P(x)= o f_wF(u)cd ds.

D’ailleurs, quelle que soit la valeur de x, on peut
toujours douner a a une valeur telle que sa partie réclle
soit posilive et que

r
<7

-+ 3

pour toutes les valeurs de z entre — o et 4 oo, Les for-
mules (1) et (2) sont donc, grace a I'indétermination
de a, valables pour x quelconque.

Soit maintenant F (u) une fonction holomorphe quel-
conque de u. Sielle ne s’annule pas pour u = o, I'inté-
grale J est indélerminée, car on a alors

/‘me“iF(o)dz = [F(o)

vz

eczt]oo F(o0)

- = lim[2sincwaz]
ct c
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pour w = oz, ce qui est indéterminé. Pour que J ait un
sens, il faut donc que F(0)= o, et 'on aura

F(n)(o)
n

P(n)=

ce qui donne la formule intéressante

I‘(’”(o)z‘"
(3) = F(u)ezidz.
, =

(1-2...n)2

Permutons x et ¢ dans la formule (1) et faisons en-
suile ¢ =1; on aura

o

F(w)esxids = 2%

xe

Z ®(r

avece

et cela pour toutes les valeurs positives de x pour les-
quelles @(2) converge.

2. Soit maintenant ¢(z) une fonction satisfaisant
aux conditions de Dirichlet (c’est-a-dire ne présentant
qu’un nombre limité de maxima et de minima dans tout
intervalle fini) ; on sait qu’alors on peut écrire

$(2) = fi(3)—S2(2),

ou f, et f; sont deux fonctions constamment finies et
ne croissant jamais. Nous supposerons, de plus, que,
quand x tend vers == o0, f; et f, tendent vers une méme
limite finie et déterminée, de sorte que lim¢(z)=o.
L’intégrale

lef Y(z)ezxids

(ou r est positif) aura alors, comme I'on sait, un sens
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et sera fonction de x. Les intégrales de cette forme
jouent un rdle important dans la Physique mathéma-
tique, par exemple dans le probléme de I'armille, dans
'intégration de ’équation des cordes vibrantes, de I'é-

quation des télégraphistes, etc.
Supposons que, pour | u | suffisamment petit et @ con-
venablement choisi, ayant sa partie réelle positive, la

fonction B
Je-2)o

soit développable en série de Taylor

¢[<a_ i);] =29(n,a}u" (1);

alors, en posant

u = 2l
a—+ i
on aura
@ It bl ®
J,=f @[(a-—’—l>i]e3ﬂ‘dz=20(n,a)f urerxidz,
—w / . i

ou

27 S O6(n,a)zxr

@
slesxidy = — _
./_‘,,q)(”) © T weax 1.2.3...n°
1

et cela pour toutes les valeurs positives de x pour les-
quelles la série converge. On a ainsi un développement
taylorien de I'intégrale.

3. Remarquons que I’on peut encore résoudre le pro-
bléme 1 2 aide d’une proposition énoncée par M. Peano

(*) On doit avoir 8(o,a) = o, d’aprés Phypothése lim¢(z) =
pour z = co.
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dans I'Intermédiaire des Mathématiciens, n° 1, 1894,
et qui est la suivante :
Etant données les séries

Up—T U+ Ug+= Uz~ . oy

Yo+ 91 + 99+ 903 +...,
supposées absolument convergentes, la série
UgVy+ U9+ UsVe ...

aura pour somme I'intégrale de o a = du produit des sé-
ries
Ug—+ Uy €F 4 uqge23 4 ugedsl ...,

0o —+ 91 e~ 4= pg e 23 - pze—33— .,

plus le produit des mémes séries lorsqu'on y échange
en — x, le tout divisé par 2.

11 suffit, pour résoudre le probléme qui nous occupe,
de prendre

Uy = ’ Vn=g(n)zn,

1
1.2.3...n
ou encore

xn

Up = DT
" 1.2.3...n

’ on=0(n).

De la méme manicre, on peut le résoudre al'aide
d’une proposition de Parseval, qui consiste en ceci (!):
Litant données deux séries

P(3) =Uo-— U5+ U 32— ...,
G(3) =) + 9013 052~ ...,
supposées convergentes a lintérieur d'un cercle de

rayon un peu plus grand que un, ayant son centre a
I'origine, on aura

27
UgOo—+ Uy 9y Ug®a—+ ... = ;‘; [ ?(eﬂi)q,(e—ei)de,
Jo

U"Y H. LAvReNT, Traiteé d’Analyse. t. 11, p. jio.
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J'ajoute, en terminant, que I'on obtient immédiate-
ment, a 'aide de ces diverses formules, diverses expres-
sionsdes transcendantes J de Bessel. Ainsi, par exemple,
en posant

F(u)=ert—1,

la formule (3) donnera
r 2 3 ea “°< P, )
e s s e = — ey ) ezl ds
(1) (26 (3 T Qﬂ‘/_:m ’
expression qu’on peut transformer de différentes fa-
9()“5.



