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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1706.

(1896, p. H5).

Par chaque point M d’une ellipse, on méne deux droites
qui rencontrent le grand azxe sous l’angle d’anomalic
crcentrique relatif au poin® M.

Chacune de ces droites enveloppe une hypocycloide a
quatre rebroussements. (E.-N. BARISIEN).

SOLUTION
Par M. AUDIBERT.

Soient ¢ 'angle d’anomalie relatif 8 M, @ et & les demi-axes
de Pellipse. Les deux droites menées de M

ycost —zsint + (a—b)sintcost = o,
ycost+xsint—(a—+ b)sintcos?t = o

déterminent, par leur rencontre avec les axes quand M se dé-
place, des segments de longueurs constantes @ — b et @+ b.

On sait que les courbes qu’elles enveloppent sont représen-
tées par les équations

9

2
¥+ yi=(a—0>)

e

2
3

[

ou (a-+b)3,

qui représentent aussi deux hypocycloides a quatre rebrousse-
ments, tracées a l'intéricur des cercles fixes de rayons @ — b
eta-—~b.
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Question 1709.

(1896, p. 56.)

On donne sur un plan les circonférences de cercles Cy,
Cs. C;3. On trace une circonférence O tangente & Cy et C,.

On demande :

1° Quelle est ’enveloppe de U'axe radical de C; et de O,
lorsque cette derniére courbe varie en restant tangente
a Gy et Cy?

2° Quel est le lieu du point de rencontre de cet aze ra-
dical et de la droite qui joint les points de contact de O
avec C; et Cy? (MANNHEIM.)

SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.

Cette question, traitée directement, ne serait pas aisée a
résoudre. En s’appuyant sur des propriétés connues, elle
devient facile.

On sait, en effet, que le lieu des centres des circonférences O
tangentes a4 deux circonférences fixes Gy et G, se compose de
deux coniques ayant pour foyers les centres de C; et Co.

Quand les cercles Cy et C, sont intérieurs 'un a autre, les
coniques sont des ellipses ; lorsque les cercles Gy et C, sont
extérieurs I'un a I'autre, les coniques sont des hyperboles.

Nous allons donc envisager successivement ces deux cas.

I. — Les cercles Cy et Cy sont intérieurs l'un a Uautre.

Admettons que le cercle C, soit a Vintérieur du cercle C;.

Soient Ry, Ry, Rj les rayons des trois cercles Gy, Gy, Cj;
o le rayon du cercle O.

Le cercle O peut étre placé de telle sorte que

0C =Ri—p, 0OC;=Ry+-p.
Alors L
OC; + OCy = R;+ R,.

Le cercle O peut étre situé de telle fagon que

0G; = Ry—p. OCy = o— Ry
Alors

()Gx—r (’ '2 = Rl— Rg.
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Le point O, centre du cercle O, décrit donc deux ellipses
ayant leurs foyers en G; et G; et dont les grands axes res-
pectifs sont Ry + R; et R{— R,.

Supposons donc d’abord que le centre O parcoure Dellipse
de grand axe (R;+ Rj).

Prenons des axes rectangulaires, 'axe des z; étant la ligne
des centres de C; et C,, et I'origine des coordonnées étant au
milieu de G, C,.

Désignons par 2¢ la distance des centres Gy, C,. Les axes 2a
et 2b de 'ellipse en question ont pour expressions

(1) 2a = R+ R,, 462 = (Ry+ Ry)2—4ct.

Soient (z4,y1) les coordonnées de O. Alors

(2) b2z} + aty} = a?b2.
On a donc
(3) 0C; = a — 228, oc2:a_%i,

et comme OC; = R;— o, il en résulte

cxy
Ri—p=a+ —,
a

ou

L’équation du cercle O est donc

2 a

(z—z )2+ (y —y1)t = (51‘:& - z,‘)?.

Cette équation développée devient, en tenant compte des
relations (2) et (1),

(5) x4+ yr—aawi—2yy1+ Ry Rﬁ—c‘2+(R1—-R1)C% =o0

Si (a, B) sont les coordonnées du centre du cercle C;, 'équa-
tion de covcercle est

(6) (x —a)+(y—B3)¥—Rl=o.
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Alors :
1° L’équation de I'axe radical des cercles (5) et (6) s’écrit,
en retranchant (5)et(6), et ordonnant par rapport & z; et yy,

_ x,[zx—(l{,—R2)£]+2yy,-2mz—2ﬂy
(7) a
+c2—R;Ry— R} + a2+ B2 =o0.
On peut poser #y = a cosv, y; = b sing. L’équation (7) est
donc de la forme

Acosp+ Bsing + C=o.

L’enveloppe d’une telle équation, ¢ étant le paramétre va-
riable, s’écrit
A2+ B2 = Q2.

L’envcloppe de I'axe radical (7) est donc la conique

(8) § a [zz‘—(R,——R2)a] “+ 4 b2y
=(202 + 28y + RjRy+ R} — c2— 22— §2)2,

2° Soient M, et M, les points de contact respectifs du cercle O
avec les cercles Gy et G,. On sait que les droites M; M, passent
par le centre de similitude interne de C; et C,, ayant pour
coordonnées

_ c(Ri—Ry) _ c¢(Ri—Ry) _
T R+ Ry T 2a ’ y=o

La droite M;M; est perpendiculaire a la tangente a I'ellipse
au point O, de sorte que ’équation de M; M, est

c aly
(9) r=[r— S m—n| 5L

Au moyen de 'angle excentrique ¢, les équations (7) et (g9)
deviennent

‘ a cosp[zx—(Ri—Rz)g]

(10) ) +2bysino —2az —28y
( +c2—R;Ry— R} + a2+ 2 =0,
Xy
(171) tango = 22

n[:z.r —(Ry— Rz)%ﬁ]
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£n éliminant ¢ entre (10) et (11), on trouve pour le licu du
point de rencontre de la droite MM’ avec I'axe radical (7), la
conique (8).

Il en résulte donc que la droite MM’ rencontre 'axe radical
au point ou cette derniére droite touche son enveloppe.

Supposons maintenant que le centre O parcoure Pellipse de
grand axe (R;— Ry). Il suffit de changer, dans ce qui a été
exposé précédemment, R, en — Ry. On obtient ainsi la co-
nique

2
‘ (tz[zx—(R1+ Rg)‘—z] —+ 402y2

=(2ax + 28y — R Ry+ R? — G2— 22— B2)2,

(12)

pour laquelle
2a = Ry — Ry, 46 =(R;— Ry)2—4c2.

Donc, I'enveloppe totale se compose des deux coniques (8)
et (12) qui s’écrivent encore

[2(Ry+ Ry)— c(Ry — Ry)]2+ [(Ry+ Ry)2— fc2]y?

(13) = (222 + 28y + R Ry+ R} — c2— w2 — B2)2,
(14) 3 [x(Ry— Ry)— ¢(Ry+ Ro)|2+[(Rj— Ra)2— 4 c2]y2
+ =222+ 28y — R R+ Ry — 2 — a2 — B2,

Il. — Les cercles Cy et Cy sont extérieurs Uun & l'autre.

Supposons R; > R,. En traitant la question de la méme
manicre que dans le cas précédent, on voit que le point O dé-
crit 'une ou l'autre des hyperboles de foyers C, et Gy ayant
pour longueurs de l'axe transverse soit (R, — R,), soit
( R| —+ l‘z)-

Dans le cas ou I'hyperbole a pour axe transversc (R;— R;),

on a
20 = R,-— R, 162 = 42— (R, — Ry)2

Les coordonnées (24, y;) de O satisfont a I'équation

2902 — a2v? — a2d2
Al b2rl — a2y} = a2b2.
ors

J— cr —— cxr
OCI; ——(-I—l-i—(l, G)CQ:—T‘-—U
[2

¢y (Ry+ Ry)
a 2

~”—
o=
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L’équation du cercle O est donc

ey (R Ry) ]2,
a 2

(z-—.r,)2+(y~_yl)2_—.[

En retranchant cette équation de I'équation (6), on aura,
pour I'équation de I'axe radical des cercles O et Cs,

* [m - i(l{l—f— Rg]
+oayy1— 20 — 2By + a2+ 32+ c2— R+ Ry R, = o.

En posant x, = a séco, y; = btangg, I'équation dont on
veut Penveloppe est de la forme

Aséco + Btango = C.
L’équation de I'enveloppe est
A2 — B2 = C2.

I’axe radical de O ct Gy enveloppe donc la conique

2
a‘-’[zx— ‘—cl(Rﬁ— Rg)] — jo2y2
= (207 + 2By —azt— f2—c2+ R}+ R Ry)2,
ou bien

[(Ry— Ry — c(R;+ Ra)[2 = [ fe2— (Ry — Ry)2 ]2

=(2ax + 2By —ar— B2—c2+ R} + Ry Ry)2.

() |

Sile point O parcourt 'hyperbole d’axe transyverse (Ry+R,),
'axe radical enveloppe alors la conique

ooy | 1B R)e— el = e a2
=(vazx+ 23y — a>— B2— 2+ R} -+ Ry R;)2.

11 est & remarquer que 26 n’est autre chose que la longueur
de Ja tangente commune extéricure aux cercles Gy et G, dans
le cas de fa conique (15), et la longueur de la tangente com-
mune intéricure dans le cas de la conique (16).

On voit d’ailleurs que la conique (13) est identique a la co-
nique (16); il en est de méme de (14) ct (15).

Remarques. — 1° Lorsque le rayon Ry du cercle G, devient
infini ct que ce cercle devient une droite A, le lieu des centres
des cercles O tangents & la fois @ Gy et a A se compose de deux
paraboles. La question peut alors se traiter directement d’une
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maniére analogue a I'analyse précédente. On trouve encore que
les axes radicaux de C; et O enveloppent deux coniques.

2° On trouverait aussi que, dans le cas tout a fait général de
I'énoncé, le lieu du centre de similitude externe des cercles O
et C3 se compose de deux coniques; le liew du centre de
similitude interne des mémes cercles se compose aussi de
deux coniques.

Indication de la solution géométrique (1).

1° Soient A; et A, les axes radicaux de Cy et C3, d’une part,
de C; et C; d’autre part. Appelons py et p, les points de con-
tact respectifs du cercle O avec les cercles Gy et Cy, a; et as
les points de rencontre respectifs de A; et de A, avec I'axe ra-
dical des deux cercles O et C;. Le point a, est le centre radical
des trois cercles O, G, C;; pareillement, le point a, est le
centre radical des trois cercles O, Cy, C;; enfin, la droite p; ps
passe par l'un des centres de similitude des cercles C; et C,.
Il suit de 1 que si les contacts du cercle O avec C; et Gy sont
d’espéce déterminée (interne ou externe), a tout point a, cor-
respond une position et une seule de a,, et inversement. Au-
trement dit, les points @y et a, tracent deux divisions homo-
graphiques sur Ay et sur A,; donc la droite a; a, enveloppe
unc conique. L'enveloppe demandée est donc un systéme de
deux coniques, dont 'une correspond au cas ou les contacts
sont de méme espéce. et l'autre, au cas ou les contacts
sont d’espéces différentes.

2° Soient O et O; deux positions infiniment voisines du
cercle mobile, I le point de rencontre des axes radicaux de
chacun de ces cercles et du cercle C;. La position limite du
point 1 est le point de contact de a;a; avec son enveloppe.
Or, le point I est le centre radical des trois circonférences
0, 0,, Gs; il est donc sur I’axe radical de O et de O;. D’autre
part, si la circonférence Oy se rapproche indéfiniment de la
circonférence O, supposée fixe, I'axe radical des circonférences
O et Oy a pour limite la ligne p; p,. Tl en résulte que le
point I a pour position limite Iintersection de p;p, avec
aya, et, par conséquent, que le second lieu coincide avec
I'enyveloppe des axes radicaux. X. A,



