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CONCOURS D’ADMISSION A L'ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1896.
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES;

Par M. Pieare DELIX.

On donne un cercle C qui a pour éguations cn
coordonnées l'cctmlgulail‘es Jx=a ety 4 5%=a’

On considére : 1° le cone S qui a pour base le
cercle, et pour sommet le point de l'axe Oz qui est «
ladistance ha de lorigine; o° la surface S, engendrée
par des droites paralléles aw plan des xy, et qui
s'appuient sur 'axe Oz et sur le cercle donné.

On demande :

1. De former les équations des deux surfaces S et S;;

ll. De trouver 'expression du sinus de ’angle des
plans tangents aux devwx surfaces en un point du cercle
qui a pour cote s = p.a, et de calculer ce sinus, avec

2

trois décimales seulement, pour h = = et u =

SR

1. De déterminer Uintersection des deux surfaces,

Iy . . . I
d’en Cconstruire deux projections pour h= -, d’en
2



oo~ \
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sutvre les principales transformations quand ' varie
de o al'infini.

I. 1° Les équations d’une génératrice du cone sont

a7 1 Z— 7 24
(1) = T
1223 I3 i

I

L.a condition pour que cette droite rencontre le cercle

2 ;

(2) L= a, i3t al
cst
(3) aras U - hmd )t = att

Supprimant le facteur @* et diminant m, n, p entre
les équations (1) et (3), homogénes en ces quantités, on

a I'équation du cone S
(1) YAl (3 — L= 2o o,

2° Le conorde Sy peut ¢tre considéré comme engendré
par les génératrices du ¢cone S contenues daus le plan
{ 5) T e O,
lorsque X varic. Son équation s’obtient done par I’déli-
mination de 4 entre (4) et (D), ce qui donne
(6) a2(y?—a?)+ 32a2=o.

I, Le plan tangent & chacune des surfaces au point
dont les coordonndées sont

N e

passe par la tangente au cercle en ce point. Il a donc
une équation de la forme

/1(.r—a)+avy‘/x—p'—’ﬁ—alu:—ui_—:o.

Pour le cone, il doit passer par le point (0, o, ha), ce



( 558)
qui donne
—h'a+hpat—a*=o,
d’ou
N=a(hy—ri).

Pour le conoide, il doit passer par le point (o, o, na),
ce qui donune
— Ma—+ prar— ar=o,
d’ou
= a(ur—1).

Or, l'angle V des plans

W+ hy+1ls—m'=o
et

Wa—+ Ly +Ils+m"=o,
est donné par

(h"— ') (k2+12)

WV = ) e e )

Remplagaut 2/, 2", &, I parleurs valeurs, on a

pA(p— )

cin2V = —. .
sin (A —a) =] [(p2—1)2 41
Pour » = =, = Yo, ona
2 2
N 5 2 . 3
in?V — IGXJX(‘/S—K) _ 5)6(2—\/3) .

[(V3—4)+16][(3 — )2+ 16]  17(35—8y/3)

Faisant \/3 =1,7321, on trouve

sin2V = 0,071552,
et
sinV = 0,267.

1II. CoNsipEraTIONS GENERALES. — Le cone étant du
deuxiéme ordre et le conoide du quatriéme, leur courbe
d’intersection est du huitiéme ordre. Mais cette courbe
comprend :

1® Le cercle donné commun aux deux surfaces;
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2° Les généralrices communes obtenues en menant
par le sommet du cone un plan paralléle a Oxy.

Le reste de I'intersection sera donc une quartique
gaucheT.

En outre, le plan Oxz étant un plan de symétrie
commun pour les deux surfaces le sera pour leur courbe
d’intersection, et la projection de cette courbe sur ce
plan sera d'un degré moitié moindre.

En résumé, on voit @ priori que les projections de la
courbe d’intersection seront ainsi constitudes :

Sur le plan Oxz : 1° la droite sur laquelle se projette
le cercle (x = a); 2° la droite sur laquelle se projettent
les deux génératrices communes (z = )ha); 3° une co-
nique vy, projection de la quartique gauche T';

Sur le plan Oyz : 1 la droite double (z =2a) sur
laguelle se projettent les deux génératrices communes;
2° le cercle (y2+ z2= a?), projection du cercle donné;
3" une quartique Y., projection de la quartique gauche I';

Sur le plan Oxy : 1° la droite double (= a), pro-
jection du cercle donné; 2° les droites [ y2 = (1 —2*)x?],
projections des génératrices communes; 3° une quar-
tique vz, projection de la quartique gaucheT.

Remarquons que la courbe d’intersection est tout
entiére comprise, d'une part entre les plans z=a ct

z = — a, tangents au conoide, d’autre part entie les
plans ¥y =, y = — x, tangeuts & la fois aux deux

surfaces.

Equarions. — Cherchons maintenant les équations
de ces diverses projections (') :

1° Sur Oxz. — Les équations (4) et (6) donnent

(') L’énoncé ne demande d’étudier que deux d’entre elles. Comme
le choix était arbitraire, on envisage ici les trois. Les deux plus
simples, qu’il était tout naturel de choisir, étaient celles sur Ozz,
qui s'imposait, et sur 0y-s.



( 560 )

immédiatement, par dlimination de y? — z2,

1232 =@z —Ar—lay
ou

U= a(s+12 L.

Prenant le signe +, on obtieut les equations

(7) r— = o0, 3- 7u =0,
déja prévues. Avee le signe — on a

(¢t —ayz- ra(rx —a) =o,
R

8) (-, (3+7w) -2kt = v,
hyperbole équilatere (fig. 1) dont les asymptotes sont
L= 0 S+ ta=o,

et qui passe par les points (0, ha) ct (@, 0), ¢’est-a-dire
par le sommet du cone ct le centre du cercle, comme on
pouvait aisément le prévoir a priori.

La partic utile de cette hyperbole est limitée aux
points

A= , PR
l)<7‘:_ C—d, ::(1) el l,(l = . «, :,_:_a>,
L1 s ;

Les tangentes aux divers points €, S, D, E s’ob-
ticnnent facilement en doublant les ordonnées des points

de contact, comptées sur I'asymptote Q¢. Ceci montre,
en particulier, que la tangente en C passe par le point H
situé sur la parallele & Ox menée par S.

2° Sur Oy z. — Considérons séparément les projec-
tions des partics de Pintersection situdes sur chacun des
plans (7) et sur le cylindre hyperbolique (8), quon peut
a volonté combiner, soit avec le cone, soit avee le
conoide.

. AT e . . .o
Ainsi, d'une part, I'élimination de o entre la premiére
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équation (7) et I'équation (
¢quation (7)), donnent

6), de I'autre la seconde

Vi St @l= o, 3 — et = 0,

équations prévues a priord. Il faut noter qu’ici la scconde
de ces équations doit étre prise comme double, attendu
qu’elle représente a la fois les projections des deux géné-
ratrices communes.

Lélimmation de x entre les équations (6) et (8)
doune ensuite
(9) FUE o AE Y St (5 — ha ==,
¢quation de la quartique 7,.

3° Swr Oxy. — La premiére équation (7) et 'élimina-
tion de z entiela seconde équation (7) et 'équation (4)
donnent

r—a = o, r— a2 — A =0,

solutions prévuaecs d’avance. La premicre de ces équa-
tious, qui représente la projection du cerele commun
doit éwre prise comme double, puisque le plan Ox)
n'est pas un plan de syméuie pour I'ensemble de la
courbe d’'interscction.

L’élimination de z entre les équations (6G) et (8)
donne cnsuite

(10) (V2— ) (T - @) R —a )= o.
Clest 'équation de fa quartique ;.

Construcrions. — Nous allons construire les diverses

projections pour h = 3, mais sans remplacer dans les
formules X par sa valeur numérique, en sorte gue tout
ce que nous dirons restera vrai pouwr L inferieur a
en valeur absolue.

1° Hyperbole v, (fig. 1). — La construction de cette

hyperbole résulte des remarques faites ei-dessus sur
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son équation. Observons que, dans le cas de k=1, on

a QH = SH, et, par suite, que le point S est un sommet

de 'hyperbole.

fbig. 1.
v X
J
R (Xi \D A
ul_N\/s
C] C a
Q 10
R — E e w
p 8
2° Quar tique vz (fig. 2). — Cest une quar tique uni-

carsale bicirculaire syméirique par rapport a Oz ().

Ig. 2.
A
D
S e
N/ M
Y
——\ —_—
.
{2

Elle 1encontre notmalement cet axe aux points D et E

(s===a) cta cn S, projection du sommet du cone,

un point double ou les cocflicients angulaires des tan-
> A

gentes sont == — == Elle a pour asymptote double la
11— A2

droite z + ha = o ctrencontre Paxe des 7 anx points M

(*) Bien que cette courbe rappelle par sa forme génerale la con-
chowde de Nicoméde, 1] ne faut pas la confondre avec celle-ci. Pour
la conchoMde de Nicomede 1'asymptote double, <1 1 on conscrvart fes
points D, E, S, serait Vaxe Oy lui-méme.
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et N (y == a) ou les cocfticients angulaires des tan-

A
genles sont oo 5

3° Quartique y. (fig. 3). — Ceute quartique, symé-
trique par rapport a Ox qu’elle coupe normalement
A—1 P .
en D<x=—-a et en E(x=s——a); a un point
A+ A—1

double & Porigine ot les tangentes ont pour coeflicients

i, 3

T

angulaires = /1 — A2, Elle admet une asymptote double
aune branche imaginaire (x + @ = o) et deux asym-
ptotes simples qui sont les paralléles aux tangentes a

[ . . 202a \
1 origine menees par le pomt F ) =0, X =— )

=
Elle est tangente aux bissectrices des angles formés par
les axes aux points ou elles sont rencontrées par la
droite x = a, projection du cercle, ce qui était évident
a priori.

Les projections des génératrices communes coincident
avec les Langentes a Porigine.

Discussion. — L. Projection sur Oaxz. — Quel que
soit A, la disposition générale de Phyperbole reste la
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méme. Elle passe constammentau point C et son asym-
ptote ¢v est lixe. I n’v a a considérer que les valeurs
limites =0 ¢t A = cc.

Pour i = o, la droite HS comcide avee Ox, Vhyper~

bole se réduit aux droites O et ev, ce qui élait évi-

dent a priori, car, lorsque le sommet est a Vorigine, les
deux surfaces ont en commun les bissectiices des angles
des axes Ox 1 Oy, le cercle donné et son syméirigque
par rapport a O, ce qui donne en projection deus fois
Paxe Ox, la droite AB et sa symétrique de par rappori
a O.

Pour 7 = o, la droite 1S estrejetée a Vinfini, et 'hy-
perbole se réduit a la dioite AB, déja comptée une {ois,
et a la dioite de Pinfini. Ceel est dgalenment évident
a priord, le one se réduisant alors & un plan double
mené par le cerele.

L. Projection sur Oy z. — 1* Pour %= o, la dioite
double S¢ se confond avee Oy, la quartique se décom-
posc en Oy pris deux fois ct le cerele dja compté une
fois. On a donc en tout quatre fois Oy ct deux fois le
cercle DE, ce qui était évident a priort, car. en outre
de la remarque déja fuite a propos de la projection
sur Oxz, on peut obseiver que les deux surfaces se
raccordant le long des bissccuices des angles que
font Ox et Oz, celles-ci doivent éure considérdes comme
des droites doubles de Pintersection.

2° Pour 0 <<% <1, on ala courbe de la fig. o.

3° Pour A =1, la droite St passe par le point D ; en
outre, Udquation (9) se décompose en

I Q=0
cL
Iz —ar—{(s -ay —o,

. ’ .1 .
cissorde de Dioclés ayant un point de rebroussement
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en D on elle est tangente 4 DE et asymptote a la paral-
lele a Oy menée par E. La projection comprend donc
alors la cissoide, le cercle, la paralléle & Oy menée
par E et la paralléle 4 Oy menée par D, comptée deux
fois.

3* Pour A > 1, 'asymptote double étant extérieure a
Pintervalle DE correspond & une branche imaginaire.
La courbe est fermée. Elle ne cesse d’ailleurs pas de
passcr par les points M et N ainsi que par les points D
¢t E ou ses tangentes sont paralléles 3 Oy,

4" Pour ) = =, la droite double St est rejetée al'in-
fini, la conrhe (9) devient

)=z —a’r—=o

On a donc quatre fois la droite & 'infini du plan et
deux fois le cercle DE.

Y. Projections sur Oxy. — 1° Pour % =o, les
droites Ou et O¢ comcident avee les bisseetrices des
anglesede Ox et Oy La courbe (v) sc réduit a

(r2—y2)(xr +a)r =o,

¢’est-a-dire aux mémes bissectrices ¢t a la droite G
prise deux fois. Somme toute, on a les droites MN, Gy
et les deux bissectrices prises toutes quatre en double.
Cela résultait, a priori, des remarques pré(‘édontes.

2° Pour 0 << % <1, on a la courbe de Ia fig. 3.

3° Pour W =1, les droites Ou et Ov¢ coincident
avec Oy qui compte, dés lors, comme solution double
de méme que MN. Quant a la quartique, elle se réduit

a sa branche de droite qui devient parabolique et pré-
sente en O un point de rebroussement avee Ox pour
tangente.

4° Pour % > 1, les points D et E sont du ¢oté des x
positifs, les asymptotes sont devenues imaginaires, ainsi
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que les droites Ou et Ov. On a une courbe fermée tou-
jours tangente aux bissectrices des angles des axes en M
et N.
5° Pour ) = w0, I’équation (10) se réduit a

x2(x—a)r =o,

ce qui donne 'axe Oy, solution double, et la droite MN
comptée deux fois, en outre des deux autres fois ou elle
intervient en tant que projection du cercle.

Quant aux droites Ou ct Ov, elles coincident alors
toutes deux avee Oy,



