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[A31] [G6c]
SUR LES RACINES DE L'EQUATION = = a®;
Par M. E.-M. LEMERAY.

Dans ce qui suit, je me propose de montrer que les
racines de I’équation

r = a*

sont les valeurs vers lesquelles convergent certaines ex-
pressions déja étudiées ('), et que 'on peut considérer
comme représentant symboliquement une suite de sub-
stitutions uniformes particuliéres. L’expression

mli

a
est dite la surpuissance m*™° de a, 'initial étant 7. Elle
représente I'expression

al

a-
a E]

dans laquelle @ est écrit m fois; m est I'exposant de la
surpuissance. Occupons-nous d’abord des racines réelles
de I'équation proposée, qui peut encore s’éerire

rt'=a.

1
Considérons la fonction y = x*; nous avons

%i-

r

Y = —=(—Lz).

&lﬁl

(*)\Sur les jfonctions itératives (Association francaise pour
l'avancement des Sciences, Bordeaux, 18¢5).
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La dérivée scra nulle pour x =0, pour x =¢ et
pour x = .

Quand x est plus grand que 1, y est plus grand
que 1. Quand x est compris entre o et 1, y est aussi
compris entre o et 1. De plus, pour x =1, 3’=1. Par
suite, la courbe qui, en coordonnées rectangulaires, la
représente, est tangente a OX pour x =o; quand x
croit de o a 1, ses ordonnées croissent de o a 1; pour

x =1, elle est tangente a la Dbissectrice des axes.
1
Quand x croit de 1 a e, les ordonnées croissentde 1 4 e*

valeur maximum ; enfin, guand x croit de e a o, les or-
1
données décroissent asymptotiquement de e A,
Par suile, quand @ est compris entre o et 1, I'équation
admet une racine réelle comprise entre o et 1; quand a
1

est compris entre 1 et €, il y a une racine réelle com-

prise entre 1 et e, et une deuxiéme racine réclle com-
1

prise entre e et oo; pour e =¢’, il y a unc racine
double dont la valeur cst e.
Prenons d’abord le cas
1

1< a< 67,
et considérons 'expression

m
a

4

On a idenliquement
1\e
(e“) =e.
1
Si je remplace e° par le nombre plus petit a, Jaurai

a¢ < e. Elevons a a la puissance exprimée par les deux
membres de cette inégalité, nous aurons unc inégalité



de méme sens

a L ae,
ct, en général,
1 {'e a2 e mie
Le>a; >ap ...>a .
mle

< . . .
Donc « | décroit quand iz augmente. Je dis mainte-
nant qu’il tend vers une limite; on a identiquement

/1N
= (u” =u,

u étant la racine réelle comprise entre 1 et e. Si je rem-
place I'exposant u par un nombre plus grand », j’aurai
a% > u. Or le premier terme de la série ci-dessus est
plus grand que u; donc tous les autres seront aussi
mle
plus grands que u; a| tend done vers unce limite;
cette limite ne peut &re que w, car si clle était u’iu,
on aurait a* =u'; ccla ne se peut, caril y aurait une

deuxiéme racine réclle comprise entre 1 et e; donc

m

Iim a

= U.

1
Soit encore 1< a < e’ et considérons Pexpression

—mj|e

«

L’exposant négatif (') représente symboliquement
I'opération qui consiste a prendre le logarithme, de telle
sorte qu’il v a équivalence entre les expressions

—1]e
« ct logge,

A}
(') Loc. cit.



( 351
et en général entre les expressions

—mle
. }
a | et logglog,...logae,

ou le signe log, figure m fois. On a identiquement

1\e
<e"> —= e ou

log je=e.
ee
1
Si la base, au licu d’¢tre ¢, est le nombre plus
petit @, le deuxiéme membre devient plus grand que e,
et l'on a

logae > e, logglogae >logge, ...,
ou
—1

e «

e —mle

el a

D’autre part, ces valeurs ne croissent pas sans limite,
car, si I'on désigne par U la racine comprise entre e
ctoc, on a

U=ab,
¢’est-a-dire
log, U =LU.

Si, dans le premier membre, je remplace U par un
nombre plus petit, le deuxiéme membre sera plus petit
que U, donc tous les autres termes scront aussi plus
petits que U :

—(m—1)|le —m]|e
a < a < U;
—mle
a croit done en tendant vers une limite. Pour une

raison analogue a celle du cas précédent, cetie limite
ne peut ¢tre que U; done

—mle
Iim  « = L.
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Soit maintenant o < a << 1.
m|i
Lesvaleursde a | , l'initial i étant quelconque, mais
réel, croissent et décroissent alternativement. En effet,
soient trois valeurs successives

; 2 al
al, a%’, a?”.

Je dis quc si @l est plus grand (ou plus petit) que a@,
1) . . ;
a%? sera aussi plus grand (ou plus petit) que a?t. Par
hypothese
al > (ou <)ad";

mais, @ étant compris entre o et 1, on a

aai < (ou >) aaal;

c’est la proposition 4 démontrer, et elle est démontrée

généralement, puisque, étant indépendante de I'initial,
nli

on peut remplacer i par a

conque.

. n étant un entier quel-

mli

Les valeurs de «a

correspondant & différentes va-
leurs de m de méme parité, croissent (ou décroissent)
constamment. Il suffit de prouver que, si

. 7
at < (ou >) at® s

on a aussl
3

a

f 5
<(ou>)a

i

En effet, de 'inégalité qui exprime 'hypothése, on
tire

2

a

t

i 4
>(ou<)a

2

puis I2 proposition a démontrer; ct celle-ci est démon-



~a oy

553
trée généralement pour la méme raioon que tout a

I’heure.

1 . I
Cela posé, prenons le cas de a compris entre — et 1;
ee

. . I ~ oy . y
la racine est comprise entre Set 1. Considérons l'ex-

pression
1

m:¢

a

quand m prend les valeurs o, 1, 2, ...; clle prend les
valeurs

1 1
i - e
- at, a%, .
p
Posons
T
(0 == =—
e

a dtant plus petit que e; on a, pour les valeurs ci-dessus,

s e

[

Comparons leurs dénominateurs ; on ad’abord ¢ << e;
le deuxi¢me terme est done plus grand que le premier;
il en est de méme du troisiéme, car, d’aprés une pro-
pricté déja signalée, on a

1 K
a* < e’
on en lire
” o
« = o
o< e ou e <1 et e ‘<el=c¢,

Par conséquent, aux valeurs paires ¢t croissantes
de m correspondent des valeurs croissantes de 'expres-
sion considérée; aux valeurs impaires, des valeurs dé-
croissantes, mais toujours supéricures aux valeurs

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Décembre 18¢6 ) 36
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croissantes : ¢’est une condition nécessaire pour que les
unes et les autres tendent vers une seule limite 5 mais
elle n’est pas saffisante, car les deux limites pourraient
¢étre distinctes. Il ne peut d’ailleurs exister plus de deux
limites, car alors, évidemment, ’une ou I'autre des lois
d’alternance ou de croissance, signalées plus haut, nc
serait pas salisfaite.

Dans notre cas, les deux limites se confondent; en
effet, si les deux limites p et ¢ éraient distinetes, on

aurait
aP = q, ﬂ’l::]), d’ou 1)1": q’I_

Orla fonction y = a% est égale A 1 pourr = o ctaxr = 1;
sa dérivce étant
y'=x*(1+ La),

.« . . 1 . .
le minimum a lieu pour x = o il faudrait donc que
.. " . 1
I'une des limites p et g fut comprise entre o et -, Pauwre
e

1 . 3y
entre - et 1. Comme les valeurs fournies par Pexpres-
e

1

¢

m
. . .. T .
sion a | sonl loules supérieures a 52 celle expression

ne pent tendre que vers une seule limite, qui est la ra-
cine de notre équation.

. 1 . .
Quand a est p]us petit que i la racine est comprise
1

—m ’“

1 s 1 ’ . . '
entre o et - Cousidérons 'expression « |; comme
plus haut, on verra qu’alors, aux valeurs paires de m,
correspondent des valeurs décroissantes toutes supé-
rieures aux valeurs croissantes qui correspondent aux
valeurs impaires de m, et que les valeurs obtenues

tendent vers une seule limite qui est la racine.



(355)
On peut donc conclure que les racines réelles sont

les valeurs limites correspondant aux quatre combinai-
sons des signes de I'expression

+m|e*!

savoir

——silfona o< a< —, - 1
(’L’ .

veil'on a1 < a<e’

1
- — » — a1, —_

La surpuissance pouvant étre considérée comme un
algorithme fondamental, faisant naturellement suite a
ceux de I’addition. de la multiplication et de I’élévation
aux puissances, les racines de notre équation se trou-
vent exprimées en symboles fondamentaux. C'est un ré-
sultat analogue & celui par lequel on exprime la racine
réelle de 'équation et = K, savoir

/o1
r =limm (l\’—"— l/).
1

Dans le cas 1 << a <ef et en ce qui concernce la plus
petite racine, nous aurions pu suivre une autre démon-
stration. M. Kcenigs (') a mountré que, o désignant une
racine de I'équation x — f(x)= o0, la subsutution
[z, f(x)] peut tendre vers « si f(x)est holomorphe au
point a, etsil'on a mod <dﬂw)> <1. Quand on inverse
la fonction, on a en général une fonction non holo-
morphe et, par suite, plusicurs déterminations. Pour

couverger vers une seule limite, il faut prendre seule-
ment, parmi ces derniéres, celle qui est contenue dans

(*) Sur les equations fonctionnelles (Annales de U’Ecole Nor-
male, 1884-18835).
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le domaine du point z. Le théoréeme de M. Koenigs
s’applique au cas signalé et, avec cetle restriction, nous
pouvions I'appliquer aux autres cas; pour ceux-ci, bien
(que la fonction logarithmique ne soit pas holomorphe,
nous avons eu convergence parce qu’elle n’a qu’une
seule détermination réelle. C’est la méthode que nous
suivrons pour les racines imaginaires, dont I'étude fera
I'objet d'une prochaine Note.



