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[U3]
SUR LE PROBLEME DES TROIS CORPS;
Par M. D. GRAVE, a Saint-Pétershourg.

Le probléme qui consiste & déterminer le mouvement
de trois corps s’attirant mutuellement en raison directe
de leurs masses et d’une certaine fonction de leurs dis-
tances réciproques, se raméne, comme l'on sait, a la
résolution du probléme du mouvement de deux corps
s’attirant mutuellement, et attirés vers un centre fixe,
avec des forces proportionnelles a certaines fonctions :
1° de lcurs masses; 2° de la distance entre ces deux
corps ; 3° des distances des deux corps au centre fixe.

Nous parvenons ainsi a la considération d’un systéme
de douze équations du premier ordre :

dr  oH dy  oH dz _ oH
dt T o8’ de T T o dt o
A ol dn _ oH d7 oM

T =0 rar A il
dry  oH dy,  oH dz; _ dll
it U et U At ot
dt, oM dry ol de, oM
Nk A A T e

ou
H=U— (B )= oo (b n o+ 0D

U éant la fonction des forces; m, m, les masses de
deux points; x, ¥, 2z, Xy, ¥, %, les coordonnées des
points; £, 1, &, &, 0y, &y proportionnelles aux projec-
tions des vitesses des points sur les axes des coor-
données.
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M. Bertrand (!) introduit des variables nouvelles :

U=+ y2+4 32, uy =z} +yi + 54,
=& +Yyy1 -+ 33,
v =E24 72+ 12, = ’2

9 9
vy =52+ 7% + (3,

— L I — : -~
W—.’Ii‘S YT 38, Wl—.’l‘lsrﬁ—_}’j'f;r‘}—uh:l,
[ 4 o ~ v ok o
r=ofyin+5t n=ah - yn+ 58,

—_ . S ad
s = E§l+ 7M1 G

Une de ces dix variables est une fonction des autres,
car I’équation

u q wor

. ¢ Uy r Wy

D= 7 =0
W r 14 S
ry Wy, S (3]

est satisfaite identiquement.

Les variables de M. Bertrand satisfont aux équations
différentielles suivantes (2) :

du 208 duy 2004 dg r r
_— = — —_— = — _—_= — —_
dt m’ dt m; dt m my
dy dy, .

— = 22w+ 28, —— = 20, Wy 237

dt 2B dt H@LE 2B,
dw v dw, V1

= — b = — U+ B¢

dt m B, ot my v R
dr LA Bu dr, s + — Bu
— = -+ el

dt my 7 b dt m 17 !
ds

==y r+ar+g(w+w

dt 1 ri( 1)7

ou a, 2, 3 sont des coeflicients qui dépendent des forces
ct s’expriment par u, wy, ¢.

(') BERTRAND, Mémoire sur lintégration des cquations diffe-
rentielles de la Mécanique (Journal de Mathematiques pures et
appliquees, t. XVIL, p. 32).

(*) Bour, Journal de I'Ecole Polytechnique, XXXVI* Cabier,
t. XXI, p. 35.
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Nous nous proposons ici de résoudre la question sui-

vante : trouver toutes les intégrales des équations de
M. Bertrand indépendantes de la loi des forces.

Soit I'intégrale cherchée
V(w, uy, 0, 00, 0, 0, 0,01, ¢4.8).

La dérivée de cette fonction, prise par rapport au

temps, doit s’annuler a cause des conditions du pro-
bléme, ce qui donue

AR JV v av o
— — Y —— —— Wy — — (2% — 237
qu m Juy my Je !

Al 2%y W +2 31y (- il
e o 2 By ) — [ I
r)vl( e o og \m T om
IV/e p IV [ o)
— —(— 4 au—+3 - = 2y B
()w<m TER)m Jw, (m, H ﬁl)

IV / s y oV ( s g
- — — ¥ Ly )= — | — — %1 ¢
- or my B ) ory\m g u)

-+ '—; [oayr —+ar -+ B(w+ wy)] = o.
U

Pour trouver toutes les intégrales, qui soient indé-

pendantes de la loi d’attraction, il faut égaler a zéro sé-

parément les coefficients des «, «,, @, ainsi que le
terme indépendant des forces.
En posant

Y A% - aV A%
= — e 0 = §—— — =
a=2% o Jdw dry r Jq !
P Z2AY Ay A% ) ov
) == 2.0 m -+ ¢ r)tt'|+s7)7 -+ 5{}:

nous obtenons le svstéme de quatre équations

1 1

—_a = — b = O,

m nm,

% A% A o
2o T Y gy Ty O

oV N A% A% ., oV o

B P —— —_— (] — fe— =
29 ¢y i Jdwy y Js ?
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N oV oV oV
et (e 2
9y oV oV Y

( +u‘7)’—‘+u;)—;l+(w+w1)5;=o.

En combinant ces équations deux a deux, au moyen
du symbole de Poisson, nous parvenons au systéme
complet suivant :

a = o, b =o, (2)=o, (3)=o, (§)=o,
. 2% )% A% oV oV oV
(3) 2uw—— 2&)7—%—1‘,7'1— I'E; +97q——37)?:0’
(6) 2u (}—V-— ov I'(E—I‘ﬂ-*— ﬂ—so—vzo
Y ou, ’0, T Yory qt)q s ’
A% LAY oV
‘ <<)w ()(v1> (wi—w) 5o ory
(7) s Y oV oV
( +2q‘0;+ 0(/ ;)E—Vd‘g:(),
oV oV Y
‘7 — >+(w—w,)-
(8) t)w i )
, -+ 2 ﬂ-l—ua—v—fzsﬂ-—vﬂzo
\ " o, dg Jdv ' 0s ’
A% A% ov oV
"er—u:—l—Qrgd—u‘—i—S(a—“:-FTvl')
LU oV oV oV
( +V:)7+QIOT',+(W+W1>—()_(;:0

Voici la Table des valeurs du symbole de Poisson :

a. b. (2). (3). (-
Aovnnnnin. o o (5) o (7)
Ooooooo... 0 o 0 (6) (8)
(2)veennnn —(5) 0 0 o o
(3).cvnnn. o —(6) o 0 o
(4) vnnen. —(7) —(8) o o o
(5)ceennn. 2a o —2(2) o —(4)
(6).oovn.. o 2b o —2(3) —(4)
(7)ecnonee o (9) —(4) o —2(3)
(8)..vn.. (9) o o —(4) —2(2)

(9) . vvvn.. 0 o (8) (7) (3)+(6)
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(5). (6)- (7) (8). (9)-
Qv —2a o o —(9) o
/N o —2b —(9) Y o
(2) eevnnn. 2(2) o (4) o —(8)
(3)evnnnns o 2(3) 0 (4) —(7)
(4) e 4) (4 2(3) 2(2) —(5)—(6)
(5)cvnnnn 0 o 7) —(8) (9)
(6)uvnn... o o —(7) (8) (9)
(7) cerinns —(7) (") o (5)—(6) 2a
(8).ovnnnn (8) —(8) (6)—(5) 0 20
(9) vevennn —(9) —(9) —2a —ab o

Montrons que le systéme ci-dessus admet une inté-
grale compléte au moyen de la méthode de Bool-Kor-
kine. En intégrant l’équation @ = o, nous parvenons
au systéme

2w

I
l
l

du _dw _dr, dg
- -

Les trois intégrales indépendantes sont
uy — w? = 2, WS — Pry = dy, rry—gqs = a.

Introduisons les nouvelles variables o, a,, o3 au lien
des anciennes u, w, 1y, q,

V= W(ay, %, 43, Uy, 01, w1, 9, 1, §).

Les autres équalions se transforment en un systéme
nouveau

W OW oW _

(11) 2W1£‘I‘+V|(—’;"+S or = 0,

(23) zvﬂ-i—r(—)v—v _|_80__W_+420VV=O’
oy or Js 0y

B)  wsw g, DV_artar iV _,
0%y ds s or

(4) 2w oW oW —l—rﬂ dyr =+ az0 OW — 0
M Yoo, T M5e; s v Ty o L ”
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/ JIW JW L7 g0 OW
28 —— + 1r— Q——
ey Jewwy s day
A\ oW
(5) - +((X1£—IS)T):‘2~+V—E-
( Ayl 0(30) A\Y
+— |y s—wyr+ ———\ — =0,
. K] Jday
o r)\y o A\ Ay P 4 Az 0 AW ALY
T o "2 00, s ow AP
AN ow oW
6 Xy — J— haAS
(61) ¢«  +wyo praaa el 01“*‘["“2 (2 =+ az)] U
( ( dyr —+ oz OW
+(rag— w09+ wy ——2~ ) — = o,
| 5 ] Oy
(- ou i",V o A\Y . oW q()\V A
71) l’l)u, 2 Yooy T —();‘——'T).TH%?);;—O’
oW A\% NV oW
s A - O —— — %%y ——
8,) dw Jar Juy ER
o ( —i—(s?—(‘v)(&\z “+ (0 r—wys a)()\v—o
\ Yo% 1 1 Von T O
u W —oew oW p 227 %Y AN +ose IW
2()u', MR B s 0wy L”—()(—‘
(o) ) oW N W oW
91 +V“Ts = 28%) 9, +11S*012
’ < Ay 7+ a30) OW
+ (s —wiag+ g —— ) — =
\ /] 0ay

Fn intégrant I’équation (1), nous parvenons au sys-

téme
duy dwy _ dr

20, [ s

Lies deux intégrales indépendantes sont

o, — wi =8y, wis — o r = Ba.

Introduisons, au lieu des variables u, v, 7, les nou-
velles By, B,

W = Q2. 23, 23. 31, Ba. 0, 04, 5).
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Le systéme transformé aura la forme

(1) . 0Q —a 0Q 0Q 0Q
! dv % 0y
0L 0Q L %309 B. 0Q

(2 Sy — Ay — —— = 0
) Oay s s 983 ’

0Q 0Q o300 — %y By 0Q
3 B, = i T Ay T
(32) S'z)@, B s - s 02y

= 0,

0Q 0Q 0Q 0Q

(42) 2“10—“;‘4—(12-@4—@2@‘1—5&:0’

1 9Q 0Q 0Q
‘ .!.(S()—V —7—418(20— —+ 013>

_‘_13091—‘“2@2(209 +£>
( s N TR

Q 0Q 0Q
+ 90— + S+ ~— | =0
L os 2 <012 ()132> ’

o [ 02 00 g (402 . 02
a2 - 2 )+ e e —
T \)011 013) 2 1<20?1 * 013>

Q
[ 2y Bo+ 00y (2 + 43)] T
R

[qriz—'—vv‘(pl—o—ag)J:él o,

00 0Q Ay 00 — %5 B 0Q 0Q
(5 i) =T 0 )
(72) ' o (02 00 00 oo 00
{ y;(()—l) 0$>+2v1 vl—l—T:};—«o,

| 0 (v35, + 52

(8:) 00 90 000
( ~+ 2, <201 + o )—l—(ov, )<d¢2 032>_ o.

Soustrayant de l'équation (1) P'équation (4.), nous
obtenons ’équation
0Q 0Q N
0 — 9 =

qui donne l'intégrale v, = L.
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Introduisons, au lieu de ¢vy, la lcttre /; nous obtenons

le systéme
Q= W(ay, %y, %3, Bn @2, l,s),

o owr owr
(13) 101-1- 2—+,320p s—s-__—o,
ow o owr
(23) szng—————ags—d— +(agl—12'§2)mzo’

P
(33) 523103 st s +(aal—azﬁ )t) =o0

ow 0‘V> 4 O\V
oy 2011 -+ ‘g; Bz ( B

(43)
d\IJ ()lD‘
— 52 —
“+ (I s)( ap) o,
or 10T a3l — ay By [/ OW oW
; szl—d—l——r;—(}s——l——-——-sa (2(—10(—1_‘—0_13)
(Ja)e VB ( ow oqr) 3 oV W) —o
"\7 0By *\0ay a;sﬁ)"
(0[&4..1.‘?‘_.]_4_1 29_1{_*_(&
G ) s ds P\ "0, T Oy
()3)? Lasl— By 0T oW d\v o
+ ——-———‘52 <2b~(3—l'+5—1—3 -+ a3 (’p
( v v
2157 Gt )+ B (2 +5—>
23
o d‘U\ r
73) ¢ +°‘2Bi( op )+[“2Bz+l(°‘1+aa)]d
( +[12§2+({31+a3)l]d{—;’9=0

L’intégration de I’équation (1;) donne trois solutions
indépendantes

>
i
| ~
-
[~
I
|R
©
<
il
w[5°

Au lieu des variables ay, 3., {, s, introduisons les
nouvelles A, i, v;
»

U= 6(ay, 23, plv S @y v).
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Aprés la transformation, nous aurons le systéme

08

(14) 9){4 —+—(a|—1-p-2)—+ 37\0 =o,
(24) 2)\H5):-+13)\5;+(p‘+v)w =0,
00 08 00
(‘(l—)\)<2)\x+115;>+(p——)w)z,—;
(4+) ' ) 00 08 )_W)< oe)_o
+J]<2d—11+073>+(’13\ dﬁ, 013 =o,

(0(a 22w @) (a2 20
(3) VP 0a T o 258, * oug
T

3 00 09)_0
+(~-—l)< H+E =0,

%8 %8
(=0 (25 M )+ e

- (agh — ) 09 00 p< 00 06> o
( 3 - 22)71- ‘)13 2dp 0%, =0.

L’équation (1) donne

(54)

d\ dyu. dy

2hpE o+ p? o azh

Les deux intégrales indépendantes sont

A . o3 A
E= — 0= ———— —
o+ P2 o)+ W2
Au lieu des variables X, wu, v, introduisons les nou-

velles ¢, ¢
6 = U(ay, 2, P1,8,0).

Aprés la transformation, on a

(15) 250%[14—(0?—*21,4 -+ B1) D:o,

(s , U f)U+oc-(zd—U——i—ﬂj—)—?aid—u--—581—)-9—o
%) 25 o TR\ 20, T om) T2 % =

(35) ‘( géj 0U>+[a Ay ag— (% + A3) + 1] ;3 =o.
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Intégrons la premiére équation (1;)

dz dc
veg | 02— z2ay a4 fy

L’intégrale sera
82+ By

—_— 2
A——:.llll——

Au licu de ¢, ¢, introduisons A,
U = H(zy, a3, 1, A).

Apres la transformation, nous aurons

ol on oH
(lr,) )Z)‘Z ‘+‘?);;+2(.Sl'—-"13)75 = 0.
o o o
6 70—“?)1 l);;‘**—l 1+1;)5A~ = 0.

Intégrons I'équation (1),

dx, _ dxq d\

2 1 (B
On aura deux intégrales indépendantes
oAy — 223 = 1), A—at—2Bi03=12
Au licu des variables «y, 2,, A, prenons § et g,
H=®(3,0,p).

[Faisons la transformation, et nous aurons définitive-

ment

b ob

0P
- —_— e —— ——3 _— =
(15) 77 3 -+ (0 ii)dr" o,

Pour intégrer cette derniére équation, considérons le

systéme
A3, db do

TS T =R

A
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Les deux intégrales indépendantes sont
C=8+0 D=CB—pi—p

Nous obtenons ainsi la solution compléte cherchée du

systeme en question
V =1(C. D),

ou IT est une fonction arbitraire.

Il ne reste plus qu’a exprimer les quantiés G, D au
moyen des variables de M. Bertrand.

La fonction C se détermine aisément
C=f+0=+p—2ag=uw— w4+ v,—ai—o(rri—gqs)

ct représente, comme il n’est pas difficile de s’en con-
vaincre, la somme des carrés des intégrales des surfaces.
Pour déterminer la fonction D, nous avons les rela-

Ltions
D =08,—3p, 0 = a; — 245, =3 —a}—Ba,
Ng
5 05— 13
A=ayujs 4+ ——>
) ay
T = . = M
ay =+ 12 Ay 4+ w2
N 2 Bs
A= = o= — v = =, ! = vp
52 ! s s 1
n ___ 2 [0 p— N j— 2
1= v — Wi, Pa=w;s — o7, Ay == UY — W2
Ay = WS — Ory, A= Irry—qs,

d’ou 1l vient

g u r w
D= .
w r v s

rowyp s v
Ainsi, nous voyons que les équations de M. Bertrand

n’admettent pas d’intégrales indépendantes de la loi des
forces autres que celles qui sont déja connues.



