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REDUCTION SIMULTANEE DE DEUX FORMES QUADRATIQUES
DE TROIS VARIABLES A DES FORMES CANONIQUES. AP-
PLICATION A L'ETUDE D'UN SYSTEME DE DEUX CONIQUES;

Par M. H. VOGT, a Nancy.

1. Le probléme de la réduction simultanée de deux
formes quadratiques d’'un nombre quelconque de va-
riables 4 des formes canoniques, en particulier a des
sommes de carrés de {formes lindaires indépendantes, a
fait Pobjet de nombreuses recherches ct a éLé résolu
d’une maniére compléte par M. Darboux dans son re-
marquable Mémoire Sur la théorie algébrique des
formes quadratiques (Journal de Liouville, 1874). Les
méthodes qu’il emploie, par ccla méme qu’clles s’ap-
pliquent a tous les cas, exigent d’assez longs développe-
ments; mais si 1'on se limite, comme je le fais dans cet
article, au cas de deux formes quadratiques de trois va-
riables, il est possible d’arriver rapidement, par I'appli-
cation d’un seul des principes de ces méthodes, a la ré-
duction de ces formes, non seulement & des sommes de
carrés lorsqu’clle est possible, mais encore aux formes
canoniques habituelles. La considération de la forme
adjointe d’unc forme quadratique particuliére suffit,
comme je le montrerai, pour donner les formes réduites;;
le procédé que j'emploie n’a pas le degré de généralité
que possédent les belles méthodes de M. Darboux, mais
il est suffisant pour faire, d’une manitre complete,
I'étude du systéme de deux coniques.
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2. Soient

Sz, y,3)=ax? +a'y*+ a"z2+20ys + 20z + 2072y,
o(x,¥,3) =a x>+ ayy?+ a| 32+ 2b1y5 + 20| zx + 20\ zy

deux formes quadratiques de trois variables; nous nous
proposons d’abord de rechercher s’il est possible de les
réduire simultanément a la somme des carrés de trois
formes lindaires indépendantes au plus, aflectés de
cocfficients particuliers; le probléme revient a chercher
trois formes linéaires
=ax + Py +v3,
(2) y=dzx+ 8y +vx,
? S=dz+ 3"y +7"s,
dont le déterminant des coefficients, que nous appelle-
rons 5, n’cst pas nul, et telles que les formes f et 9 soient
identiques aux formes

(3) t/

| o =mz"25 myy'2+ my3'?,

i
il

Lz + Lyt + 15",

lorsque 'on remplace &/, y', 2" par les expressions (2),
li, Ly Ly my, my, my désignant des cocelficients particu-
liers inconnus.

Si le probléme est possible, il admet une infinité de
solutions, car on peut multiplier 2/, 3/, 2’ par des fac-
teurs quelconques et choisiv arbitrairement trois des
cocflicients non nuls entrant dans /7 et o/, par exemple
lyy s, I35 si Von suppose doundées ces trois derniéres
quantités, le p‘roblémc admet alors, en général, un
nombre limité de solutions, car I'identification des
formes fet o' avee fet o fournit douze équations entre
douze inconnues, savoir les neuf coefficients des formes

2) et les trois coellicients my, my, my.

Nous ne faisons, pour le moment, aucune hypotheése

sur la nature des coefficients des formes S et o;ils
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peuvent étre réels ou imaginaires. Considérons la forme
pf+do = (pa+ra)r2+ (pa' +ra\))yr+...;
son discriminant

wa - hay @b+ Ny b+ 10,

A, )= | wd"+ 0] pa'+ra), pb -+ by

wb b, pb 4+ Wb, wa'+)d

est une forme homogeéne du troisieme ordre; elle n’est
nulle identiquement que dans des cas particuliers dont
nous réservons l'examen pour plus tard; nous dési-
gnons par A, A, ... ses mincurs relatifs a4 pa + hay,
wa' 4, ... ct par A, Aj, L. les valeurs de ces mi-
neurs lorsqu’on remplace % et w par k; et y;. En em-
ployant deux variables X et «, nous avons 'avantage de
n'établir aucune distinction entre les racines finies et

N
P , . N . . A Ao Ay
infinics de 'éuation en X habituclle. Soient pi, -“3, T’

H 2 A3

les racines de I’équation
q

1
—A(h, )= o0}
w

nous POSC[‘OI]S
AQh, 1) = Ag(hy— phy) (A — pdy) (g — phs);

nous p()llV()HS l'l}lll-’ll'(lllcl' immédiatemcnt (] ll’ll]l(? racine

simple ne peut annuler les mincurs du discriminant, car
A(h, )

. , e, 0
clle annulerait la dérivée i dont la valeur est
\

ay A+ A+ A =20, B -+ 20\ B + 207 B";

de la méme manicre, une racine double ne peut annuler
tous les ¢léments, car elle annulerait la dérivée sceonde
92A(h, 1)

on2

3. Supposons que la réduction de f et 9 aux formes
S’ et 9’ soit possible; les deux formes quadratiques
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wf 4+ hoet g f'+ Xy sont transformées 'une de lautre
par la substitution (2); d’aprés un théoréme connu, le
discriminant de la premiére est égal a celui de la seconde
multiplié par le carré du déterminant ¢; on a donc
I'équation

(5) A p)=my—+ pl) (Amy+ pwly) (Amg+ nl3) c2.

Si les cocflicients de chacun des carrés x'2, 2, z/2 ne
sont pas nuls simultanément dans f” et ¢/, le sccond
membre de Pégalité précédente n’est pas identiquement
nul, et il en est de méme de A(%, ) ; mais si f’ et ¢’ ne
renferment les carrés que de deux formes au plus,
i/~ 2o est toujours réductible & un ou deux carrés, ct
A(%, u) est identiquement nul, cas que nous excluons
pour le moment. .

2

.. 2 A
L’équation (4) montre que — —, — —, — —= sont
ny m, mg
PYSED W

M
égaux aux trois racines —, e’ Si deux d’entre elles
l l ’ ) {‘L‘

i . X .
sont dgales, par exemple si ZL est une racine double
1

, . l . 12 X ,
égalea — —Leva — =%, la forme w,y /4 Ay 0 est réduc-
° my nmy b T

tible & un scul carré et est égale a (wy 2y~ hymy)2'?;
pav suite, les mineurs du discriminant Ay, 1) sont
tous nuls; de-la méme maniére, si les trois racines sont

A
¢gales et si =~ est la racine triple, la forme p, f'+ 3y %
1

est identiquement nulle, ct tous les éléments du discri-
minant A(ky, w,) sont nuls Nous déduisons de la que
Pune des conditions saivantes est nécessaire pour que f
et o soient réductibles simultanément a trois carrés :

1° Le discriminant égalé & zéro a scs racines distinctes

2° Il a une racine simple ct une racine double annu-
lant lgs mincurs;

3¢ 11 a une racine wiple annulant tous les éléments.
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Elles expriment que les diviseurs élémentaires du dis-
criminant sont tous du premier degré, d’aprés la termi-
nologie de Weierstrass exposée par M. Sauvage dans les
Nouyelles Annales (1895).

Nous verrons que ces conditions sont aussi suffisantes
et nous formerons eftectivement les formes linéaires x/,
3, 2'; dans le cas ou les conditions précédentes ne sont
pas remplies, nous obtiendrons des formes réduites
simples pour f et o.

4. La méthode que nous emploierons avec M. Dar-
boux repose sur les propriétés de la forme adjointe d’une
forme quadratique. On appelle forme adjointe de

Sz, y,3)=azx?+ d 2>+ a"z2+ 2bys + 20 50 + 20"y

la deuxiéme forme

a 0 0 X
. voa bY
FXY D=1 o 2
XY Z O

dont le développement est
— (AX24-A'Y2+ A"Z224- 2BYZ + 2 B'ZX + 2 B"XY),

en désignant par A, A', ... les mineurs du discriminant
A de [ elle posséde les propriétés suivantes :

1° Si l'on remplace X, Y, Z par les demi-dérivées de
la forme primitive par rapport a x, y, z, on obtient
comme résultat
(5) F( S 1y 3/2) = — A (2,9, 3);

supposons, en effet, que dans la fonction

F(3fa ¥ 3.12)

a b o' ar+b'y+-b's
. o a’ b - V'w+a'y—+bs
b b a’ Vz+by+a's

ar +b'y+ 0z bWVr+ady-+bzsbaer+by+ads o



( 446 )
on retranche des éléments de la derniére colonne ceux
des précédentes, multipliés respectivement par x, y, 5,
ctqu’on opére de méme sur les ligues, on obtient comme
résultat

a O 0
b a b I

. . =—Af(x,¥,5);
O b a o

o o o —f(x,¥,3) \
2° Si le discriminant A est nul sans que tous ses mi-
neurs le soient, la forme adjointe est le carré d'une
forme linéaire; remarquons d’abord que A, A’, A” ne
sont pas tous les trois nuls, car sinon les égalités
NA B2 =,
ANA—B2=aa,
A —B2=4d"A
entrafneraicnt B = B'= B"=o0, ct tous les mincurs
sceraient nuls, coutraivement & 'hypothése; si A, par
exemple, n’est pas nul, on peat metire en évidence le

carré de AX + B'Y + B'Z et poser

S F(X.Y,2)=— C(AX+B'Y + B2
) .
( ——K(a”YZ—i—a'Z‘l—szZ);

si done A = o, I’ se véduit a un scul carré. ‘
3° Si A est nul ainsi que ses minears, la forme ad-
jointe est identiquement nulle.

5. Appliquons ces considérations a la forme quadra-
tique i.f~+ A2 dont nous désignerouns la forme adjointe
par F(X, Y, Z, %, u); clle est égale a

wa—+ray  pb"+ Ad] pb'+ 20, X ‘

v w0+ X0 pa'+hay pb+2xby Y

wh'-- 20y b+ 2hy pd+da] L
i \ Y Z ()'
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d’aprés la premiére propriété exprimée par 'équation
(3), la fonction
F(X,Y,Z 0, )
AL )

se réduit & pf'+ o lorsque 'on remplace X, Y, Z par

B(X, Y, Z 0, ) = —

F(fe+2el), F(pfy+2¢)), $(pfi+ dol).

Nous sommes amenés & transformer la (raction ra-
tionnelle qui entre au second membre, ct & y remplacer
ensuite les variables X, Y, Z par les demi-dérivées
précédentes, pour obtenir une expression simple de
i f =+ do; nous décomposerons cette fraction rationncelle
en éléments simples, et nous considércrons successive-
ment les différents cas suivants :

Premier cas. — Les racines du discriminant sont
distinctes ; supposons que 'on ait

A(h @) = Moy — pdy) (Apa— phg) (hag — pay),
alors la fouction @, décomposét en éléments simples, se
met sous la forme

— FeXGY, 7,0, 1) — F(X ,74a\2”’
(l)(X,Y,Z,],y.):—r(x'\’/’)l"ll' ) F(X,Y,Z, hy, po)

MO —pho 0 A (A — )
— (X, Y, Z, 2y, 1)
N (hps—phg)

ot Pon pose

A=k pa— k) (s — P hs),
Ay =Ag(hapts— paky) (Raps — pats);
Ag=A¢(Agpr— psht) Agpa— p3he);

chacun des numérateurs est la forme adjointe d’'une
forme quadratique de discriminant nul et est, dés lors,
le carré d’une forme linéaire de X, Y, Z ct aussi de x, 3,
z lorsqu’on remplace les premiéres variables par les
demi-dérivées de p.f + ho. Considérons 'un d’eux, par



(M — phy)

r1a—+ha,
w 0"+ A b
10+ Ay 0}

(1448)

exemple le premier, aprés cette substitution; on a

1 "+ )q b”l

pa + Aa)

21 b+ 204

T fe+20%) 2(wfy+ %))

P (pfe+2ek), $(fs -+ 205), 3(/t+gh), Ay, 1]

w1+ b4
r1b+ X1y
a4+ haj
s+ hes)

3 (S +9k)

3 (1fy+29))

F(pfirdel) |
o

si gy n’est pas nul, on peut retrancher des éléments de la
derniére colonne ceux des précédentes, multipliés res-

pectivement par

®

Pt

les lignes; en posant alors

(zys)=—" f

le déterminant précédent devient

ra—+ rnay
AR WY,
21 b4 )\1 b’i

2

P
N

w1 0"+ 2y b

B
x, — fudl
’ m)’, u!
2 2k
— ¢
1 *2 1
b M D,
@210+ X 0y

pra' + A a)

10 4+ kb,

ma’+ hal

Mt — ) T Oy — o) 5
(Apg Hl)ZH‘ (Al }11)2“‘

z ct opérer de méme sur

E]

Ok

(A — H)q)2l~lt
!

P

(Mg — py ™

(Apr— H)\l);}f‘l

y(zys)

ou bien, en supposant par exemple A, 3£ o et appliquant

la formule (6),

_ Qu—pdy)?

Ay

g

,

2 Ly

’
+Bj 2L 4B
2 Ky

+A()‘h f‘l) QJ(Z‘,_}’, 3):

ol )2
Rl
21

¥ désignant une certaine fonction de x, y, z, dont le
cocfticient est nul dans le cas actuel.
Si %, n’est pas nul, un calcul analogue donne pour
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valeur du déterminant

_()‘”1-1‘1)‘1)2( / B'l fV .f’: )2
2)\ 2k o)

A + B
-+ A()‘h 111) ‘h(l‘,)’, *’)»
dans tous les cas, quelles que soient les valeurs de A,

¢t py, on peut écrire

() FL3( S+ 20r), 5( Sy + 20)), 3 fi+20k), A, ]
| =—c (A1 — phy)222 -+ Ay, ) Y (2, ¥, 3),

¢y étant égal a =1 et a2’ désignant 'une des formes
linéaires
Ao+ Bl 4 Biol Ay fL+ Bl fi+ B /L
b —_ 3
2}11‘/;11\‘ 2)\1\/21.’\1

nous introduisons le coefficient ¢, afin que x' ait ses

coefficients réels lorsque les cocfficients de f et o ainsi
que Ay et gy sont réels.

En répélant le méme raisonnement pour les autres
numérateurs des fractions simples et désignant par y'
ct 2’ des formes lindaires analogues & x’, on arrive a
I'équation

2
pfHre =g (Apy— p.)\,)%—‘-

2
+ea (Mg — m).{j + (s — ph
En séparant les coefficients de X et de u, on obticnt
la réduction simultanée

‘ & )\, @ e Ao v'2 gz h332
f= — ,
Ay Ay A

L Ep®? | ey ey 3
(cp———l— VR vt v

(8)

Les formes linéaires x', 3/, 2’ sont bien indépen-
dantes, car sivon le discriminant de pf -+ )Xo serait
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identiquement nul, contrairement a hypothése; en les
multipliant par des facteurs convenables, on peut les
remplacer par des formes &, 7, { telles que 'on ait
‘ f:_ )\152— )\2712'— )\3C2,
o= il pand+ sl

T

(8

Je vais montrer que la décomposition ainsi obtenue
est unique, c’est-a-dire que des formes linéaires satis-
faisant aux équations (3) ne peuvent différer des précé-
dentes que par des facteurs constants; nous avons vu,
en effet, que — 3 y — ~[2—7 Y sont identiques a )‘_‘,

my mo my 1

o As . , . .
=2, =25 on peut des lors ramener toute réduction simul-
M2 M3

tanée de fet 9 ala forme

(9) (f=— M2 dan— 0e,
: | X

o= w42 w1

Pidentification des formes (8") et (9) donne les équa-
tions
MEE—E?) = ha(n2—1"2) + (L= {2) =0,
(82— E2) + e (2 —10"?) + 4 (2 —L2) =0,
d’ou

<

‘5 ' ;
f2__ g2 n2—1? 72

)\ﬂi;\— P-z)\:z hy .’*1—‘1**)\1 7y

si les numérateurs ne sont pas nuls, ils sont décompo-
sables en un produit de deux facteurs lindaires ; en dé-
signant par le produit PQ de deux formes linéaires la

r »
valeur commune des rapports, §+5 ct & — £, et, par

suite, § ct ¥ s'éxprimenl linéairement au moyen de P
et Q, ct il en est de méme de 7, 1/, §, T'; par suite, les
formes &, n, { ne sont pas indépendantes, ce qui est im-
possible; il faut donc que les numérateurs soient nuls,
ce qui c:ntraiuc les équations

V=t q=1, U==%1

A -
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6. Deuxi¢me cas. — Le discriminant a une racine
simple et une racine double n’annulant pas les mineurs;
supposons que 1’on ait

AQh ) = 3(Apr — ph)2 (s — phy).

Nous pouvons toujours mettre I'(X, Y, Z, %, 1) sous
la forme

§ H(Aps— ph;)?
I+ KQuui— ph) (s — phsg) + Ly — pig)?;

(10)

les coeflicients II, K, L sont respectivement égaux a

F(X,Y774~)"7 PX)

()uHs—Pq)s)""
[) OF (X, Y. 7 hy, ) dF(‘(,\"Z,)\,,g.L,)]
P '3 . 3 -

-+

(113 ) Ohy 0y
(Fyps— ryhg)? ’
’ F(X,Y, 70 py)
\ (Mg — k)t

nous cn concluons que la fonction ®(X,Y,Z, %, 1) est
décomposable en éléments simples de la facon suivante :

F(X,Y,2,0,0)  —F(X, Y, 2,04, 1) (hpy—vhy)
- A(A, @) - A= ph)t
. OF oF
SO T — FXUY,Z A, )
TN (b — gy SO — pha)

en posant
A= Ag s — i hs)
Nousavonsmaintenantaremplacer X, Y, Z parles demi-
dérivées de p f + Xo2; nous savons que I'(X, Y, Z, %y, 1)
et 19X, Y, Z, Xy, p3) deviennent respectivement

— 2 (A — phy 222, — (Mg — phy)2s?,

2’ et z' élant deux formes linéaires particuli¢res; pour
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, . oF oF \ A
déterminer les valeurs de —— et — aprés la méme sub-
oAy oy
stitution, on peut prendre simplement les dérivées du
second membre de la formule (7) par rapport a iy et ;3

OA(Xq, py) t OA (A, py)

comme — 5= e P sont nuls d’apres les hy-
pothéses faites, on aura simplement
JoF oF '
‘ hs W -+ 113@ =— ¢ (A — phy) (Aps— pd;) 22

or' ox'
— o5 (A — A )22 (hg = + Py —
25 (A — 1 [)x<)30)\1+‘150w>;
d’ou, finalement, on obtient la décomposition de

wf+ 2o

2
pf+dg=—ze (dpg— (J.)\;,)‘TA-—
1

< x' o.x' ox 5'2
— g (A — :.L)\l)—A—l <l3 o -+ 3 (7‘1—1> 4 gy (g — [*M)Il"

ct la réduction simultanée suivante de f et de o, ou
nous avons posé pour simplifier

, ox' ox'
Yy = )\35)\—1 +l*35;!
ey hyar'? a2z M’y g3h33'2
‘ = 1 A3 L 2EaMETY s
a3 A A A
( —- 21 H';‘T'Q 25 le")" 4+ €3 }135'2.
¢ Ay Ay Ay

Les formes x/, 3/, z' sont linéaircment indépen-
dantes, car sinon le déterminant de uf -+ )0 serait
identiquement nul; en les multipliant par des facteurs
convenables, on peut les remplacer par des formes E, n,
¢, telles que Ton ait

J=— 28+ 1) —2hin,

3/
% o= (521 +2mén.

Al

On peut montrer, comme dans le premier cas, que si



( 453)
des formes &, 7/, 7 sont telles que I'on ait identique-
ment
S== 22+ —an 'y,

o= w2+ oty

ilestnécessairequel'on ait &' === v/ ===, ' ==,

7. Troisiéme cas. — Le discriminant a une racine
triple n’annulant pas les mineurs; supposons que I’on
ait

A ) = A (Mt — )35

nous pouvons décomposer la fonction ® en une
somme d’éléments simples par un calcul analogue a
celui du cas précédent, en introduisant méme des para-
métres arbitraires. Désignons par 2, ct iy deux nombres
queleonques tels que Xy wy — w7y ne soit pas nul; nous
pouvons toujours mettre I'(X, Y,Z, %, u) sous la forme
(10), les cocfficients I, K, L ayant les valeurs (11); en
divisant alors les fonctions par A(%, u), nous aurons

— (XY, 7,00 ) - F(XUY,Z, hyy 1) (Mg — why)?
Ay w) - Ay (A — )3
<7~3;—{‘ + Hsd%i‘l) (M= phy)
Ap Ay — phy)?
—F(X,Y,Z, k3, 1)
A (dpr— phy)

ol A, a la méme signification que précédemment. Le
numérateur de la dernicre fraction est unc forme qua-
dratique de %3 ¢t px; 5 nous pouvons le remplacer par
2F(X,Y, Z, Ay, uy)

oz
02F ozF] ’

gy ———— —+ 12 -
o3 IR0y *3 o3

—F(X,Y,Z, h3, 13) =— :l; I:)::

+ 22

car les dérivées secondes de I (X, Y, Z, %, 1x,) sont des
constantes.
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Nous avons maintenant a remplacer X, Y, Z par les
demi-dérivées de u f -+ 49 ; nous nous servirons encore
de la formule (7) pour ca]culer la fonction I ainsi que
ses dérivées, apres cette substitution; comme A(hy, )
est nul ainsi que ses dérivées premicres et secondes,
. OF
™ Jhy
aura pour valeur du dernier cocfficient

2 T 2 2 <
— % (7% Z)lf 4+ 2hg g E')TUE;E e H %)
= 2y (dpy— mhy )22

, orx' o'\
4+ 4o (hpy— phy) (Agg— phy) @ (7\3 o T au—,)
, ' d‘z_l 2
+ g (A — @why) < B CTIJ:)

. 2’ P 02
“+ gy (huwy— ph)2a’ <) I + )X;p.am -+ 13 ¢)_(~li—>.
) 1

oF ‘ ) . . ,
—+ H30—}H sera donné par I'équation (12), et 'on

En posant

' oz’ + or'
U S il
J o ™Mo
1 2z 92! 971'
= - (2% == 22 - o
2 < 3 ()).f t2hs s Ohy 0y e Jui ’

on aura, toutes réductions faites,
N 23 o
:1f+ )\rf = 3T ()‘P‘f}— ;J.)\;;).T Y
1
21 5 P
- rl()\‘u‘ — pA N Y24 225",
d’ou la réduction simulianée suivante

(f=m bty Mo )
A Y

(?: B3€1 ”,‘l"(y'7+22")
A

On peut donner & 2y et 12y des valeurs .arbitraires, et
supposer que 'unce de ces quantités est nulle; les
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formes &', y', 2" sont lindairement indépendantes, et,
¢n les multipliant par des facteurs convenables, on peut
les remplacer par des fonctions &, 1, { telles que I'on
ait

\f — 2 Ak — A (24 28L),

(149 L o= 2pbn+ w(n?+280);

comme précédemment, il n’existe, au signe prés, qu'un
seul systeme de fonctions donnant pour fet p la décom-
position précédente, ot ki, wmy, kg, pp sont fixés a
I'avance.

8. Quatriéme cas. — Le discriminant a une racine
simple et une racine double annualant les mineurs.

La forme adjointe de . f+ )z devenant identique-
ment nulle pour la racine double, nous opérerons de la

. . A .
facon suivante : soit = la racine double; la forme qua-
¢ o
dratique gy f—+ %, % est réductible & un scul carré; les
. - . L ; B
Lrois quantites w, ¢ + Ayay, fa@ 4+ hag, wa —+ )\.al
ne sont pas nulles simultanément, car sinon tous les
éléments du discriminant A(%y, 1) seraient nuls, ce
qui est impossible. Si Ton suppose, par exemple,
wy @+ Ay ay ditlérent de zéro, on a
wy f 4 ko =1¢;52,

en désignant par z° la forme linéaire

, (mad+hiap)xe + (g 0"+ 201y (b + W b))z
= A S —————— b
Vas(pia + hay)

3]

et par g3 I'un des nombres + t ou — 1, choisi de facon
que la quantité sous le radical soit positive lorsqu’elle
est réelle.

(o ) . .
En désignant par u—‘ la racine simple, la forme
hat'd
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#sf+ 239 a son discriminant nul sans que les mi-
neurs le soient, ¢t se réduit 4 une somme de deux carrés
d’une infinité de maniéres; nous écrirons

s f + k3o =— 1 22— 25 12,

' et y' désignant deux formes linéaires que I'on sait
former par le procédé connu de réduction d’une forme
a la somme de plusicurs carrés, et qu’il est inutile
d’écrire; ¢4 ct =, désignent encore == 1.

On tire des deux égalités précédentes les valeurs de f

ct ¢

[ o =k Sy hy ¥'2 sy4h3 32
(15) Sf_ . SR
( o= ey 22 L w2 N 23 ‘113:'1’

RYl A A

ot 'on a posé Ay = % w3 — k31 on obtient ainsi une
1
décomposition simultanée des formes données en une
somme de trois carrés, analogue a la réduction fournic
par les formules (8); les formes &/, 3', 2’ sont indépen-
dantes ct, en les multipliant par des facteurs conve-
nables, on peut les remplacer par des formes &, 7, {
telles que 'on ait
5 S =— A 52— Ayr2— N372.
(159 ( 0 = ra . 2 2
Q= 13" T +IJ.3§.

Cette réduction est possible d'une infinité de ma-
ni¢res; on peut la remplacer par la suivante
(R ‘f:“ ‘125,71,— )‘3’;27
(157) ! pro i

© = [r25m + (23355
qui, au changement de signe prés de &, 7/, Z, est pos-
sible d’'une seule maniére.

9. Cinquiéme cas. — Le discriminant a une racine
. A . Y.
wiple annulant les mineurs et n’annulant pas les élé-
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. A . . .
ments. Soit j cette racine triple, la forme w, f+ Ao
1

est, comme dans le cas précédent, réductible a un seul
carré, et nous pouvons écrire

S+ Ao = e332,

z' étant une forme linéaire analogue & celle que nous
avons ainsi désignée précédemment; nous écrirons

s'=ar+ By +s.

Cherchons a calculer la forme quadratique ps f'+ X3 9,
ol ) el py sont deux nombres quelconques tels que
Aipr3— Py Ay me soit pas nul, et 4 la réduire & une
forme simple; en supposant, pour fixer les idées, que y
soit différent de zéro, x et y constituent avec z’ un
systtme de formes linéaires indépendantes, et I’on

. I/
peut, dans p; /' A3, remplacer z par (' —ax —By).
Soit
92 (@, ¥, 5")
= a2+ Yy Y2+ a5+ 20y, y5' + 2053w + 2b5 7y,
le résultat de cette substitution; considérons la forme
quadratique

w'e3s2-- Moy (2. ¥, 5")

et son discriminant
Vay XO, WO,
AW, w) = MDY Nay A by ;
Moy Nby pley+ AN ab

comme la forme considéréc est identique a la forme
3 Ky b
wf+ ko, oulon a
o= p g A s,
%= g 4 Mgy

I'équation A’ (¥, ') =o0 aura, comme A(, p)=o,
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Octobre 1896.) 3o
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une racine triple, et cette racine est déterminée par
I’équation

I.L')q -+ )\')\3 )\1

S U TS

e Mo
qui donne 2'=o0. Pour que le discriminant A'(¥, u')
soit divisible par 23, il faut et il suffit que I'on ait

asay—by?=o,
) . . .
c’est-a-dire que la forme quadratique
W7+ aly y2+ 205y
soit carré parfait; nous pourrons la représenter par

— gy a'2, x' désignant une forme linéaire particuliére;
en écrivant de plus

ay s —2byy +0byr =—oy,
nous aurons

uy [+ hyo = —zal— 0y 3

Cette identité, jointe a celle qui donne p, [+ 7,0,

fournit les expressions suivantes de f et de ¢, ou l'on a
posé, comme précédemment,

Ay = Ay g — g A,

. gy Ay SN _3_17\;4-’
\ o Y A KV
(16) ¢ , ,
,o* I SR R AT s Sl
\ 1 3 Al

Les formes a', 3/, 2’ sont linéairement indépendantes,
et, en les multipliant par des facteurs constants, on
peut écrire
(16") :
o= w4+ 2u 0+ ul?;

A
les nombres %; et uy sont arbitraires, et I'un d’eux peut
étre choisi égal a zéro; la décomposition est possible
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d’une infinité de maniéres, mais ¢ est déterminé cepen-
dant a un factear constant prés.

10. Sixiéme cas. — Le discriminant a une racine
- ] ’ » . )\’ .
triple annulant tous les éléments. Si =X est cette racine,
1

la forme p, f+ % est identiquement nulle; choisis~
sons deux nombres quelconques )y et py tels que
Ay = uy— phy ne soit pas nul et que la forme
s f -~ A3 ¢ ne soit pas identiquement nulle; nous pou-
vons décomposer cette forme en une somme de trois
carrés par les méthodes connues, et poser

s f o =—eg @t — 2y y2— 2352
avee

S~ hg =o0;

nous aurons la réduction simultanée

‘ = 3" -77\11’-' VYL
S Ay A A
(7 ) R N R Y
CTRTTR S I NI L R TR §
P et

AV A R

Les formes 2/, y', 5’ sont indépendantes, et nous ob-
tenons bien une réduction simultanée de f et © en une
somme de trois carrés; on peut la remplacer par la sui-
vante :

AN

) 2 Gy —

(17)

‘f — 7
(

o
L1y 3”7 qur,-—.h'Jl

-G
o3 -l‘(

'
5 7

et elle est possible d’une infinité de maniéres.

11. Considérons maintenant le cas, que nous avons
réservé, ou le discriminant A(%, u) est identiquement
nul; si ses mineurs le sont également sans que les
formes données se réduisent identiquement a zéro,
chacune d’elles se réduit a un seul carré. Dans le cas
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contraire, considérons deux nombres quelconques %y,
iy n’annulant pas tous les mineurs de A(%, u); la forme
wy f+ %y est réductible a la somme de deux carrés, et
nous I’écrirons sous la forme du produit de deux formes
linéaires, en posant
wf+rg=2y"z"
', 2 et Pune des variables x, y, z, soit x, pour fixer
les idées, constituent des formes linéaires indépen-
dantes au moyen desquelles nous pouvons évaluer toute
forme quadratique telle que g, £+ )u2, 72 €t u, étant
choisis de facon que Ay po — 1, %; ne soit pas nul; soit
(?:'!(‘l‘> .)/'y 5’)
=axr+a)y Y+ ay 32+ 20y '3+ 2 by 3+ 2057y,
ce que devient cette derniére forme aprés la substitution
que nous indiquons; le discriminant de
. HI'ZJ"SI’F)‘I'{J:(I, }’l,zl)

qui est

Na, W N

NoY Ay w1y |,

WOy u+Nb, N
doit ¢tre identiquement nul, comme A(X, p); on doit
dong avoir

3]

A= o0, 0,0, = o, allR+ay b2 =o,

d’ot les trois hypothéses suivantes :

l0

ay=>b,=a,=o0; alorson a
waf + Mo =)' (dyy 20,5 + 205 x),
et cette forme est décomposable en un produit de deux
facteurs dont 'un est 3/;
2° ay=>b,=a,=o0; on a de méme
v omf e =5"(ay S+ 20y +2by ),

de sorte que cette forme renferme z’ comme facteur;
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3% @y=0b,=10b},=0; dans ce cas, uo/ -+ hs:
duit a

3

se re~

-t

Paf + doy =ayyt+ay 24 2byy' 5,

ct ne renferme plus que les variables 3 et 2/5 en résu-
mé, les formes w f+ %, ¢ et pof + Ay, par suite fet o
ou bien sont décomposables en un produit de deux fac-
teurs avec un facteur commun, ou bien se réduisent a
des formes quadratiques de deux variables seulement;
dans ce dernier cas, leur réduction simultanée & des
formes canoniques est un probléme analogue a celui que
nous avons traité, mais avec deux variables au lieu de
trois.

12. En laissant de coté le cas exceptionnel que nous
venons de mentionner, nous voyons que la réduction
simultanée des formes f et ¢ est donnée, dans chacun
des cas étudiés, par les formules suivantes :

() f=—0E—dan2—0372, = B2 a4 gl

.G
!

D) f=—ahin—h(E+1), e=amln+m(E+1),
(1) f=—=(r2+2E) =2kin, o= p(r2+28) +2umky,
(V) f==h(B+n) =102 o= m@+n?) =l
(V) S=—=hEr2a) =l o= wm(Eranl) bl
(VD S == (&2 12, o= m(B+72+0).

Cette réduction est générale et s’applique, quelle que
soit la nature des coefficients des formes données ; lors-
qu’ils sont réels, le discriminant est une forme a coeffi-
cients réels, et a une racine réelle et deux racines ima-
ginaires conjuguées, ou bien trois racines réelles, ce
dernier cas se présentant toujours dés que deux ou trois
racines sont égales.

Si les trois racines sont réelles, distinctes ou non,
nous pouvons toujours choisir pour iy Pas ho, Hay A3,
3 des nombres réels et diriger les calculs de maniére
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que les formes linéairves a’, 5, 2’ aient leurs coeflicients
réels; ladécomposition est alors donnée par les formules
(8), (13), (14), (13), (16), (17), et tous les cocflicients
qui y entrent sont réels.

Si le discriminant a des racines distinctes, dont une
réelle et deux imaginaires conjuguées, et si ?:’; est la ra-

cine réelle, on peut supposer que les nombres i el u;
sont réels ct, dans la formule (8), prendre pour ' une
forme lindaire a cocfficients réels; les cocfficients de x'2
seront également réels; on peut ensuite choisir 7, cb 1y
respectivement conjugués de %y et wy, prendre ¢, el gy
égaux a l'unilé et diriger le calcul de facon que /et 2
aicnt des coeflicients imaginaires conjugués. De cetle
maniére, f ct o se réduisent au carré d’une forme réelle,
aflecté d’un coefficient réel, et aux carrés de deux formes
imaginaires conjuguées, aflectés de cocfticients égale-
ment conjugués. 1l est impossible que les imaginaires
disparaissent, au cours du calcul, dans les coefticients
de y' et de 2/, car ces formes conjuguées deviendraient
identiques, ct les fonctions f et ¢ se réduiraient a deux
carrés; il est également impossible de remplacer

PYE IS Ag352 a2y 23372

AW Ay ’ A, A,

par la somme des carrés de deux formes réclles, affectés
de cocllicients réels, car les racines du discriminant se-
raicnt toutes trois réelles, contrairement a ’bypothése.

13. Le cas le plus important que nous mentionnerons
est le suivant : les formes f et o ont leurs coefficients
récls) et il existe une forme du faisceau . f+ ko réduc-
tible 4 la somme des carrés de trois formes linéaires
réelles, affectés de coefficients non nuls, réels et de méme
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signe. Supposons, pour fixer les idées, que la forme
tof -+ Xoy 00 kg et w, sont réels et n’annulent pas
A(2, ), soit la somme de trois carrés attectés de coeffi-
cients positifs; je dis que le discriminant doit satisfaire
a I'une des conditions suivantes :

1° S’il a ses racines distinctes, clles sont toutes Lrois
réclles;

2° §’il a une racine double, clle doit annuler les mi-
neuis;

3o S'il a une racine triple, elle doit annuler tous les
éléments; autrement dit, on se trouvera placé dans le
premier, le quatriéme ou le sixiéme cas, ct les éléments
de la décomposition seront réels.

Pour le démontrer, nous remarquerons que la forme
o/ 4 ho est toujours positive et ne peut s'annuler
que pour des valeurs nulles attribuées a x, 3, z, ct nous
montrerons qu'une hypothése faite sur le discriminant,
diflérente de celles que nous avons mentionnées, conduit
a des conséquences inadmissibles.

Si nous supposons que les racines soient distinctes,
que 'une soit réelle et les deux autres imaginaires, nous
pouvons, en partant des formules (8), mettre wof—+ 2y
sous la forme suivante :

pof +hoo =3 N2 Y2 - 72,

ot X est une forme réelle, Y et Z deux formes imagi-
naires conjuguées; si I'on pose

Y =Y, - Y, 7Z=Y; —tY,.
on a
Hof.,_)\o'r:axk?—.—g(\"—f- Yg)(Yl—-Yz),

et le second membre s’annule pour toutes les valeurs de
x, 1, z satisfaisant aus équations X =o, Y, + Y. =o,
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valeurs qui ne sont pas toutes nulles, et cela est impos-
sible.
Si nous nous placons dans le deuxiéme cas de réduc-
tion, nous pouvons, en partant des formules (13), écrire

{J.()f—f— )\0(.3 = €1X2+ 2XY +- S3Z?,

ou X, Y, Z sont des formes réelles; le second membre
s’annule pour les valeurs non toutes nulles de x, y, z,
déduites des équations X = o0, Z = o. D¢ la méme ma-
nitre, on aurait, dans le troisiéme cas de réduction, en
partant des formules (14),

pof + 2o = 2XY 5 ( Y2+ 2XZ),

ct le second membre s’annulerait pour les valeurs satis-
faisant aux équations X =o, Y =o. Enfin, dans le
cinquiéme cas, les formules (16) conduiraient a la ré-
duction suivante :

pof -+ hoe = 5 X242 XY + 2,72,

et le second membre s’annulerait encore en posant
X =0, Z = o; la proposition se trouve ainsi démontrée.
En supposant, par exemple, que 'une des formes

données soit
o = 1+ yi4 37,

on retrouve, de cette maniére, toutes les propriéiés des
racines de I'équation en S.

14. Les considérations qui précédent s’appliquent a
la recherche des points communs a deux coniques; si,
par rapport a un méme triangle de référence, les équa-
tions de ces courbes sont f=0, ©=o0, nous pouvons
faire la transformation de coordonnées qui permet de
les ramener aux formes les plus simples, et rapporter les
deux courbes au triangle de référence dont les cotés ont
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pour équations x'= o, /= 0, 3'= o0 ou, ce qui revient
au méme, £ =0, =0, {=o, x. y/, 5’ ayant les va-
leurs que nous avons données dans chacun des cas; nous
allons reprendre successivement les six hypothéses que
nous avons examinées, et retrouver les résultats clas-
siques connus,

I. Les équations des coniques se ram¢nent a la forme

7 g a2 2o Ay )2 s3h3 32
—f= : =o0
4 2 A; ’
13 - 7y - -2
Sy S y? 234332
o = - - = O,
7 A, A, W

Si 'on remarque que 'on a
Ay ()\2113‘“ :lz)~3) = 52()\3 Er— aahy) = A3( % Ly — (1-1)\2).

on voit que les coordonnées des points communs sont
fournies par les équations

e 7'= 5, y2 =332,

il existe ainsi quatre points communs formant un qua-
drangle complet dont le triangle diagonal est le triangle
de référence; ce triangle est en méme temps conjugué
par rapport aux deux coniques, et les équations des
couples de sécantes communes, qui sounl respective-
ment

m S+ e =o, 2 S+ hyo = o, g [+ hzo =0,
deviennent
S yt—zi32 =0, 33—z 2= o, ga’t—z Y 2=o.

Si les coefficients de f'et ¢ sont réels, et si le discrimi-
nant a ses racines réelles, le triangle conjugué est réel;
les quatre points communs sont réels lorsque e, ¢a, ¢,
sont de méme signe, imaginaires dans le cas contraire.
Si le discriminant n'a qu’une racine réelle, on peut
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= g;, prendre pour x' une forme réelle, et
pour »' ¢t z' deux formes imaginaires conjuguées
V' =y + iz, 2'= " — iz} ; le triangle de référence a
un coLé réel et les deux autres imaginaires conjugués se
coupant en un sommet réel, mais on peut le remplacer
au besoin par celui dont les cotés réels ont pour équa-
Lions

'

z'=o0, yi=o, 5= o.

Les coniques ont alors deux points communs réels
tels que Pon ait

o o —_ !
sy =0, ' ="Zy,

ct deux points communs imaginaires donnés par les

équations
Yi=o, 2= =3,

15. 1I. Les lormules (13) montrent que les équations
des coniques se rameénent a la forme

- W= 02 Y = shy 5t =0,

@ == @2+ o'y sy 3= 0;
les points communs sont fournis par les équations
'y’ =0, x?4c3t=o0,

qui représentent les deux couples de sécantes com-
munes, le second correspondant a la racine double. Les
deux coniques ont deux points communs confondus a
Pintersection du c6té 5= o et de la droite 2'= o, qui
¢st tangente commune aux deux courbes en ce point:
les deux autres points sont distincts et sont fournis par
)'=o0, x4 :z*=0; ils sont réels ou imaginaires
suivant que ¢ est négatif ou positif. Les deux coniques
sont tangentes en un point et le triangle de référence
est formé de la tangente commune au point de contact,
de la sécante passant par les points simples, ct de la
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droite conjuguée harmonique de la tangente par rap-
port au couple de sécantes corrcspondant a la racine

d()ul)] e.

IT. Les formules (14) donnent pour équations ré-
duites des coniques

—f=202y =k (yrt+ar's')=o,

o= 2w’y — u (y2+22'5)=o0;

les points communs sont donnés par les équations

'y '=o0, y?2-a2zx'i=o,

dont la premiére est celle du couple de sécantes unique

wy [+ 2 = o; elles donnent un point double 2'= o,
=0 et deux aulres points simples y'= o0, x'=o0 et
y'=0,2"=0; les coniques ont ainsi trois points com-
muns confondus au sommet x'— 0, y'= o, la droite
x'— o étant la tangente commune; le triangle de réfé-
rence est formé de la tangente au point triple, de la sé-
canle joignant ce point au quatriéme point commun, ¢t
d’une droite particuliére passant par ce point, variable
avee le choix que Von fait de 25 cl w,.

IV. Les formules (15) donnent pour équations ré-
duites
— S =M (522 5y y2) 45yl 52 =0,

o= (e @24 29 ')+ g3y 372

I

05

les points communs sont donnés par les équations

13

=0, g2+ 2 y't=o,

el

«ui représentent les couples de sécantes communes; les
coniques ont deux points doubles communs sur la
droite 2’ — o, réels ou imaginaires suivant que ¢, et ¢,
sont de signes différents ou de méme signe. Les coni-
(ques sont bitangentes el le triangle de référence, qui
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est conjugué commun par rapport aux deux coniques,
est formé de la corde des contacts z'= o et de deux
droites arbitraires conjuguées harmoniques par rapport
aux sécantes correspondant a la racine simple.

V. Les formules (16) donnent des équations réduites
de la forme

— =2 (1242 ¥'5") + 2l 5= 0.

I

<
T

w(z2+2y' 3 )+ zu52=o0,

de sorte que les points communs sout fournis par les
équations
s2=o, 2+ 2y's'=o,

dont la premiére représente le couple unique de sé-
canles communes 1k f+ kg =o0; les coniques ont
quatre points confondus au sommet 2’=o0, z'=o, ct
ont en ce point méme tangente, la droite £'=o. Le
triangle de référence est formé de la tangente com-
mune, d'une droite passant par le point commun et
d’un dernier coLé passant par le pole de la droite précé-
dente.

VI. Les deux coniques sont confondues ct ont tous
leurs points communs.

Dans le cas ou le discriminant A (2, u) est identique-
ment nul, les deux coniques sent chacune un couple de
droites, elles ont une droite commune ou bien les

quatre droites passent toutes par le méme point.

16. Nous terminerons par la remarque suivante rela-
tive auy triangles conjugués communs par rapport A
deux coniques : s’il existe un tel triangle ct si on le
prend comme triangle de référence, les équations des
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deux courbes doivent étre de la forme

I 221, y2 1, 52=o,
myx't 4y Y- myst=o0;

il faut donc, comme nous l’'avons vu au n° 3, que les
diviseurs élémentaires du discriminant soient du pre-
mier degré, c’est-a-dire que les coniques aient quatre
points communs distincts, ou soient bitangentes, ou
soient confondues; nous avons vu que ces conditions
sont suffisantes; dans le premier cas, il n’existe qu'un
seul triangle répondant a la question, c’est le triangle
diagonal du quadrangle des quatre points communs;
dans le second, il y a une infinité de triangles conjugués
ayant un c¢oté et un sommet commun, la corde des con-
lacts et le pole de cette corde; dans le troisieme cas,
tout triangle conjugué par rapport a I'une des coniques
est un triangle conjugué commun.



