NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

GEORGES BROCARD

Sur la transformation homographique des
propriétés métriques des figures planes

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 15
(1896), p. 426-432

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1896_3_ 15 426_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1896, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1896_3_15__426_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[P1f]

SUR LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE DES PROPRIETES
METRIQUES DES FIGURES PLANES;

Par M. Georces BROCARD,
Professeur au lycée du Havre.

On sait que si 'on joint un point M du plan d’un
triangle aux trois sommets, on obtient trois droites qui
rencontrent les ¢dtés en des points A/, B, (7, et que, si

(- v I
Pon désigne par —)& et =, les valeurs algébriques des rap-
XJ.
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brique }; les quauntités X, w, v sont appelées coordon—
v

nées bary centriques du point M.
On sait aussi que si 'on considére deux points définis
par les coordonnées %, u, v et ¥, y.’ v' entre lesquelles

'

. . A pu' o
existent les relations =

. — > ces points sont dits
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inverses 'un de lautre.
Considérons alors les transversales CC’ et CC” passant
AC AC” b2

[)al‘ deux POII)[S mverses; on aura ’C,—B‘ Xm -':;172-
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Mais si nous prenons le point C symétrique de C” par
rapport au milicu de AB (la droite CC] est dite isoro-

Fig. 1.

c

A C” 6 cc 8

migue de CC"), la relation précédente pourra étre éerite
ainsi :

ou encore

Le premier membre de cette relation est le rapport
anharmonique des quatre points €', C7, A, B; ce rapport
est donc constant et égal a g;, quels que soient les points
inverses considérés.

Or, parmi les points inverses se trouvent Jes deux
points cycliques du plan; résolvous, en effet, par rap-
port a *)—1 les decux équations

apy + b+ c2hp = o,
A+p+v=o0
qui représentent, en coordonnées barycentriques, le
cercle circouscrit au triangle et la droite de 'infini ; nous
obtenons I'équation

(1) ap?+ (at+ b2 —c?)hp + b2kt =0,

d’on

uw er—ar— b= ar— B — fath?

A 2a?
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ou
p  —2abcosC =k 48’
r sva?
_ —2abcosCEoabisinCG b <G
- 2a? =—a¢

. . , , b2
Le produit de ces deux valeurs est bien égal a —
. a

comme le montrait immédiatement d’ailleurs P’équation
(1). Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tntovive. — Si, par le sommet G d’un triangle
ABC, on méne une droite isotrope, et la droite isoto-
migue de Uautre droite isotrope, ces droites forment,
avec les deux cotés du triangle issus du sommet C, un

2

faisceau dont le rapport anharmonique est égal a o

2

Remarques. — 1° Si Pon divise les deux valeurs de
g‘r- racines de I'équation (1), on retrouve le théoréme de
Laguerre.

2° Dans le cas du triangle isocéle (b = a), le rapport
anharmonique est égal & 1, c¢’est-a-dire que les deux
droites isotropes mendées par G sont isotomiques.

IMig. 2.

3° Si a est égal a P'unité de longueur, le rapport an-
harmouique précédent est le carré du nombre qui mesure
AC. On a ainsi le moyen de faire la transformation
homographique de la distance de deux points.
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4° 8i I'on doune deux longucurs AB, CD sans extré-
mité commune, on pourra les remplacer par deux autres
proportionnelles et ayant une extrémité commune; par
exemple, on décrira de A et C comme centres des circon-
férences ayant leurs rayons proportionnels 4 AB et CD),
et I'on appliquera le théoréme précédent au triangle
formé par les points A et C et P'un des points de ren-
contre de ces circonférences.

AvrricaTroN. — Soit a transformer le théoréme sui-
vant :

Si d’un point C extérieur on méne & une circonfé-
rence une tangente CA et une sécante CBD, on a

CB CA
CA ~— CD’
Fig. 3.

Soient, dans la transformée :

i et j les transformés des points cycliques;
¢' ct ¢ les points de rencontre de ci et ¢j avec ab;
Sfle conjugué harmonique de e par rapport & ab;
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¢} celui de ¢” par rapport a ef;
J' et j” les points de rencontre de ci et ¢j avec ad ;
h le conjugué harmonique de g par rapport a ad;
j3 cclui de j” par rapport a gh.

Le théoréme transformé consiste en ce que les rap-
ports anharmoniques (c'c)ba) et (j'jjad) sont égaux.

Nous obtenons ainsi une propriété générale des co-
niques, d’ott nous pouvons déduire des propriétés par-
ticuliéres en donnant i la droite ij, qui est en définitive
une droite quelconque, des situations particuliéres.

J1

Supposons, par ex?mp.l.e, que lﬁ conique soit une hy-
perbole et que la droite ij soit a 'infini.
Les droites ¢i et ¢j sont alors paralléles aux asym-
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ptotes, c| et ji sout syméiriques de ¢” et j” par rapport
aux milieux de ab et ad, de sorte qu'on a

[ A " ” _ " o - - n — i
cib=ac, cia = bc', Jia=dj", Jid=aj".

la’égali‘.é
devient ainsi

ou
c'b b Ja _ Ja
—— X i = T X e
ca” da  jdTjd

Or, en menant par les points b et d des paralléles aux

asymptotes, qui rencontrent la tangente aux points /,
k, n, m, on voit facilement que cette égalité devient

ch cl ca ca
ca S ca em T en’
d’ou
cat=ch.cl.cm.cn.
Mais on a aussi
el ch cb
ecn em dd

Donc ¢/ < cm = ¢k < cn = ca®. D’ou ce théoréme :

Si d’un point extérieur on méne a une hyperbole
une tangente et une sécante, et qu'on projetle sur la
tangente les deux segments de la sécante suivant des
droites respectivement paralléles aux deux asymptotes,
le produit des segments ainsi projetés est constant et
égal au carré de la tangente.

On trouvera facilement d’une facon analogue, en
supposant que la conique soit une parabole et la
droite ij a I'infini, le théoréme suivant :

Si d’un point extérieur on méne & une parabole
une tangente ct unc sécante et que l'on projette sur
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la tangente, parallélement a 'axe, les deux segments
de la sécante, le produit des segments ainsi projetés

est constant ct e'gal aw carré de la tangente.



