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[Pif]
SUR LA TRANSFORMATION HOLOGRAPHIQUE DES PROPRIÉTÉS

MÉTRIQUES DES FIGURES PLANES;
PAR M. GEORGES BROCARD,

Professeur au lycée du Havre.

On sait que si l'on joint un point M du plan, d'un

triangle aux trois sommets, on obtient trois droites qui

rencontrent les côtés en des points A', IV, (7, et que, si

l'on désigne par y et — •> les valeurs algébriques des rap-

AC' BA' 1 GB' 1 , ,

ports pTT- et -rrp > Ie rapport -ĵ -r- aura pour valeur algé-

brique - ; les quantités X, [x, v sont appelées coordon-

nées barj centriques du point M.

On sait aussi que si l'on considère deux points déGnis

par les coordonnées X, [A, v et ) / , a', v' entre lesquelles
, -, . XX' uu.' vv' . ,.

existent les relations —- = —- = -r-> ces points sont dits
a'1 bz c1 L

inverses Van de Vautre.
Consicjérons alors les transversales CG^ el CC'' passant

, . . AG' AC" b*
par deux points inverses; on aura -^r x T^TO = --$•
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Mais si nous prenons le point C'[ symétrique de C" par
rapport au milieu de AB (la droite CC" est dite isolo-

c c;' B

inique de CC"), la relation précédente pourra être écrite
ainsi :

AC' C'[ B _ &2
CH X AGI ~ ö2

ou encore
CTA m C ; A _ #2

C'B ' (TfB ~ ô«'

Le premier membre de cette relation est le rapport
anharmonique des quatre points C', C,, A, B; ce rapport

est donc constant et égal à — > quels que soient les points

inverses considérés.

Or, parmi les points inverses se trouvent Jes deux

points cycliques du plan; résolvons, en effet, par rap-

port à y les deux équations

- 62vA H- c2Xjx = o,

qui représentent, en coordonnées barycentriques, le
cercle circonscrit au triangle et la droite de l'infini ; nous
obtenons l'équation

(i) a2fJL2H-(a2-4-62_c2)Xta-f-62X2==o,

d'où
[x _ e- — a- — b- -±. \/( c2 — a2 _ fyi yi _ 4 a-i frz



ou

À

— 'iab cos G dz 4 iS'
•j.a'1

— iab cosC ± '>abi*\nG

Le produit de ces deux valeurs est bien égal à —>

comme le montrait immédiatement d'ailleurs l'équation
(1). Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THKOHKME. — Si, par le sommet C d'un triangle
ABC, on mène une droite isotrope, et la droite isoto-
mi(jue de Vaut 1 e droite isotrope, ces droites forment,
avec les deux cotés du triangle issus du sommet C, un

faisceau dont le rapport anliarmonique est égala --•

Remarques. — 1 ° Si l'on divise les deux valeurs de

y racines de l'équation (1), on retrouve le théorème de

Laguem*.
a" Dans le cas du triangle isocèle (6 = a), le rapport

anharmonique est égal à 1, c'est-à-dire que les deux
droites isotropes menées par G sont isotomiques.

3° Si a est égal à l'unité de longueur, le rapport an-
harmonique précédent est le carré du nombre qui mesure
ÀC. On a ainsi le moyen de faire la transformation
homographique de la distance de deux points.
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4° Si Ton donne deux longueurs AB, CD sans extré-

mité commune, on pourra les remplacer par deux autres
proportionnelles et ayant une extrémité commune; par
exemple, on décrira de A et C comme centres des circon-
férences ayant leurs rayons proportionnels à AB et CI),
et l'on appliquera le théorème précédent au triangle
formé par les points A et C et l'un des points de ren-
contre de ces circonférences.

APPLICATION. — Soit à transformer le théorème sui-
vant :

Si d'un point C extérieur on mène à une circonfé-
rence une tangente CA et una sécante CBD, on a

CB _ CA
CÂ ~ CD'

Kg. 3.

Soient, dans la transformée :

i et j les transformés des points cycliques;
c' et c" les points de rencontre de ci et cj avec ah ;
ƒ le conjugué harmonique de e par rapport à ah ;



c\ celui de c" par rapport à ef\
f ety7/ les points de rencontre de ci et cj avec ad ;
/i le conjugué harmonique de g par rapport à ad ;
j \ celui de/ ' par rapport à gh.

Le théorème transformé consiste en ce que les rap-
ports anharmoniques (crc'[ba) et ( / j\ad) sont égaux.

Nous obtenons ainsi une propriété générale des co-
niques, d'où nous pouvons déduire des propriétés par-
ticulières en donnant à la droite ij, qui est en définitive
une droite quelconque, des situations particulières.

Fi g. \.

Supposons, par exemple, que la conique soit une hy-
perbole et que la droite ij soit à l'infini.

Les droites ci et cj sont alors parallèles aux a&ym-
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ptotes, c\ et y'j sont symétriques de c/7 et ƒ" par rapport
aux milieux de ab et ad, de sorte qu'on a

c'[ b = ac", c'[ a — bc\ j \ a = 6/y", y'; d = aj".

L'égalité

devient ainsi

ou

c'b

c' a

c'b
c' a

c'b
c' a

. o\b
' c'[ a

bc" __
ac"

c'b

'dût "

J

f

£
j

ƒ •

a

d '

'a
~l

a
11 >

j \ d

àf

Or, en menant par les points b et d des parallèles
asymptotes, qui rencontrent la tangente aux points /,
/r, 72, An, on voit facilement que cette égalité devient

d'où

Mais on a aussi

ck
— X
ca

ca'*

cl
en

cl
—
ca

: Ç

—

ca

cm

ca
X —>

en

k .cl.cni.cn.

ck
cm

cb
c~d'

Donc c / x cm = ck x en = ca-. D'où ce théorème :

Si dun point extérieur on mène à une hj perbole
une tangente et une sécante, et qu on projette sur la
tangente les deux segments de la sécante suivant des
droites respectivement parallèles aux deux asymptotes,
le produit des segme?its ainsi projetés est constant et
égal au carré de la tangente.

On trouvera facilement d'une façon analogue, en
supposant que la conique soit une parabole et la
droite ij à l'infini, le théorème suivant :

«Si d9un point extérieur on mène à une parabole
une tangente et une sécante et que Von projette sur
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la tau gent e * parallèlement à V axe, les deux segments
de la sécante, la produit des segments ainsi projetés
est constant et égal au carré de la tangente.


