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[M23£] [M'2f]
ETUDE ANALYTIQUE SUR LA SYMETRIE;
Par M. S. MANGEOT,

Docteur ¢s Sciences.

Soit I une courbe plane algébrique rapportéc a deux
axes rectangulaires situés dans son plan, ou une surface
algébrique rapportée a trois axes rectangulaives quel-
conques.

De I'équation cutiére et cartésienne f(xr,y) = o, ou
J(x,y,2)=o0, de la figure ', on peut déduire une in-
tinité d’équations représentant des courbes ou surfaces
qui admeltent tous les centres, axes ou plans de symé-
trie que peul avoir cette figure. De ce nombre sont,
ainsi qu'il est facile de le vérifier, celles que on obtient
en annulant les fonctions

af  of of

dz? + W 0z’

_ Py ok f 2 T
V"(f)_El)anPY<()x10de;‘r> s (a+B+v=1h),

ou k désigne un entier quelconque, fonctions qui sont

U(f)=

des covariants de f'pour loute substitution orthogonale,
ct dont la seconde se forme, comme Pon voit, en rem-
placant dans le développementde (x + )+ z)k chaque

terme tel que A x?%) Bzy par A (5;%?{>0
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Parmi toutes ces courbes ou surfaces se trouvent des
coniques ou quadriques, ¢t comme on sait déterminer
les symétries de celles-ci, on voit qu’il sera générale-
ment possible de tiver parti de ce résultat si 'on veut
rechercher les syméiries que peut avoir la figure I,
C’est lale probléme que je me propose de traiter (1), en
le limitant ici a la recherche des axes ou plans de symé-
trie de la courbe ou surface I'.

Je crois bon d’indiquer, & ce sujet, la proposition
suivante, que on démontre aisément :

Pour que la surface représentée par équation entiére
f = o soit symétrique par rapport 4 un plan (P) ayant
I'équation

P =az+ by + cz+d=o,
il faut et il suffit que <a—f —+ bdf | C§§>(h) soit divi-
sible par P pour les valeurs i 1mpau‘cs de hy ou que, en
posant

f/c:

i

f k-1 =1 i1\ . o
\a—;)x— —|—b—0y~—|—c-——dz— o0

avec fo =1, fk soit une fonction entiére quel que soit k,

f

ou bu,n que a =t + b- smt divisible par P, et

que le quouenl, cgale a zéro, deh nisse une surface sy-
métrique par rapport a (P), ou encore que
of o

a-—> + b=

Jx dy 0:.

étant divisible [;ar P, le plan (P) soit plan de symétrie
de la surface correspondant a I'équation U(f) = o.

(*) Si 'on connait Iexistence ct la position d’un centre, d'un axe
ou d'un plan de symétric dans une courbe plane ou surface algé-
brique dordre inférieur & 6, on peut ramener la construction d’un
point quelconque de cette courbe ou surface a la construction des
racines d'une ¢quation du second degré ou d’unc équation bicarrée.
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Ceute  proposition équivaut & une propriété des
courbes planes lorsque le polynome f cst indépendant
de 3, puisque 'on doit supposer ¢ nul.

REGLES PRATIQUES POUR LA RECHERCHE DES AXES
DES COURBES PLANES ALGI;ZBRIQUES.

1° Axesparalléles @ axe des x. — Soit f(x, y) = o
Péquation entiére de la courbe considérée C, rapportée
a deux axes rectangulaires Ox, O y. Si le polynome f
est indépendant de j, C est symétrique par rapport a
toutes les paralléles a Ox. PDans le cas contraire, ct
Ajy7+ By7-' 4. .. étant ce polynome ordonné snivant
les puissances décroissantes de y, si ¢ est impair, ou si,

. . B
q etant pair, l(i l‘ﬂPPOl'[ K n’a pas unc valem- constante,

la courbe n’a pas d’axe paralléle a Ox. Lorsque, ¢ élant
B
A
est la scule des paralléles 2 Ox qui puisse ¢éure axe dela

courbe C.

pair, — a une valeur constante g, la droite gy + g=o

2* Axes passant par ’origine. — Soit Lo, (x, 5 ) le
polynome f ordonné par groupes homogénes. Pour
qu'une droite passant par Lorigine O des coordonnées
soit axe de la courbe G, il faut et il suffit qu’elle soit axe
de chacun des faisceaux de droites correspondant aux
formales o, (1, ) ) = o. Je suppose récls les coefticients
de f et je vais donner une méthode générale pour re-
chercher les axes du faisceau de n2 droites représenté par
Véquation 3,(x,))=o0. Je transforme l¢ polynome
wa(x, )) par la substitution

u=x-yi v=x—yi;

il devient une fonction homogéne de « et v que jor-
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donne suivant les puissances décroissantes de u, ne la
supposant pas réduite & un scul terme; puis, associant
deux a deux les termes équidistants des deux termes
extrémes, j'écris ainsi cette fonction

(ap "+ pn"”) “+ wo(2p-qu =24 pu—z‘)"~2)
+(uv)2(1,,_y,u"*'*+ ?,n_,‘gn—i)
+ (uv )3 (ap- U5+ Bp_gv=6)+...

En y faisant x = yi et x =— yi, on voit que les
constantes a2, ct 3, doivent ¢tre conjuguées. La fonction
de x et y, 2,u”+ B,v", a ses cocflicients réels et, par
suite aussi, sa différence avec 0, (x, y); cette dillérence
doit ¢tre divisible par uv = a2 4+ 32, et le quotient de la
division aura, comme 9,(x,)), ses coefticients réels,
d’ou il résulte que les constantes o, s, 3,_, doivent
¢étre aussi conjuguées. On voit que, d’une maniére géné-
rale, les constantes ax, 34 sont conjuguées pour toutes
les valeurs de k. Je poserai o= ax~+ byi.

Je considére maintenant une droite A, menée par
Porigine et faisant avec Oz l'angle w. Si T'on prend
cette droite comme axe des abscisses et la perpendicu-
laire menée par O pour axe des ordonnées el que 'on
désigne par 4(X, Y) la somme des termes de degré im-
pair en Y dans la nouvelle équation du faisceau consi-
déré, on a

(X, Y) :Z(ak sinkw ~+ b coskw)

n—=~k

> (X24 Y2) 2 (CALXA—1Y — GEXA=3Y34 ., .),
k devant recevoir les valeurs n, n — o, n—4, .... S1 A
est un axe du faisceau, on doit avoir 4 (X, Y) = o, et,
en par‘ti(:ulier, ¥(X,iX) =0, ce qui exige que la
somme a, sinnw -+ b, cosnw soit nulle. Le quotient de
(X, Y) par X24- Y* doit étre nul aussi identiquement,
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ety devant I'étee en particulier pour Y = /X, il faut que
la somme a,_,sinn— 2w + b, _scosn — 2w soit nulle.
En continuant ce raisonnement, on voit que I'on doit
avoir
(1) apsinkw + by coskw =o
pour toutes les valeurs de £. Réciproquement, si un
nombre w vérifie toutes les équations (1), on aura, pour
cette valeur de w, 4(X,Y)==o et la droite A qui, me-
née par O, fait 'angle w avee Ox, sera un axe du fais-
ceau (o,).

La relation (1) exprime que la droite A fait partie du
systéme de droites défini par I'équation
(2) agpuk = B0k

Donc la condition nécessaire ct suffisante pour que le
faisceau (u,) ait des axes est que toules les équations

. s .u .
binomes (2), on 'on regarderait -, comme une inconnue,
alent des racines communes ('), Soit A,ut=B,v*

» . . u .
I'équation dont les racines - sont ces racines communes,

lorsqu’elles existent. Le faisceau aura 4 axes définis par
la formule
A/z(z '—E—.}/l.)/l = B,l<$ —}/l)ll
1application de la méthode que je viens d'indiquer
i chacun des faisceaux correspondant aux divers groupes

(") Les droites (2) sont les axes du faisceau défini par I'équation
2, uk+ B, 0" = o0; d'ou il suit que la condition nécessaire et suffi-
sante pour que le faisceau (¢,) ait des axes est aussi que tous les
faisccaux correspondant aux ¢quations

- o —a
2w B0 =0, @, ur R 0=,

aient des axes communs, qui sont les axes du faisceau (3,).
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homogénes qui composent f conduit a la régle sui-
vanle :

Pour rechercher les axes passant par Uorigine O de
la courbe C dcéfinie par I’équation entiére et a coeffi-
cients réels f(x,y)= o0 (en coordonnées rectangu-
laires), je développe le polynome flx +y,i(y — x)),
et, groupant ses termes deux @ deux, je l'écris sous la
Jorme d’une somme d’expressions telles que

(zy )P (anxh— B y*)
(p=o0ou>0): solent 2, X"+ B, y", 225+ 353°, ...

ceux des binomes oy x*+ 31 )% qui ne sont pas réduits
« des constantes. Si les binomes en 3

aps— Br» Ay 3¥— 33‘7 e

sont premiers entre eux, la courbe C n’a pas d’axe
passant par O. Dans le cas contraire, si Azt— B est le
plus grand commun diviseur de ces binomes, la
courbe a t axes passant par O : ils sont definis par la
Sformule

(3) Az +yi)t=B(xz—yi)t.

Quand toutes les expressions o, x*—+ B y* sont con-
stantes, la courbe est un systéme de cercles ayant
lear centre en O, et toutes les droites qui passent par
ce point en sont des axes.

3° Awxes placés d’une maniére quelconque. — Sila
courbe C, dont je désigue le degré par m, a des axes,
chacun d’cux doit étre axe de la conique T représentée
par Péquation

gm—1 f 2 ) ()m~1f 2
(,)mm—l > = Clhiy <().Z‘"“2 ())/> R
s

()Ill—lf 2 /gm—1f\2
n - . _
m- | <(,I/,z W/l—~l()‘)/u> T K().}///lfl> =0



( 409

De 1a la méthode qui suit pour reconnaitre si la
courbe C a des axes, et pour les déterminer.

Lorsque la conique T a uun nombre fini d’axes, on
détermine séparément leurs équations et I'on essaye si
chacun d’eux est axe de C. Lorsque I' est un cercle, on
détermine son centre et ’on est ramené a trouver les
axes de C qui passent par ce point, que 'on prendra
pour origine des coordonnées. Lorsque T" est formée de
deux droites paralléles, on essaye si la ligne des centres
de T est axe de C, et Von a ensuite i chercher les axes
de C qui seraient paralléles a la normale a cette ligne
des centres, normale que 'on prendra pour axe des ab-
scisses (1).

Réduction de I’ équation d’une courbe qui a des axes.
— Je suppose que, les coefficients de f* étant réels, la

(') FYindiquerai, au sujet de cette théorie, les deux résultats sui-
vants :

1 Si Az +Axmly + A zmtyi4-. 4+ AL y™ est la somme
des termes du nvéme degré de f, l'inclinaison w de tout axe de la
courbe C doit vérifier la formule

tangmo (A, — A, + A, —...)=A—A +A —. ..,

quir ésulte de équation o, um=3, o™ ol l'on fait y = z tangw.

22 Si 'on connait la direction y = w2z d’un axe de la courbe C,
on peut obtenir I'équation de cet axe en annulant le quotient des
deux expressions

( af £>(ﬂr—'>, <l~td‘f-— d__f)(w—”’

or ~ dy or Ay

ou p désigne la plus petite des valeurs de 2 pour lesquelles 'ex-

(] .
pression {w o _ 0[) est nulle identiquement. Lorsque le de-
Yoxr Oy

gré m de la courbe est pair, si 'axe n’est pas perpendiculaire & une
direction asymptotique de la courbe, I'équation de cet axe est
(m~1)
W (!) —0
Yoxr oy
Ann. de Matheémat., 3° série, t. XV. (Septembre 18¢6.) 27
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courbe C admette plus de deux axes, sans en avoir une
infinité. On peut rapporter la courbe a 'un d’eux, D,
pris comme nouvel axe des abscisses, et A une perpendi-
culaire & 1), sans connaitre I'équation de D, en opérant
de la maniére suivante :

Les axes de C passent par un méme point, qui est le
centre O’ de la conique T'. On transporte I'origine au
point O', et 'on sait calculer la formule (3) qui définit
Pensemble de ces axes. Ayant trouvé A =p -+ qi,
B = p — ¢i, soit « 'angle compris entre o et =, dout la

tangente est — Z. L’un des angles o satisfaisant a la
* P
[7 . . . .
formule tang w = — 4, qui doune les inclinaisons des
8 » i

axes sur Ox, est ?, et je supposerai que I'axe D, que je
prends pour nouvel axe des abscisses, est celni qui fait
cet angle [Z avec Ou; le nouvel axe des ordonnées sera
pris passant par Q. La fonction

W= (2 -+ yi)h+ Bu(ax —yi)h

devient, par ce changement de coordonnées
Nt 8 ,
, A .. A .

wy = 14((‘0:%1-}—z<|n?‘a>(\—\1)/l

A .. A .
+ Ba (cae—z—-zsm '—a)(X — Y.
AN l , /
Mais D étant aussi axe du faisceau wy = o, &), ne doit
»as contenir de puissances iwmpaires de Y, ce qui exige
I3 | ) K
la condition

k .. k0 3 A ..k
2 cos;a+zsm71):‘/, cos -z — Isin - ),
d’ou Pon déduit

WA a; .k — by,
(‘OS;I:———, SN - = —————— .

i\/a}f+b',“f t i\/a;f + b}
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Alors on a
wh = i\/a;‘: = O [(X = Yi)h = (X =Y i)k
Le signe a prendre dans cette derniére formule est le
méme que celui qui doit figurer dans les deux précé-
dentes. Or celui-ci est connu, car on connait, en gran-
deur et en signe, les sinus et cosinus de 'angle a, et,

har suite, ceux de 'angl k i est Itiple d
I ¢, ceux de 'angle o, qui est un multiple de «.

On connait donc la nouvelle équation de C, dont le pre-
micr membre est la somme d’expressions telles que
(X2 +Y*)" o, Loutes connues.

SUR LA DETERMINATION DES PLANS DE SYMETRIE
DES SURFACES ALGEBRIQUES.

Dans toul ce qui va suivre, je supposerai les surfaces
rapportées a des axes de coordonnées rectangulaires et
définies par des équations cartésiennes.

Proviive 1. — Sachant qu’une surface algébrique
ne peut étre symétrique que par rapport a certains
plans P totalement connus ou par rapport a des plans
appartenant & des familles connues de plans n’ayant
pas toutes les directions de ['espace, reconnaitre si
cette surfacc admet des plans de symétrie et, le cas

échéant, les déterminer.

On vérifie directement si chacun des plans P (plan
dont on connait ’équation) est un plan de symétrie de
la surface.

S’il y a une famille de plans paralléles a un plan
donné A, on prend ce plan pour plan des x)-, et soit

Ast+ Bz 1., =o.
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la nouvelle équation entiére de la surface, ordonnée sui-
vant les puissances décroissantes de z (*). Pour que la
surface ait un plan de symétrie paralléle a A, il faut

. . B .
que ¢ soil pair et que A ait une valcur constante g et

I'équation de ce plan est gz 4 g=o0. On aura donc
a essayer si le plan que définit cette équation est un plan
de symétrie de la surface.

§’il y a une famille de plans perpendiculaires a un
plan connu A’, ce qui est le dernier cas a considérer,
on prend celui-ci pour plans des xy, et A, B, C...
désignant les cocflicients des différentes puissances de z
dans la nouvelle équation entiére de la surface, on
cherche les axes de symétrie communs des courbes du
plan A" qui sont représentées par les équations obtenues
en annulant celles des fonctions A, B, C,... qui ne
sont pas des constantes. Lorsque ces courbes n’ont
aucun axe commun, la surface n’a aucun plan de symé-
trie perpendiculaire a A'. Dans le cas contraire, en
menant par chacun des axes communs un plan, perpen-
diculaire au plan de ces courbes, on obtient des plans
de symétrie de la surface, et 'on a ainsi tous ceux qui
sont perpendiculaires au plan A’ (2).

Tutorive. — La détermination des plans de symé-
trie de la surface représentée par l'équation entiére
S(x,¥,2)=0,de degrém, peut étre effectuée aumoyen
de la quadriqgue qgui a pour équation Vp_,(f)=o,
toutes les fois que cette quadrique n’est pas une sphére.

(*) Si cetle équation ne contenait pas z, tous les plans paralléles
A A seraient des plans de symétrie de la surface.

(*) La résolution de ce probléme par les méthodes que jai indi-
quées ne comporte aucun calcul d'¢limination.
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En effet, si 14 surface a des plans de symétrie, ils
doivent sc trouver parmi les plans principaux de cette
quadrique; or ceux-ci font partie des plans énumérés
dans I’énoncé du probléeme qui précéde, puisque l'on
suppose la quadrique différente d’une spheére ('),

METHODES PRATIQUES POUR LA RECHERCHE DES PLANS DE
SYMETRIE DES SURFACES DU TROISIEME ET DU QUA-
TRIEVE ORDRE.

Surfaces du troisiéme ordre. — Soit f(x, 5, z)==0
I’équation entiére et a coefficients réels d’une surface de
troisiéme ordre S, dont il s’agit de rechercher les plans
de symétrie. J’admets que cette surface n’est pas formée
de trois plans paralléles.

Je considére les deux surfaces 2 et 3 représentées par
les équations

U(f)=o0, Va(f)=o,

dont la premiére est au plus du premier degré, et dont
la scconde est du deuxiéme degré. Tout plan de symé-
tric de S doit étre un plan de syméiric de chacune de
ces deux surfaces.

Si, comme il arrivera généralement, le plan o est déter-
miné et a distance finie, on saura trouver cecux de ses
plans de symétrie qui sont plans de symétrie de S (pro-
bléme I), et la question sera résolue.

(*) Lorsque cettc quadrique est une sphére, de centre (x,, ¥, 3,),
si £o9,(z, y, ) désigne le polynome f(z + z,, ¥ + ¥, 5+ 3,)
ordonné par groupes homogénes, il suffira, d’aprés le probléme I,
de savoir déterminer les plans de symétrie de I'un des cdénes ¢, = o
qui ne sont pas réduits & une sphére simple ou multiple, pour savoir
déterminer les plans de symétrie de la surface, ceux-ci devant se
trouver parmi ceux-la.
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Dans le cas contraire, j’aurai recours a la quadrique .
Si cette quadrique n’est pas une sphére, on saura recon-
naitre ceux de ses plans de syméirie qui sont plans de
syméwie de S (probléeme I). Si 3 est une sphére, lc
cone asymptotique de S est formé de trois plans perpen-
diculaires deux a deux ('). Je transporte l'origine des
coordonnées au centre w de la sphére §3, ct soit

Flx,y,s)+9(z,y,5)=0

la nouvelle équation entiére de S, IF désignant les termes
du troisieme degré. L’équation o(x, 3, z)=o0 repré-
sente une surface S; qui est au plus du second ordre.
Les plans de symétrie de S doivent passer par o ct sont
tous les plans de syméirie de Sy qui seraient en méme
temps plans de symétrie du cone (F) défini par I'équa-
tion
F(r,y.s1=o0.
Si la fonction o n’est pas de la forme

Nz )2+ 3+ B,

(') Pour démontrer ce résultal, on peut, les premiers membres des
¢quations dc x ct 3 étant des covariants de f, prendre 'équation de S
sous la forme, a coefficients réels,

ay’-- b3+ 3cy's -~ 5dys*+ 3hx
-=3hsxi+3nzy'+6gxys+ ... =0,

ol je n'éeris que les termes du troisicme degré. Alors les équations
de a ct 3 sont )

(h+n)x —(a+d)y+(b+c+ k)s+ const. = o,
k3 + (nr +ay 4+ cs) + (hoe +dy + bs) +2(ny + g5)*
+2(hkx 4 gy + h3) -+ 2(gx —cy +ds)+y =o,

¢ ne renfermant aucun terme du second degré. Or, si I'on suppose
n=—"nh, d3—a, k =—(b-+c), les conditions pour que § soit
une sphérc sont

a=b=ch=no



((415)
A et B étant constanis, la considération de la surface S,
permettra de trouver les plans de syméiriec de S (pro-
bléme I). Dans le cas contraire, ces plans sont les plans
de symétrie du cone (I7), c’est-a-dire les six bissecteurs
des angles formés par les trois plans rectangulaires aux-
quels se reduit actucllement ce cone. Les trois droites
communes aux Lrois cones du second ordre
JF oF oF

- = 0, 0. - =
J3

_— == O
Jdx ay
sont les arétes du triédre wrirectangle (), et 'on saura
par conséquent calculer les équations séparées des trois
faces de ce triédre et par suite celles des six plans de
I p

symétrie de la surface S ().

Dans les surfaces de troisi¢cme ordre, qui possédent

y qui i
la symétrie plane sans étre cylindriques ni de révolu-
tion, le nombre des plans de symétric est 'un des
) I y

nombres 1, 2, 3, 4, 6.

Le Tableau suivant fait connaitre la forme a laquelle on peut
ramener I'équation de celles de ces surfaces qui ont plusieurs
plans de symétrie.

(') Jindique incidemment ce procédé pour reconnaitre si la sur-
face S est formée de trois plans perpendiculaires deux a deux. D’abord
elle doit avoir un centre unique, que je détermine. Si z,, y,, 5, sont
les coordonnées de ce point, la fonction f(x + x,, ¥ 4+ ¥y & -+ 3,)
doit étre homogéne. Le plan x doit étre indéterminé, et la quadrique §
doit étre une sphére. Ces conditions sont nécessaires et suffisantes,
et 'on sait calculer les équations des trois plans.
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Nombre
des plans
de Positions relatives Forme a laguelle peut se ramencr
symétrie. de ces plans. I’équation de la surface.
. axt+byr+d
2 Ils sont rectangulaires. s = P S o d’
\ T \Y2i+ e 32+ d,
3 [lspassent par une méme
droite et font 2 a 2
I'angle de 60°. 3z = a(zi— ~;"x},2)‘)_+_ bia2+y?) +d,
a (x4 y%) —c 32+ d,
4 Trois d’entre eux pas-
sent par une méme
droite et font 2 a »
Pangle de 60°; le qua-
tri¢cme est perpendi-
culaire a cette droite. 3= a(x3— 3xy?) + b(x2+ y?) +d,
6 Ils sont les bissecteurs
d’un triédre trirec—
tangle. Yz 4+ a(xr+y2+32)+ b =o.

On saura calculer la forme réduite qui correspond a chacun
de ces quatre cas.

Surfaces du quatriéme ordre. — Je commence par
traiter deux questions relatives aux cones du quatriéme
ordre.

Prosrime Il. — Reconnaitre si un céne du quatriéme
ordre C, non formé de deux sphéres de rayon nul, et
défini par son équation, admet les neuwf plans de symé-
trie du cube, et, en cas d'aﬁir'mative, trouver les
équations séparées de ces neuf plans.

Soit I (x, y, ) = o I’équation entiére du cone C rap-
porté i son sommet. Pour qu’il ait la symétrie du cube,
il est mécessaire et suffisant, ainsi qu’il résulte d’une
formule générale donnée par M. Goursat ('), que I'on

L}

(') Annales de I’Ecole Normale superieure. juin 1887,
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ait identiquement
F(z,y,5)=Ma2+y2+ 32)? + p(P++ Q++ RY),

), » étant deux constantes et P, Q, R trois formes li-
néaires
P=axr+8y+vz, Q=a'r+By+175,
R=a"z+8"y++v's,

dont les coefficients sont les cosinus directeurs de trois
droites rectangulaires deux a deux.

Si F satisfait 4 I'identité précédente, les trois déri-
02F 02F 02F

92t 57 o doivent vérifier celles-ci

vées partielles

02F 02u

Fr =2 Frcing 121(22P2+ 2'2Q2 + «"2R?),

02 N?u , o Tao
(4) ¢ nE E)\t))ﬂ’ + 12 p(B2P2+ B2Q2+ p"2R2),

2 2

Pl P (P2 42 Qa4 RY)Y,

032 032

ou I'on pose
u = (224 y2+ 32)°.

Réciproquement, si 'on peut trouver un systéme
des deux constantes X, i et des trois fonctions P, Q, R,
tel que les identités (4) aient lieu, le cone C aura la
symétrie du cube, car, en vertu de ces identités, la

fonction
F—\(x2-+ y?+ 52)2— n(P*+ Q*+ RY)
doit avoir chacune des formes homogénes
zY(y,5) +=3053)  yhi(s )+ (s e),
29 (2, 7) + Y2 (2 9),

ce qui ne peul avoir lieu qu’autant que les six fonc-
tions &, 7, Yy, 7y, s, 72 sont nulles identiquement.
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Jajoute que les identités (4) ne peavent étre vérifides
par un second systéme des constautes et des formes li-
néaires considérées, car si I'on a

F=lu+p(Pr+ Qv+ RY) =k u—+ (P} + Qi + RY).
on en déduit

2 0K ) DR R

().l‘? -+ ()j:z = Z); N I‘),()‘ -+ :).)(.2‘24—‘)""‘-4* 52)

12( Ay 2 ) (124 y24- 52),
ce qui exige Ay -+ =% —+ u, et on doit avoir alors
pQ2R2+ R2P2 - P2Q2) == 0y (QF R} + RIP} - P3QY),

d’ou
l)l = ]', 01 = (} R[:E H, =k

~ I
Ceci posé, je considére les trois cones du second
ordre Cy, Cy, Cy, qui ont pour équations

30 N PEE D < 02 F
2 ' dy2 d

il
>~
|

|
i
~’
t
~

Si, pour aucune valeur de %, ces rois cones n’ont
pas trois plans de symétrie communs, le cone C n’aura
pas la symétriec du cube, car, s’il possédait une telle
symétrie, les trois cones C,, C,, Gy devraient, d’apres
les identités (4). étre syméirigues par rapport a chacun
des trois plans P =0, Q =0, R=o.

Je suppose, en second lieu, qu'il existe des valeurs
de X pour lesquelles les trois cones Cy, C,, C; aient au
moins trois plaus de symétrie communs. Pour chacune
d’elles, ils auront certainement en commun trois plans
de symétrie rectangulaires, dont je prends les équa-
tions

v
P=ar-—3y+3=o, V=2 =3y+vys=no

R=2r+—3y—+ys=0
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en fonction des cosinus directeurs des normales i ces
trois plans. Si, pour une de ces valeurs de X et pour
une valeur convenable de w, les identités (4) ont lieu,
le cone C aura les neuf plans de symétrie du cube, et
ces plans seront les trois plans P =0, Q=0,R =o,
ct les bissecteurs des angles qu’ils forment deux a deux.
Si, pour aucune de ces valeurs de 1, il est impossible de
satisfaive aux identités (4) avec une méme valeur de g,
le cone C n’aura pas la symétrie du cube.

Tatorime. — KEtant donnde U'équation entiere et
homogéne V' (x,y,z)=o0 d'un céne du quatriéme
ordre C, si les deux surfaces oy, v,, qui ont pour
équations U(I') = o, V,;(I') = o, sont deux sphéres,
Jinies ou infinies, le cone C n’admet aucun plan de
symétrie, ou bien il a les neuf plans de symétrie d’un
cube.

En effet, je suppose que le cone G ait un plan de sy-
métrie quc]conquc. Son ¢quation peul étre ramenée a
la forme

b (x,),3)=r3t+32(A22+ By?)
H+axt-+ 4oy + 6ex2yr+ fdaryda- gyr=o,
pour laquelle les équations des surfaces =, et 1 sont

[A+6(a+c)|a2+[B+6(g-c)|y?

+ (A +=B 4603241206 +d)xry =o,
A2z24+ B2y - (A2 B2 1222)52
+12[(ax by 2+ (dr + gy )?
+36[(bxr+cy)—(cx+dy)]|=o.

Les six relations qui expriment que ces deux sur-

faces 2, v, sont deux sphéres pcuvent s’écrire
1y | P l
‘ d:—'b, b(a——g):o,
A=6(g+c—h), B=6(a—c¢c—2N),
' (@ —g)a+g+3c—3k)=o,

(5)

22— 3(a-+ )k +=a?— 202+ Jac = o.
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La seconde conduit a faire deux hypothéses :
1"g=a.Alors A=B=06(a+c—121), etl’'ona

P =2rz"+6(a+c—h)z2(22+ y?)
+a(zv+y*)+ 4b(23y —xy?),

ou, en tenant compte de la derniére des relations (5),

b =MNa2+y2+ 322+ [6(a +c)—8X]z2(a2+ y?)
+ [Va = (22 — ) +ay Vra + e —§h ]

Or, par une transformation de coordonnées effectuée
dans le plan des ay, la fouction du second degré com-
prise entre crochets peut étre ramenée a la forme
xy/6(a +c) — 8, et la fonction ® devient

M@+ y2+ 32)2+ [6(a + ¢) — 8% ]( p2 324 32a2+ 22)?).

Donc le cone C a la symétrie du cube.

2?2b=o.Alorsd=o0,3h=a+g+3c,A=2(2g—a),
B=19(2a—g), et la derniére des relations (3) se dé-
compose en ces deux-ci

3c=2a—g, Je=n2g—a.

. e 17 2a —
Soit, pour fixer les idées, ¢ = -—3*—5—) On a

P =azt+932(2g —a)r—(2a — g)y?]
—arxrtt-gytt+o(ra— g)ry?
= (2a— g) (@~ y?+ a2y
+(g—a)[2yt+ (224 32)2+ 4232,

Or, s1 1’0o fait Lourner de 45° les axes des x et des z
dans leur plan, cette fonction @ devient

g2+ 2322+ f(a — g)( )22+ 2222+ 22y?),

ct I'on voil que, dans ce cas encore, le cone C alasymé-
trie¢’ du cube.
Fajoute que, réciproquement, si le cone C possede
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la symétrie du cube, les deux cones «, et v, sont deux
spheéres.

Je considére maintenant une surface quelconque du
quatriéme ordre S, représentée par I'équation entiére
f(x,y, 2) = o, et je me propose de rechercher ses plans
de symétrie. Je désigne par a et v les deux surfaces qui
onl pour équations

U(f)=o, YVi(f)=o.

La surfacey est du second ordre. La surface o est au
plus du second ordre. Tout plan de symétric de S doit
étre un plan de symétrie de chacune de ces deux sur-
faces.

Je distingue deux cas :

1° Les deux surfaces o et v ne sont pas deux sphéres
concentriques (la surface o. pouvant étre une sphére
située tout entiére & linfini).

Je détermine les plans de syméurie des deux sur-
faces a, y.

Si elles n’en ont pas en commun, la surface S n’admet
aucun plan de symétrie. Si clles ont des plans de symé-
trie communs, les directions de ces plans sont totale-
ment déterminées ou ne dépendent que d’un seul para-
meétre ; donc on saura reconnaitre ceux de ces plans qui
seraient des plans de symétrie de S (probléme 1).

2° Les deux surfaces x,y sont deux sphéres concen-
trigues (la sphére o. pouvant étre tout entiére a l'infini).

Je transporte l'origine au centre commun o de ces
deux sphéres, ct soit

F(z,y,5)+o(x,y,3)=0
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la noovelle équation de S, I'(.c, y, z) désignant I'en-
semble des termes du quatriéme degré. L’équation
o(x,y, z)= o représente une surface §; qui est au plus
du troisiéme ordre et dont on sait par conséquent trou-
ver tous les plans de syméirie. Les plans de symétrie
de S doivent passer par le point o et sont tous les plans
de symétric de Sy qui seraient en méme temps plans de
symétric du cone () défini par équation I (x, y, z) = o.
Je laisse de coté le cas ou S serait formée de deux sphéres
concentriques. Quand o (x, », z) n’a pas la forme
A(x?—+ 32+ 2z2)+ B, A ct B éiant des constantes, les
plans de symétrie de 8, passant par o n’ont pas toutes
les directions de I'espace, et I’on saura alors reconnaitre
ceux de ces plans qui seraient plans de syméurie de S
(probleme 1). Dans I'hypothése contraire, les plans de
symétric de S sont les mémes que ceux du cone (I7).
Mais les deux surfaces =, vy étant des sphércs, il en est
de méme des deux surfaces a,, v, relatives au cone (F).
Donc ici la surface S n’a aucun plan de symétrie, ou a
les neuf plans de symétrie d’un cube. 1l n’y aura dés lors
qu’a résoudre le probléme II sur le cone (17).

Si (F) admet les neuf plans de symétrie du cube, on
détermineraleurs équations, et I'on aura les plans de sy-
métrie de S. Si le cone () n’a pas la symétrie du cube,
la surface S n’admet aucun plan de symétrie.

Le probléme est donc entierement résolu.

Dans les surfaces du quatriéme ordre qui possédent
la symétrie plane sans étre cylindriques ni de révolution,
le nombre des plans de symétrie est I'un des nombres 1,
2,3, 4,5,6,9.

Le Tablean suivant indique la forme a laquelle on
peuvt ramener P'équation de celles de ces surfaces qui
admgutent plusieurs plans de symétrie.



Nombre

des plans
de Forme &a laquelle peut se ramener
symétrie. Positions relatives de ces plans. I'équation de la surface.

C Nse--Bsiarr+-0)240)
2 Ils sont rectangulaires. (1) U s (e v b))+ ayrt
U 40,2y e eayt- - dy@?+ fyy2— ky=o.

3 1° Ils sont rectangulaires deux a Forme (1) ou Pon fait C = o.

deux; s Ast+ Ba(z24 y24 )
2° [ls passent par une méme droite  (2.) + Gslay (a3 —3zy)+ 0 (22-+)?) + ¢4
et font deux a deux Pangle de 60", L aa (23 -3y - by (02 )2k g (2 y ) =0,
4 1° Trois d’entre cux passent par Forme (2) ou l'on fait G = o.

une méme droite et font deux a deux

Pangle de 60°; le quatriéme est per-

pendiculaire a cette droite; ‘ Adv— B2+ +e)+ Cs(at+y2--cy)
20 Ils passent par une méme droite  (3) Ay (X — 62y )

et font deux a deux I'angle de 45°. l Dy (@2 Y2V ey (22 y2) - dy = o,

5 Quatre d’entre eux passent par Forme (3) ou l'on fait € = o.
une méme droite et font deux a deux
Pangle de 45°; le cinquiéme est per-
pendiculaire a cette droite,
6 Ils sont les bissecteurs d’un triédre H A(x? e 2 222 - B4yt 4 3%
trirectangle. + Carys+Drt-- 32+ 32)+E=o.
9 Ils sont les faces et les bissecteurs Forme (4) o 'on fait C=o.

d’un méme triédre trirectangle.

( goy )



( 424 )
On saura calculer la forme réduite qui correspond a
chacun de ces six cas ().

SUR UN MOYEN DE RECONNAITRE SI UNE SURFACE DU
TROISIEME, DU QUATRIEVE OU DU CINQUIEME ORDRE
EST DE REVOLUTION.

Je considére une surface algébrique S, autre qu’un
systéme de plans paralléles, et dont Pordre m estI'un des
nombres 3, 4, 5. Je la suppose définie, en coordonnées
carlésiennes rectangulaires, par équation entiére et
a coeflicients réels f(x, y, z)= 0. Soient 2 et o' les
deux surfaces que représentent les équations

i S OF

= 0.

ox? ay? 0z
Pln—l ()m—lf' 2 _
Aiﬁ’l»m(m> =0 Oprv=m—u,

dont la seconde est du deuxiéme degré. On veut recon-
naitre si la surface S est de révolution ct, en cas d’affir-
mative, trouver son axe de révolution. On peut y arriver
en appliquant le théoréme suivant, qui découle de ce fait
que, lorsque S a une infinité de plans de symétrie pas-
sant par une méme droite. les deux surfaces « et o/, qui
possédent toutes les symétries de S, doivent étre aussi de
révolution autour de cette droite.

Tutonksve. — Quand les deux surfaces o et o' ne
sont pas deuwx sphéres concentrigues :
1° St elles sont toutes les deux de révolution, autour

(*) Les plans de coordonnées par rapport auxquels les équations
des surfaces des troisiéme et quatricme ordres 4 plans de symétrie
prennent les formes réduites données dans les deux Tableaux précé-
dents son} les plans de symétrie eux-mémes, ou des plans perpendi-
culaires a leurs droites d’intersection, ou des bissecteurs d’angles
formés par ces plans de symétrie.
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d’une seule et méme droite, ou autour d’une infinité
de mémes droites paralléles entre elles, la surface S
peut étre de révolution, mais sculement autour de cette
droite ou d’une par‘allélc‘d ces droites.

2° Dans tous les autres cas, la surface S n’est pas de
révolution.

Quand les deux surfaces o. et o' sont deux sphéres
concentriques :

1 Sila surface S est du troisiéme ou du cinquicme
ordre, elle n’est pas de révolution (1);

2° 8¢ la surface S est du quatriéme ordre, pour
qu'elle soit de révolution. il faut et il suffit que le cone
des directions asymptotiques de S soit une sphére
double, et que, en appelant x,, y, 2, les coordonnées
du centre commun des deux sphéres aet o, et Mle coef-
ficlent de x* dans f(x,y, z), la surface correspondant
a l’équation

S (@, y,8)=M[(x —20)2+(y — y0)?+(3—3)2 =0,
qui est auw plus du troisiéme degré, soit de 1évolution
autour d’une droite passant par le point (x4, yq, z),

et l'axe de révolution de cetie derniére surface est le
méme que celut de S (*).

Comme il est toujours facile de vérifier, par une trans-
formation de coordonnées bien évidente, si une surface
algébrique définie analytiquement est de révolution

(*) Quand une surface du cinquiéme ordre est de révolution, on
peut vérilier, en prenant son axe de révolution pour un des axes de
coordonnees, que la surface x n’est jamais d’ordre inférieur a 3 sila
quadrique a' est une sphére.

(+) On regardera une surface indéterminée ou rejetée a I'infinj
comme une surface de révolution autour d’une droite quelconque
de I'espace, ou encore comme unc sphére concentrique a toute sphére
de Pespace.
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autour d’une droite paralléle a une direction connue, ct
de déterminer cette droite, on voit que le cas d’une sur-
face du troisi¢cme ordre sera complétement résolu par le
théoreme qui précéde, et que le cas d’une surface du
quatriéme ou du cinquiéme ordre, s'il n’est directement
résolu par ce théoréme, se trouvera ramené au cas d’une
surface du troisiéme ordre. En définitive, la question
est résolue dans les trois cas.



