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[B2]
EXPOSE D’UNE THEORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS
LINEAIRES ;
Par M. H. LAURENT,

I. — PRrELIMINAIRES.

Vappelle substitution linéaire I'opération qui a pour
but de remplacer des variables par des fonctions linéaires
et homogénes de nouvelles variables.

Une substitution linéaire pourra donc se représenter
au moyen des formules

Y1 =941+ 22Xy o ..+ A Tn,
0) Y2 = Q21T A Xa .o - Xon Ly,

V= A X ATy oo = L Tpy

Xyy Xay o oo, X, désignant des variables, a;; des coeffi-
cients constants, j ¢, ¥2, « .., ¥n de nouvelles variables.
Le déterminant S == oy, das .« . . %,, est dit le déter-
minant de la substitution; le nombre n des variables x
ou y est le degré de la substitution.
Considérons la fonction linéaire des =;;

(2) s = Zajjtijs

nous dirons que cette fonction s représente la substitu-
tion (1), et, en effet, a chaque substitution (1) correspond
une et une seule fonction linéaire telle que (2), et vice
versa. Les 7;j seront des imaginaires ou des clés assu-
jetties aux relations

Ty XTtw=o0 si j2k
(3) L J <,
Tij X Tjl = Tily
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Aout 1896.) 23
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Il résulte de I que, si s=3a;;7;; et 1=2f;;7;j repré-
sentent deux substitutions, s + ¢ représentera une sub-
stitution que nous pouvons appeler la somme des deux
premiéres, et Z(a;;+ 3;7)7;, sera la substitution

On appelle produit de deux substitutions s et t la
substitution équivalente 4 la substitution s suivie de ¢
ou vice versa; ce produit dépend d’ailleurs de I'ordre
dans lequel on effectue les substitutions : st est le ré-
sultat obtenu en elfectuant d’abord ¢, puis s.

SiP'on appelle s la substitution (1) ou Za;;t;j, et ¢ la
substitution

si=Buyi+ Braye...+ BinVn»
3y = Bar )1+ Baa Ve = Ban ¥,

on aura
&= ~T1(@i1 Apy - Biedag ..+ pinani)

- &a( }31'1412 ~+ pz‘eig-z B ﬁz‘nam)

cette substitution sera la substitution s représentée par
(4) 2Bty + Braraj oo+ Binang)Tiy;
or, si I'on eflectue le produit

Eﬁij’t,'j X Za;Tiy,

en tenant compte des relations (3), on trouve précisé-
ment le résultat (4). Donc le produit de deux substi-
tutzons est repréesenté par le prodult des Jonctions
linéaires qui repr esentent ces substitutions.
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lI. — DEes FoONCTIONS DE SUBSTITUTIONS.

Sil'on donne plusieurs substitutions s, ¢, u, ..., les
notations § -~ ¢, § 4 ¢ -+ u, st, ts, stu, ... sont bien
détinies d’aprés ce qui précéde, la notation s — ¢ se
comprend d’elle-méme.

La substitution

Ty T2 ... Spn

joue le role de P'unité, elle remplace x; par x,, x, par
Zy, ...; d'ailleurs

St (T4 Tae e Tan) = 25753
nous poserons donc
Ty ™ T22ee.tTpp — 1,

et 1 sera le symbole de la substitution de nul effet;
de méme, a étant un nombre, on pourra poser
a=Qazy+ &%y ...+ ATyp,

car

(a'c“ —+ ATy ... ) < E’l,‘j'».,‘j = Zamij'r,-j;
les symboles a—+bs+ct + ... sont donc mainte-
nant bien définis ct représentent des substitutions. Les
formules

§0 =1 sl =z, s2=s5Xxs, $3=s5Xs§XSs,

)
serviront a définir s°, s*, s2, 3, ..., et alors f(x) dési-
gnant un polynome entier en x, f(s) sera bien défini
et représentera une substitution.

Il faut remarquer que t;; représente une substitution
dite ¢lémentaire, qui remplace xr; par x; et les autres
variables par zéro.

Les substitutions de la forme a + b7;; sont dites
primaires.
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1. — DtcomMPOSITION D'UNE SUBSTITUTION EN FACTEURS
PRIMAIRES.

Si 'on multiplie une substitution Za;;7;;, dont le dé-
terminant est

%11 %2 ee. Np

Aoy A2 ... dap
(1)

%pt %npa ee. Gpp |

par la substitution primaire 1 + p7;j, clle devient
Do = PO %% e Qi Tag);

cette multiplication a pour eflet de remplacer, dans le
Tableau (1), la colonne a,j, aaj, ..., %nj parayj —+ pays,
Onj = PAoaiy + vy %nj + Py Lamultiplication est censée
effectuée & droite par (14 pz;j); si l'on multipliait a
gauche, on obtiendrait un résultat analogue, dans lequel
les lignes joueraient le role qu’avaient joué tout a 'heure
les colonnes.

Il résulte de la que, en multipliant la substitution
So;jti; successivement a droite par des facteurs pri-
maires, on fera prendre la forme

P11y P12 oo o Pa1%iny Pra2ig e Pua®ing, e,

Pr1%ay &= P21%e2 oo o= Ppi@any  Pra%es <. Pua®an, ...y
i son déterminant, en sorte que, si l'on prend

Sa;jtij =1, on voit que la substitution Zp;;<;;, dont
le déterminant est

peut s’obtenir en multipliant entre clles des substitu-
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tions primaires de la forme a + b=, et il est visible
que la substitution Zp;jt;; est quelconque; donc toute
substitution est décomposable en facteurs primaires.

IV. — EQUATION CARACTERISTIQUE.

Posons

Il

<1

Y1711+ Y2Ti2 oo YnTin,

A
Il
=
a
_l_
-2
o
A
3
+
-2
2
g

on aura
s3p = (Ay1Tyr = %a1Tag e oo ) Yo+ (%1 Tre = X2 Tan oo 2 ) Ya o n
c’est-a-dire

§31 =y (Y1511 + YaT12 ... ) F A (Y1721 + Y2Tag e ) e e

ou
$§3p = %415y - A1 8y ... AnyBn,

en sorte que ’on aura

(ajg— $§)31+ A9y  Bo...+ Ap Ip=0,
(1) Ay Sy (%aa—8)Ba—-. . .- Upa Zp =0,
e et H

on déduit des équations (1)
Sf(s)zy=0, f(s)z32=o, cers f($)zn=o0.

Or vy, ¥a, « .. sont quelconques, en les remplacant par

Yity Y12y ooy Yiny PUIS PAT Yaiy Y22y «v oy Yany -+, €N
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appelant z;, z;s, ... ce que devient alors 3;, on a
f(s)z=o, J(s)322=0, ceey
ct, par suite,
J($)(B11+ 329+ . .=+ Znn) = 0.

Or, z,, + Z55+... est une substitution quelconque
égale 4 1, si 'on veut; donc

f(s)=o.

Donc toute substitution de degré n satisfait & une
équation de méme degré que I'on appelle son équation
caractéristique.

Le terme constant de I’équation caractéristique n’est
autre chose que le déterminant de la substitution. Une
substitution peut satisfaire & une autre équation qu’a
son équation caractéristique; si cette équation est de
degré inférieur a n, on dit que la substitution est sin-
guliére; au contraire, une substitution est normale
quand elle ne satisfait & aucune équation de degré infé-
rieur & son degré.

Il est évident, d’apreés la définition du produit de deux
substitutions, que le déterminant d’un produit de sub-
stitutions est égal au produit des déterminants de ces
substitutions.

Si I'on considére une équation de la forme

st =o,

ou s et t sont deux substitutions, il n’en résulte pas né-
cessairement s = o ou { = o, mais il faut que le déter-
minant de s ou de ¢ soit nul.

Cela posé, supposons que f(s)= o soit ’équation
caractéristique de s, supposons que s satisfasse 4 une
autre équation ¢ (s) de degré égal ou supérieur a , degré
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de s. Soit §(s) le plus grand commun diviseur de f(x)

et o(x), s satisfera a §(s) = o. Ainsi 'on aura

6(s) =o.

Donc, si la substitution s n'est pas normale, elle
satisfait & une équation §(s) = o ou U(s) est un divi-
seur de f(s), f(s) désignant le premier nombre de son
€quation caractéristique.

Dans le cas ot la substitution s n’est pas normale,
son équation caractéristique n’est pas irréductible.

11 est facile de voir en eflet que §(s) est a coeflicients
commensurables avec les 2,5, Soit
0(s)=sP4+ Aysr—l4.. .+ A,
On peut poser

¢ Yoy NN P
s = X2;;%, st= Ya D=y, ceey

alors
. AP . P~1 .
(s) =2 y[','(’x(ilj’)—c— r\il;’; L )
mais comme §(s) = o, on aura
a(i’j"—i—Aiaf;‘—i—. ..=0;

ce qui montre que les A sont fonctions rationnelles
des af’ et, par suite, des a;;. Donc f(s)=o n’est pas
irréductible si §(s) existe, c’est-a-dire si s n’est pas nor-
male.

V. — FoNCTIONS RATIONNELLES D'UNE SUBSTITUTION.

E'tant donnée une substitution s — Sa;j<;j, Ul existe
une autre substitution s~ = 3 3;;%;j telle que

sX s l=s5"1xs=1,

pourvu que le déterminant de s ne soit pas nul.
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En effet

s.os7l= Sz (2 B+ 20 Ba,+..0),
et sil’on veut que ss™! =1, il faudra poser

an@n-‘— ¢12f321+---+ “1:13111: I,
“ztﬁn-'- %2321-“- o azru@m':‘)»

R I I I I I IR S P I

ctles valeurs de B sontbien déterminées si T==u,, a4y, ...
n’est pas nul ; on trouve d’ailleurs
1 oD
= Y 5T,
D 01,‘]‘
D=2t %9...%,.
Deux substitutions s, ¢ sont dites échangeables quand

st=1s; s~1 et s sont donc échangeables, deux fonctions
entiéres de s sont échangeables.

Si s est échangeable avect, s* le sera aussi, s=' et ses
puissances s~* aussi.

En effet, si

st = Iy,
on a
sls = 1ss,
ou
sttt = (s?

On a de méme
sts—1 = tss—1=1(,

ct en multipliant & gauche par s~
ts—t = s-1¢.

Si s et ¢ sont échangeables, on peut poser

Al

t
(sl =1 = ~.
s
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S(s)
e (s)
est alors bien défini, pourvu que le déterminant de ¢ (s)
ne soit pas nul.

Le symbole

»ou f et ¢ sont des polynomes entiers,

Toute fonction entiére d’une substitution de degré n
est égale & une fonction de degré n—1 au plus.

En cffet, toute fonction entiére I'(s) de s donne lieu
i une identité de la forme

F(s) = Q f(s)~ R(s).

ou f(s) est le premier membre de I'équation caracté-
ristique (ou de I'équation de degré moindre 4 laquelle
s satisfail) et on R(s) est de degré inférieur a f(s) (est
de degré n —1 au plus); et comme f(s) = o, on a

F(s) = R(s) C. Q. F. D.

11 résulte de la que siv est le degré de ’'équation de
degré minimum a laquelle s satisfait (v=n, si s est
normale) et sil'on a

AgsV-1 - AysV—24 ., .= o0,

il faut que
A():Ag:..‘: 0.

Zoute fonction rationnelle ;{% d’une substitution s

de degré n peut se mettre sous une forme entiére (de
degré n —1 au plus, d’aprés ce que ’on vient de voir).

En effet, soit f{s) = ol'équation caractéristique de s.
Il existe des polynomes 8(s) et w(s) tels que

0(s) 4 () +w(s) f(s) =1,

ou comme f(s) = o, tels que

0(s) = '(lS);

-G
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done
0 (s)
Y(s)

-C

=0(s)o(s). c. Q. F. D.

V1. — SuBSTITUTIONS DE DETERMINANT NUL.

Aux substitutions de déterminant nul ne correspondent
pas de changements de variables proprement dits, et il
n’y aurait pas lieu de les étudier si elles n’étaient pas de
précieu'x auxiliaires dans les calculs.

Cherchons d’abord dans quell;as conditions le produit
de deux substitutions s ct ¢ peut étre nul.

Soit

s = Sa;;T, Z:SB[j‘cij.

En égalant le produit st a zéro, on a n? équations
telles que

() ‘zflplj‘*‘ii-zgzj—x‘-...—i—al-,,;i,,j:_—_O’

ct si I'on considére les a;; comme des inconnues, plu-
sieurs cas peuvent se présenter.

1° On peut satisfaire a ’équation st = o en prenant
tous les @ nuls, c’est-a-dire en supposant s=o; et
Pon ne pourra y satisfaire autrement si le déterminant
B=322 %, P22 ..., Bnn n’est pas nul.

2° Supposons B = o, sans autre condition entre
les B;;. Les équations (1) se parlageront en n groupes
dans lesquels les rapports de 7 — 1 inconnues a la ni¢me
seront détcrminés; ces groupes seront

A1y %21. s ees Znyy
Apay  Zage ... Apey

N ey ooy ceey Ceey

et comme pour chaque groupe les coefficients seront les
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mémes, on aura

%1g Ao _%m
3t 292 Xn2

tous les mineurs du second degré du déterminant A de s
seront nuls.

3° Supposons que non seulement B soit nul, mais
que ses mineurs soient nuls sans autre condition entre
les 3;;. Les groupes d’équations contenus dans le type (1)
se réduiront a des groupes de n — 2 équations distinctes,
deux des inconnues déterminent les autres, et. comme les
n groupes ont les mémes coefficients, les mineurs du
troisiéme degré de A sont nuls.

En continuant cette discussion, on voit que, en
général, siles mineurs d’ordre p de ¢ sont nuls, les mi-
neurs de degré p -+ 2 de s devront étre nuls.

Considérons maintenant un systéme de n? quantités

11y T2, ceey ZTiny
Za1y X2y ooy Tan

Y ceey veey ceey

dont le déterminant £ ==z, X2, ..= X ne soit pas

ul 5 POSOHS
E T ——
X ij it ’ ’

XZ “‘/‘”‘20

11 est facile de voir que ’on aura

Il

—

~
i
)

X oX . )

Eoty= o - Yo
== (x1p~— +79p— X ;
pPSq X2 tp dril] 2p ')J'zq sep d-z'jq’

|



donc
(2)

On a ensuite en ajoutant (1)
(3) E1+§2—'—...+£n=l.
Les substitutions £ sont telles que, si a,, a,, ... dési-

nent des nombres, I’égalilé
y leg
+arky—. ..+ ayti,=o0

“151
@, = o, car en la multipliant

entrainc @, = a,—...

par &, en vertude (2) on a

ati=o ou ay = o.

Cela posé, nous pouvons maintenant démontrer qu’il
existe des subslitutions normales et des substitutions

singuliéres. D’abord si s,, s2, ..., 5, sont des nombres

diiférents entre cux,
s = 81,::1—1— SQE’_)—l-- o+ Sll’::ll»

sera une substitution normale; en effet, si 'on pose
(x —s)(x — s2)...(x—s,)=f(x), on aura d’abord

en vertu de (1)

donc f(s)=o, ct s a pour équation caractéristique
f(s) = ossielle pouvait satisfaire & une autre équation

de degré pSn, ¢(s) = o, comme
o(s) = 2(s)5+...4~9(sp)en= 0.



(337)
il faudrait que 2(s,)=1c¢(s:) =...=o0, ce qui est
absurde.

Au contraire, si les quantités s, s,, ... ne sont pas
toutes différentes, si, par exemple, s, = s., la substitu-
tion s = Ys5,&; sera singuliére, car elle satisfera a Péqua-
tion (xr —s,)(x —s3)...(x —s,)=o.

Nous pouvons donc former a volonté des substitutions
normales ou singuliéres.

VIl — Pivors n'uaE SUBSTITUTION.
Considérons maintenant la substitution Za;;%;; on
Vi == Ay T Aa Xy e e Ay X

In=2n1 X1 Ap2Ty= "~ ATy,
si nous posons
yi=ka, ya= k. R Yu=kzp,

nous trouvons

s (a1 — )|+ oy Xy i+ Ay Ty = 0,
(1) P PN y
( At Ty L2y o= Ay == 0,

de ces équations on tire d’abord
JL)=o;

et f(k) = o est I'équation caractéristique de s,. Soient
Si5 Say ooy Sy S€S racines, en les mettant successivement
ala place de & dans (1), on en déduit pour les rapports
Lyy Xgy ...y Tp un systéme de n valeurs.

Soient
Xiiy Ta, veey Xpi

les valeurs de x,, 3, ..., X, correspondant a la valeur
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side k, on aura

; (@11—5[)1‘”—'—..‘4' AT pi = o,
(2) e e e ie ey
( A&y ... (Qpn—$;)Tpi= 0.

Silon pose X =X == 2z Xss ... Tpp, ondéduirade (2)

1 X s 0X N
a =<1 T2y — & “ae
Py X 14 p1 d[_q] adp2 ()\Tl/? k]

1 oX
b= X Dt gy

s== 85181+ Sofao - Spkn.

et en posant
on aura

Nous voyons le role important que jouent les x;; dans
la théorie des substitutions. x,;, Xa;, - . 5, Iy; cOnstitue-
ront ce que nous appellerons un pivot.

Les quantités &,, &, ... peuvent s’exprimer facile-
ment en fonction de s; en effet, comme

sP = S’;E1+ 512)52'*—. B o Sz&n,
on a, en appelant F un polynome entier,

F(S) = F($1)51+ F(Sg)zz—l‘.. .

et si
N AC))
F(S)_;-_:—;,
on a
L8 = ria,
£ = S(s)

T GG —s)

ce qui justifie le nom de substitutions interpolaires que
nous donnerons aux substitutions E.

La }héorie que nous venons d’exposer est subordonnée
4 un grand nombre d’hypothéses restrictives et sur les-
quelles nous allons maintenant porter notre atiention.
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En général, quand f(k)= o aura des racines multi-
ples, la substitution ne pourra plus se metire sous la

forme
3151—!—. A snsn-

Cependant quand tous les mineurs de f(k) sont nuls
f(k) a une racine double et les pivots correspondant a
cette racine sont indéterminés, et s peut encore, et cela
d’une infinité de maniéres, prendre la forme précédente;
mais alors, dans cette forme, il v aura des coeflicients
égaux.

Ce qu’il faut remarquer, c’est que c’est seulement
dans des cas exceptionnels que notre théorie sera en
défaut et X ne sera jamais nul puisque les o, sont bien
déterminés.

VIII. — SuBsTITUTIONS ECHANGEABLES.

Proposons-nous maintenant de trouver la condition
nécessaire et suffisante pour que deux substitutions

s =Za;;7i; et i:ZB,‘jT,‘j
J

soient échangeables. Supposons, ce qui est le cas gé-
néral, que s et t puissent se mettre sous la forme

s = 8181+ 8282+ ..+ Snkn,

t =101+ lLnat. ..+ lahn,
£, B2, - .oy Nyy Moy - .. désignant des interpolaires, on
: 1 Ew 0X
r—x Jr ozip vl

1 0X
Tq= ?2”" 0")’71”’

en désignant par X et Y les déterminants

pourra poser

X:Xil‘“....’l‘nn, Y:Ziynyn...y,m.
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Pour que 'on ait st = ¢s il faut et il suflit que 'on ait
Epg = Ng&p. Cela suffit évidemment. Ensuite, cela est
nécessaire; car si st =1(s on a
$2t = sts == ls?, s3t = ts3,

s#B = tBs2, ey (s )o(()-—o(s)f(t)

Or on a
X 0X \ oY
XYEI)'W - <b],_l;] .71q+ D—x—z—’;]’g,’ —l—...) 2 .Z‘jpm Tijs
oY Y oX
YXTI‘IgI'z (m Zyp —+ 5}—;2— Zap +> zymaz—“-,':;j,

et pour que &,1g = 1,&,, il faut que P'on ait
‘ < AT S oY
dz‘,,, Yig 0~T2p Yag T+ | Tjp ().}/i’l

_ o\’ A X

P 0)’2” Cap e ‘y"’da‘.-p
Laissons p, ¢, j ﬁxes, multiplions les deux membres de
cette formule par y; en faisant i=1,2,3, ..., net
ajoutons, nous aurons

ox o : )
‘ (——"——'_}f“]'ﬂ— DI.—’P}’Qq-‘I—...>.’I,‘j,,\

0y,

_ ()\.7'-4-()".2'—!— ><0\ . oX .
= ()_)’1,1 C1p 0_}/2,] 9 p e dxlp‘}/u]ﬂ—ngp‘}’zq—l—...).}’lq,

(1)

(2)

X .
P faisons
Zjp

j=1,2,3,...,nel ajoutons, nous aurons

oX oX XY
(d__—.l'“, Yig+ d’*‘——.T2P}’2q ... )2

_(a\'T ) S )(ax LOX )z.
=\ o, T g, T 021y V1 Gy, VM)

de 1a on conclut, ou bien
A

laissons p et ¢ fixes, 111}11lip1i0115 par

X X 3
()—.I';;}/’q_'_ 0:1'2,,‘},27 +...=0,

(3)
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ou bien
XY—<0Yx+0Yx+ ><<)X _|_dX N
’ 0¥1q P 9 2q R W‘xp‘ym 0Zsp Y-

. s oX . .
En multipliant (2) par —— .- faisant j=1,2, ..., n
i

ct ajoutant, on a

5) 0 ( o oX oX
( = m Tip ... d—‘:-v:yu]'f—...) <5;I—py1q+-..>.

Si I'on considére I'équation (3) elle ne peut avoir lieu
quel que soit ¢, sans quoi on aurait Y = o, il yauradonc
des valeurs de p et g, telles que (4) ait lieu, en vertu
de(5);si p et g sont de telles valeurs, il n’y aura qu’une
valeur de p qui, associée & des valeurs de ¢, ne satisfait
pas a (3). Des n — 1 équations (3) on déduira

Yip i Zp = Yap i®ap=...,
Yig i &1g = Lag' i T2g =+ .,
et si p’Z ¢’ onn’aura pas p =g, sans quoion aurait Y = o;
il en résulte que ’on peut poser

Y11= Z11, Y12 = &1, ceey
Y1 = Za1, Y22 = Zoa, ceey
........ y ey ,
et, par suite,
&= 1, Ea= ya,

Les substitutions échangeables ont donc mémes inter-
polaires et, par suite, sont des fonctions d’'une méme
substitution normale.

Cette conclusion suppose que s et ¢ sont des substitu-
tions tout a fait générales, et si l'une d’elles ne pouvait
pas affecter la forme s,& —+ 528, ... on ferait varier
ses coefficients infiniment peu, de maniére a lui faire

Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. XV. (Aout 1896.) 24

).



( 362 )

affecter la forme en question, et 'on arriverait aux
mémes conclusions.

IX. — SUBSTITUTIONS QUASI-ECHANGEABLES.

Maintenant proposons-nous de trouver deux substi-
tutions s et ¢ telles que I'on ait

st =¢els,

¢ désignant un nombre. Si n désigne le degré de s et ¢,
€ ne saurait étre quelconque; en effet, le déterminant
de st devant étre égal i celui de ts et d celuide (er)s;
si donc les déterminants de s et ¢ ne sont pas nuls
il faudra que e¢?=1: ainsi ¢ devra étre racine n'*™® de
I'unité.

Mais supposons s donné et cherchons t; pour cal-
culer les 8, il faudra résoudre n? équations de la forme
linéaire
11:‘3;’1 —+ dg,‘?ﬁjg—k. A aniﬂjn

=e(Briajs + Baija+.oo+ Brijn);

M

en éliminant les B on aura une équation ene du degré n?,
dont chaque racine fera connaitre un systéme de valeurs
des .

D’abord sil’on suppose s normale, toutes les fonctions
de s au nombre de n linéairement distinctes seront pour
¢ =1 des solutions des équations (1) dont les mineurs
d’ordre n—1 seront nuls : donc ¢ =1 sera racine
d’ordre n de l'équation en ¢.

Toute racine de 1’équation en ¢ sera d’ordre de mul-

tiplicité n, car si
st = ets,
on aura
R (st)y < t=ct>x(st):

done si, pour une valeur de ¢, ¢ est une solution st,



(363 )

s2t, ..., f(s)t seront encore des solutions ; le raisonne-
ment fait pour la racine 1 s’applique donc aux autres
racines.

Si nous supposons toujours s normale, son équation
caractéristique sera, par exemple,

. sP+a si—14. ..+ ap=o0,

et, par suite,

tsh—+ aytsht—1+.. .+ tap,= o,
c’est-a-dire

ensnt + aqen—isn—1t 4+, .4+ apt =o0;
donc le déterminant de t est nul, ou le déterminant de
RSt qen—isn—1l 4 | 4 a,,
ou enfin .
gEnsn 4+ @ en—1sgn—1 4 . =o0;
cette derniére hypothése, puisque s est normale, donne

a e = a,, ase—?= a,, ceey apet=a,:

donc ¢ est racine de e —1=o0¢€l a,=0, @a=0. ...;
I'équation caractéristique de s est une équation binome.
Voici un exemple de substitutions quasi-échangea-

bles :

§= Tyg+ Tezt+...+ Tnis
t = €Ty + E2Tg9+...+ ERTpy, en=1.
En effet

ts = eTyg+ €3Te3+...+ EMTpy,

st = 21y + e3Ta3+. ..+ EPFIT,y, st = ¢ets,

La substitution s est une substitution circulaire; les in-
terpolaires de ¢ sont Ty, Tag. ..., Tan, S €t ¢ sont nor-

males; on a
ti= I:I'C“ ...+ Eni'tnn,

8/ =Ty jry+ Tajra—t Tajaa . os
siti = eij bt st,

tish=ceinyjpq+ ety g+....
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X ~— IFORME REMARQUABLE QUE PEUT PRENDRE
UNE SUBSTITUTION QUELCONQUE.

Soient s et { deux substitutions normales non échan-
geables, soient &, &, ..., £, les interpolaires de s; u,,
N2y +-+y Ao cclles de t. Supposons que 'on n’ait pour
aucune valeur de 7 ou de j,

Eirj=o0;
il n’existera pas de relations de la forme
Saijkinj=o,
car s'il existait une semblable rclation, en la multipliant
a gauche par £, a droite par 74, on aurait
Apebphg=0 ou Qpg = 0,
puisque E,,'qq ne peut étre nul.
Considérons maintenant une substitution de degré n
V = Za;;7yy,
posons
Say,ty = Zag ki,

on satisfera a cettc équation en remplagant E et n; par
leurs valeurs t,; et, en identifiant, on aura ainsi des
équations linéaires pour calculer les @;;; le déterminant
de ces équations ne sera pas nul sans quoi il existerait
des relations de la forme

.
a8t =o,

ou les a;; ne seraient pas tous nuls.
Ainsi V peut étre mis sous la forme

Tagicin,
Al

donc toutes les substitutions peuvent étre considérées
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comme des fonctions entiéres des deux mémes substitu-
tions.

On peut, par exemple, prendre

s = 7Tq1+ Tez+ .ot Tnly
- 22 e~
et 2 Taa+ ... EfTup,

t =
alors

M= i
1
gi: ;l—[('tli—l—‘tgg—i—...)—\—E"(T]g+123+...)+‘ _l,
ct I'on n’a jamais

=0 mi b, =o.

Il est facile de voir que 'on a

Ty = (e/iEy e et Yy,



