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[B2]
EXPOSÉ D'UNE THEORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS

LINÉAIRES;
PAR M. H. LAURENT.

I. — PRÉLIMINAIRES.

J'appelle substitution linéaire l'opération qui a pour
but de remplacer des variables par des fonctions linéaires
et homogènes de nouvelles variables.

Une substitution linéaire pourra donc se représenter
au moyen des formules

Xi, x2, . . ., xn désignant des variables, a/y des coeffi-
cients constants, j <, j ^ 2 , .. •, yn de nouvelles variables.

Le déterminant S ± aH a22 . . . oinn est dit le déter-
minant de la substitution; Ie nombre n des variablesx
ou y est le degré de la substitution.

Considérons la fonction linéaire des T/y

nous dirons que cette fonction s représente la substitu-
tion (i), et, en effet, à chaque substitution (i) correspond
une et une seule fonction linéaire telle que (2), et vice
"versa. Les T/y seront des imaginaires ou des clés assu-
jetties aux relations

ij X TA/ = 0 si j"^k,

ij X yi = in,
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II résulte de là que, si s = 2a/yT/y et *: = 2fi/yT/y repré-

sentent deux substitutions, s -+-1 représentera une sub-
stitution que nous pouvons appeler la somme des deux
premières, et 2(a/y-h $îj)tij sera la substitution

-h. . . -

On appelle produit de deux substitutions s et t la
substitution équivalente à la substitution s suivie de t
ou vice versa; ce produit dépend d'ailleurs de Tordre
dans lequel on effectue les substitutions : st est le ré-
sultat obtenu en effectuant d'abord £, puis s.

Si l'on appelle s la substitution (i) ou 2a/yu/y, et t la
substitution

cette substitution sera la substitution ts représentée par

(4) S(j i j ,a ly+ (*/2*2y • • •-t-pi»3t»y)^/y;

or, si Ton effectue le produit

en tenant compte des relations (3), on trouve précisé-
ment le résultat (4) . Doue le produit de deux substi-
tutions est représenté par le produit des fonctions
linéaires qui représentent ces substitutions.



LI. — DESFONCTIONS DE SUBSTITUTIONS.

Si Ton donne plusieurs substitutions 5, /, w, . . . , les
notations s -h t, s -+- /: 4- //, s£, te, ,ç£M, . . . sont bien
définies d'après ce qui précède, la notation .y — t se
comprend d'elle-même.

La substitution

joue le rôle de l'unité, elle remplace X\ par x{, x2 par
x2-, - • . ; d'ailleurs

nous poserons donc

T 2 2

et 1 sera le symbole de la substitution de nul effet*,
de même, a étant un nombre, on pourra poser

a — azn -h az.22 .. . -f- azfin,
car

(axn -+- «T22 • • • ) X Sa/yT/y = TLaxijiij',

les symboles a + ^ + c f - f . . . sont donc mainte-
nant bien définis et représentent des substitutions. Les
formules

6-0 — 1 y 5I = s, S'2 = S X S, S* = S X S X S,

serviront à définir s0, s4, 52, 53, . . . , et alors ƒ ( # ) dési-
gnant un polynôme entier en .r, f (s) sera bien défini
et représentera une substitution.

Il faut remarquer que T;y représente une substitution
dite élémentaire, qui remplace xi par Xj et les autres
variables par zéro.

Les substitutions de la forme a -+- biij sont dites
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III. — DÉCOMPOSITION D'UNE SUBSTITUTION EN FACTEURS

PRIMAIRES.

Si l'on multiplie une substitution Sa/yi/y, dont le dé-
terminant est

a n a 1 2 . . . x i

a21 a22 • • • a 2
(l)

I

par la substitution primaire i -f- piij, elle devient

cette multiplication a pour effet de remplacer, dans le
Tableau (i), la colonne a1y-, a2y, . . . , awy par a<y -f- ;>aw-,
a'2j H- />a2/5 • • •} a//y -+- /̂ a/?/« La multiplication est censée
eiï'ectuée à droite par (i -j-j?T/y); si l'on multipliait à
gauche, on obtiendrait un résultat analogue, dans lequel
les lignes joueraient le rôle qu'avaient joué tout à l'heure
les colonnes.

Il résulte de là que, en multipliant la substitution
Sa/yT/y successivement à droite par des facteurs pri-
maires, on fera prendre la forme

Pli a l l ~ î~/ ) 21 a 1 2 • • • - + " Pn\ 7-\ni

à son déterminant, en sorte que , si l'on prend
2a,-yT/y — i, on voit que la substitution 2/?,yT/y, dont
le déterminant est

P-22

Pin
Pin

peut s'obtenir en multipliant entre elles des substitu-
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tions primaires de Ja forme a -f- £T//, et il est visible
que la substitution Hpijiij est quelconque*, donc toute
substitution est décomposable en f acteurs primaires.

IV. — EQUATION CARACTÉRISTIQUE.

Posons

H - Y»T*'

on aura

a21x21 . . . ) YI -f- • • • ) Y2 + • • • ?

c'est-à-dire

Ï2-22

OU
5.3j = a n Zi -h «21^2 •+•

en sorte que Ton aura

i a2I

désignons par f {s) le déterminant

zn — s aJ2 . . . a lw

on déduit des équations (1)

ƒ(*)*! =O, f(s)z2= £ „ = O.

Y*) Ya? • • • s o n t quelconques, en les remplaçant par
P u i s P a r Ï 2 M Y 2 2 ? •• •? Y * « î • • • > e n
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appelant zi^ Zi<2, . . . ce que devient alors z^ on a

f(s)zlt = o, f(s)z2Z=o, . . . ,

et, par suite,

Or, zKK H- zi2~\~- • • est une substitution quelconque
égale à i, si l'on veut; donc

ƒ ( * ) = <>.

Donc toute substitution de degré n satisfait à une
équation de même degré que Pon appelle son équation
caractéristique.

Le terme constant de l'équation caractéristique n'est
autre chose que le déterminant de la substitution. Une
substitution peut satisfaire à une autre équation qu'à
son équation caractéristique; si cette équation est ôc
degré inférieur à 72, on dit que la substitution est sin-
gulière ; au contraire, une substitution est normale
quand elle ne satisfait à aucune équation de degré infé-
rieur à son degré.

Il est évident, d'après la définition du produit de deux
substitutions, que le déterminant d'un produit de sub-
stitutions est égal au produit des déterminants de ces
substitutions.

Si l'on considère une équation de la forme

où 5 et f sont deux substitutions, il n'en résulte pas né-
cessairement 5 = 0 ou t — o, mais il faut que le déter-
minant de s ou de t soit nul.

Celâ  posé, supposons que f (s) = o soit l'équation
caractéristique de s, supposons que J satisfasse à une
autre équation cp(.ç) de degré égal ou supérieur à JI, degré



de 5. Soit 9 (s) le plus grand commun diviseur de f(x)
et v(x), s satisfera à 8(5) = o. Ainsi l'on aura

6(5) = 0 .

Donc, si la substitution s nest pas normale, elle
satisfait à une équation 8(.v) = o où 8(5) est un divi-
seur de ƒ(•?), f{s) désignant le premier nombre de son
équation caractéristique.

Dans le cas oit la substitution s n'est pas normale,
son équation caractéristique n'est pas irréductible.

11 est facile de voir en eiîet que 8 (s) est à coefficients
coiiiniensurables avec les ai7\ Soit

0 ( 5 ) = SP -h Aj-S-^-'-r. . .-f- A,, .

On peut poser

alors
0(,) = ^ / y ( , » " + A , » i f " + . . . ) ;

mais comme H (s) = o, on aura

ce qui montre que les À sont fonctions rationnelles
des OLW et, par suite, des a/y. Donc f (s) = o n'est pas
irréductible si 8(5) existe, c'est-à-dire si s 11'est pas nor-
male .

V. — FONCTIONS RATIONNELLES D'UNE SUBSTITUTION.

Étant donnée une substitution s = Sa/yT/y, il existe
une autre substitution s~{ ~ Ŝ -yT/y telle que

S X S - [ = .S" ! X 5 = I ,

pourvu que le déterminant de s ne soit pas nul.
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En effet

* . « - 1 = 2 T O ( a / 1 p 1 y + a / î p , y - 4 - . . . ) ,

et si Ton veut que ss~* = i, il faudra poser

an pu •+- a12p21 + . . .H-alwpwl = i,

«21 Pli H- «22^21-4-. • •"+- «2/lP/ll=O,

et les valeurs de (3 sont bien déterminées si 2 ± a M a 2 î , .
n'est pas nul ; on trouve d'ailleurs

D = S ± a 1 1 a 2 2 . . . a//M.

Deux substitutions 5, ? sont dites échangeables quand
st = ts', s~* et s sont donc échangeables, deux fonctions
entières de s sont échangeables.

Si s est échangeable avec t, sa /e se/'a aussi, s~K et ses
puissances s~a aussi.

En effet, si

on

ou

On

a

a de même

SI =

5/5 =

SU =

(s.

tss,

ts*.

5/5-1 — ÏSS-i = t,

et en multipliant à gauche par s"1

Si s et t sont échangeables, on peut poser
s

fs-\ = s - i t = - •
s
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Le symbole ,'^ > où f et <p sont des polynômes entiers,

est alors bien défini, pourvu que le déterminant de 'f(s)
ne soit pas nul.

Toute Jonction entière d'une substitution de degré n
est égale à une fonction de degré n — i au plus.

En effet, toute fonction entière F(s) de s donne lieu
à une identité de la forme

où f (s) est le premier membre de l'équation caracté-
ristique (ou de l'équation de degré moindre à laquelle
s satisfait) et où T\(s) est de degré inférieur à f (s) (est
de degré n — 1 au plus); et comme f (s) = o, on a

F(s) = R(S) C. Q. F. D.

Il résulte de là que si v est le degré de l'équation de
degré minimum à laquelle s satisfait (v = n, si .s est
normale) et si l'on a

A o t f ' - 1 - * - A , s v - 2 - j - . . . = o ,

il faut que
Ao — Ai = . . . = o.

Toute fonction rationnelle 7̂—{ d'une substitution s

de degré n peut se mettre sous une forme entière (de
degré n — 1 au plus, d'après ce que Ton vient de voir).

En effet, soit ƒ (s) = o l'équation caractéristique de s.
Il existe des polynômes 6(5) et &(s) tels que

ou comme f (s) = o, tels que

0()
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donc

| ^ = 0 ( . O ? ( 5 ) . c. Q. F. n.

VI. — SUBSTITUTIONS DE DÉTERMINANT NUL.

Aux substitutions de déterminant nul ne correspondent
pas de changements de variables proprement dits, et il
n'y aurait pas lieu de les étudier si elles n'étaient pas de
précieux auxiliaires dans les calculs.

Cherchons d'abord dans quelles conditions le produit
de deux substitutions s et l peut être nul.

Soit

En égalant le produit st à zéro, on a n2 équations
telles que

( l ) A | l P i y - + - a / 2 ? î . / H - . . . -Hrt i / i?/ iy = O,

et si l'on considère les a/y comme des inconnues, plu-
sieurs cas peuvent se présenter.

i° On peut satisfaire à l'équation st = o en prenant
tous les a nuls, c'est-à-dire en supposant 5 = 0; et
l'on ne pourra y satisfaire autrement si le déterminant
B = S ± ffiu P22 • • • ? Pw/i n'est pas nul.

20 Supposons B = o, sans autre condition entre
les p/y. Les équations (1) se partageront en n groupes
dans lesquels les rapports de n — 1 inconnues à la 7iieme

seront déterminés ; ces groupes seront

et comme pour chaque groupe les coefficients seront les
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mêmes, on aura

« 1 2

«21

«22

tous les mineurs du second degré du déterminant A de s
seront nuls.

3° Supposons que non seulement B soit nul, mais
que ses mineurs soient nuls sans autre condition entre
les p£*y. Les groupes d'équations contenus dans le tvpe (i)
se réduiront à des groupes de n— 2 équations distinctes,
deux des inconnues déterminent les autres, et, comme les
n groupes ont les mêmes coefficients, les mineurs du
troisième degré de A sont nuls.

En continuant cette discussion, on voit que, en
général, si les mineurs d'ordre p de t sont nuls, les mi-
neurs de degré p -j- i de s devront être nuls.

Considérons maintenant un système de n- quantités

1, #22,

dont le déterminant S zh xKK x22* • • = X ne soit pas
nul ; posons

(0 ^ ^

11 est facile de voir que l'on aura
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donc

( i si p =z g.

On a ensuite en ajoutant (i)

(3) Èn-S, + ...4-Ê,,= i.

Les substitutions !j sont telles que, si «,, a>2, ... dési-
gnent des nombres, l'égalité

« i c i - h « 2 £> — • • • - + • « « $ / j = O

entraîne a< = a2 = . . . = afl = o7 car en la multipliant
par £|, en vertu de ( 2 ) on a

j rj = o OU tfj = O.

Cela posé, nous pouvons maintenant démontrer qu'il
existe des substitutions normales et des substitutions
singulières. D'abord si s{1 .v2, . . ., sn sont des nombres
différents entre eux,

sera une substitution normale; en effet, si l'on pose
(x — sK)(x — $2). • -(-r — sn) =f(x)> 011 a^ra d'abord
en vertu de (1)

donc f(s) = o, et 5 a pour équation caractéristique
ƒ($) = o; si elle pouvait satisfaire à une autre équation
de degi*é p^n, o{s) = o, comme

)£„= O.
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il faudrait que <p(5| )== <p(.ç2) ==...== o, ce qui est
absurde.

Au contraire, si les quantités s^ s2, . . . ne sont pas
toutes différentes, si, par exemple, s< = s2, la substitu-
tion $ = £.?/!•/ sera singulière, car elle satisfera à l'équa-
tion (x — s{ ) ( x — s2).. .(or — sn) = o.

Nous pouvons donc former à volonté des substitutions
normales ou singulières.

\11. — PIVOTS D'I.\E SUBSTITUTION.

Considérons maintenant la substitution Ea/yT// ou

J'n

si nous posons

nous trouvons

(O

de ces équations on tire d'abord

et j\k) = o est l'équation caractéristique de st. Soient
5M ^2, . . . , sn ses racines, en les mettant successivement
à la place de h dans (i) , on en déduit pour les rapports
£\, x2, . . . , x « u n système de n valeurs.

Soient

les valeurs de 0:4, x2 , . . . , xn correspondant à la valeur
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Si de /f. on aura

( ( « i l —

(a) >

Si l ' o n pose X = 2 db xn x 2 2 . . . ocnn, o n d é d u i r a de ( 2 )

OX ôXX \

et en posant

on aura

Nous voyons le rôle important que jouent les Xij dans
la théorie des substitutions. x u , x2/, . . ,, xni constitue-
ront ce que nous appellerons un pivot.

Les quantités ^ , ?2? • • • peuvent s'exprimer facile-
ment en fonction de 5; en effet, comme

on a, en appelant F un polynôme entier,

et si

S Si

>

ce qui justifie le nom de substitutiojis interpolaires que
nous donnerons aux substitutions !j.

La théorie que nous venons d'exposer est subordonnée
à un grand nombre d'hypothèses restrictives et sur les-
quelles nous allons maintenant porter notre attention.



Eu général, quand f(k)=. o aura des racines multi-
ples, la substitution ne pourra plus se mettre sous la
forme

Cependant quand tous les mineurs de f(k) sont nuls
f(k) a une racine double et les pivots correspondant à
cette racine sont indéterminés, et s peut encore, et cela
d'une infinité de manières, prendre la forme précédente ;
mais alors, dans cette forme, il v aura des coefficients
égaux.

Ce qu'il faut remarquer, c'est que c'est seulement
dans des cas exceptionnels que notre théorie sera en
défaut et X ne sera jamais nul puisque les a /y sont bien
déterminés.

VIII. — SUBSTITUTIONS ÉCHANGEABLES.

Proposons-nous maintenant de trouver la condition
nécessaire et suffisante pour que deux substitutions

s^ZoLij'Zij et t = lt$ijzij

soient échangeables. Supposons, ce qui est le cas gé-
néral, que s et t puissent se mettre sous la forme

•ç = Si Ç! - h S2 U -T- • • . - h Sn \ n ,

t = t{riX -f- f 2 7)2 H-• • . -+- tnrin,

\\i ?2» • • 'j ^M 2̂} • • • désignant des interpolaires, on
pourra poser

en désignant par X et Y les déterminants

X = S ± xn ... xnny Y = 2 ± yn JK22 • •. ynn.
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Pour que l'on ait st = ts il faut et il suffit que l'on ait

qpTiq — *r\q%p- Cela suffit évidemment. Ensuite, cela est

nécessaire ; car si st = ts on a

s*t = sts — ts*-, s*t = t s * , . . . ,

s*tf = t?s*, . . . , ƒ(«)?(/) = <?(*) ƒ(*)•

Or on a

et pour que \pTiq = r\q\pj il faut que l'on ait

d\ dX \ OY
)

Laissons /;, <y, j fixes, multiplions les deux membres de

cette formule par yiq en faisant i = i, 2, 3, . . . , n et

ajoutons, nous aurons

)yt<i'i

laissons p et q fixes, multiplions par ? faisons

7 = 1 , 2 ,3 , . . ., n et ajoutons, nous aurons

dxXp
 ]q àx2p

 2q

de là on conclut, ou bien

(3) ' F- ÔX

Oxip
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ou bien

En multipliant (2) par- > • • • faisant ƒ = 1, 2, ...,72
<)Xjr

et ajoutant, on a

Si l'on considère l'équation (3) elle ne peut avoir lieu
quelque soit q, sans quoi on aurait Y — o, il y aura donc
des valeurs de p et q, telles que (4) ait lieu, en vertu
de (5) ; si p et q sont de telles valeurs, il n'y aura qu'une
valeur de p qui, associée à des valeurs de ç, ne satisfait
pas à (3). Des n — 1 équations (3) on déduira

J\q' • X\q = X1q' • X*Lq = • . . ,

el si p'^ q' 011 n'aura pas pz=q, sans quoi on aurait Y = o ;
il en résulte que l'on peut poser

et, par suite,

Les substitutions échangeables ont donc mêmes inter-
polaires et, par suite, sont des fonctions d'une même
substitution normale.

Cette conclusion suppose que s et t sont des substitu-
tions tout à fait générales, et si Tune d'elles ne pouvait
cas affecter la forme sK \K H- 52Ç2+... on ferait varier
ses coefficients infiniment peu, de manière à lui faire

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV. (Août 1896.) 2/4
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affecter la forme en question, et l'on arriverait aux
mêmes conclusions.

IX. — SUBSTITUTIONS QUÀSI-ÉCHÀNGEÀBLES.

Maintenant proposons-nous de trouver deux substi-
tutions s et t telles que Ton ait

st = ets,

e désignant un nombre. Si n désigne le degré de s et f,
€ ne saurait être quelconque; en effet, le déterminant
de st devant être égal à celui de ts et à celui de [tt)s\
si donc les déterminants de s et t ne sont pas nuls
il faudra que E" = I : ainsi e devra être racine nihme de
l'unité.

Mais supposons s donné et cherchons £; pour cal-
culer les Jî, il faudra résoudre n2 équations de la forme
linéaire

en éliminant les (J on aura une équation ene du degré /i2,
dont chaque racine fera connaître un système de valeurs
des p.

D'abord si Ton suppose s normale, toutes les fonctions
de 5 au nombre de n linéairement distinctes seront pour
c = i des solutions des équations (i) dont les mineurs
d'ordre n — i seront nuls : donc e = i sera racine
d'ordre n de l'équation en s.

Toute racine de l'équation en s sera d'ordre de mul-
tiplicité /?, car si

St = £/5,

on aura
v (st) X t = zt X (st)\

donc si, pour une valeur de e, t est une solution 5f,
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i2/, . . . , f(s)t seront encore des solutions ; le raisonne-
ment fait pour la racine i s'applique donc aux autres
racines.

Si nous supposons toujours s normale, son équation
caractéristique sera, par exemple,

sn H- ai sn~l -+- . . . -+- an = o,
et, par suite,

ts11 -+- ax tsn~* -H . . . -h tan = o,
c'est-à-dire

znsnt H- « j t n ~ x s n ~ x t - h . . . 4 - ant = o ;

donc le déterminant de t est nul, ou le déterminant de

tn sn _|_ a i tn-\ sn-l _i_ # # # _ ^ a ^

ou enfin
£ n ^+ai e7*-1 s*-1 -h... = o ;

cette dernière hypothèse, puisque s est normale, donne

donc e est racine de e* — i = o et aK — o, a2 = o. .. . ;
l'équation caractéristique de 5 est une équation binôme.

Voici un exemple de substitutions quasi-échangea-
bles :

t = £ T

En effet

ts= exi

La substitution 5 est une substitution circulaire; les in-
terpolaires de t sont T H , T22- • • •? TH«> ^ et ( sont nor-
males ; on a

j -h.
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X — FORME REMARQUABLE QUE PEUT PRENDRE

UNE SUBSTITUTION QUELCONQUE.

Soient s et / deux substitutions normales non échan-
geables, soient £,, ç2, . . . , £« les interpolaires de s; v\t,
?\2> •••? ^/i celles de t. Supposons que Ton n'ait pour
aucune valeur de i ou de y,

il n'existera pas de relations de la forme

car s'il existait une semblable relation, en la multipliant
à gauclie par %p à droite par t\q, on aurait

ou an„ = o,

puisque £/>7i<7 ne peut être nul.
Considérons maintenant une substitution de degré n

V=Sa/</Tl7,
posons

on satisfera à c>ette équation en remplaçant \i et Y|y par
leurs valeurs T/y et, en identifiant, on aura ainsi des
équations linéaires pour calculer les a,-y; le déterminant
de ces équations ne sera pas nul sans quoi il existerait
des relations de la forme

où les a.ij ne seraient pas tous nuls.
Ainsi V peut être mis sous la forme

donc toutes les substitutions peuvent être considérées
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comme des fonctions entières des deux mêmes substitu-
tions.

On peut, par exemple, prendre

t = zz
alors

. • . ) - + - . . J,

et Ton n'a jamais

rtitj = o ni Ç/riy = o.

Il est facile de voir que l'on a


