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THEOREME SUR LA DETERMINATION D'UNE SURFACE
DU TROISIEME ORDRE GENERALE PAR SA HESSIENNE;

Par M. F. DUMONT (1),

Professeur au lycée d’Annecy.

C’estun théoréme bien connu qu’une courbe plane du
troisiéme ordre donuée est la courbe hessienne de trois
cubiques dua méme plan.

La hessienne d’une surface cubique est du quatriéme
ordre, elle w’est pas générale de son degré puisqu’elle
posséde 10 points doubles, sommets d’un pentaédre. La
question analogue a se poser pour I'espace a 3 dimen-
sions est donc la suivante : Une surface du quatriéme
ordre a 10 poiuts doubles, sommets d’un pentaédre étant
donnée, peut-elle ere la hessienne d’une surface ou de
plusicurs surfuces du troisiéme ordre?

La réponsc est fournie par le théoréme suivant :

Trkorkeme. — Une surface du troisiéme ordre est

(*) L’auteur de cette Note profite de I'occasion qui se présente
lui pour reconnaitre que les théorémes relatifs aux polygones tracés
sur les surfaces du troisiéme ordre, théorémes qu’il a donné dans
une théorie élémentaire de ces surfaces, ont déja été publiés en 1883
par M. l{udolf Sturm, dans un petit Mémoire paru dans les Mathe-
matische Annalen, lequel ne lui a été communiqué que récemment.
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déterminée sans ambiguité guand on donne une sur-
face du quatriéme ordre & 10 points doubles, sommets
d’un pentaédre pour sa Lessienne.

Soit la suiface
Al“.Z"')—Q— A222y3+. ot 3A“2Z‘2_)’ .. .+GA235}/::f =0

(les indices 1, 2, 3, 4 sc rapportent respectivement a
X, ¥, zett).

L’équation de la quadrique polaire de xy, 3y, =4, &y,
est

DA 22— A 2+ — 2 Ay . o+ 2A43,5¢]
— V1l AT Agge ¥ 2 Aspary - 2 A0y, 5]
A+ 5y [Ag @24 Agga 24 - 2 A2y .o+ 2 Ag3,5¢]
+ 4 [Au @24+ Ape 2+ o+ 2 A4 xy . .+ 2A3,50] =0,

ou Von suppose Ajjr = Ay =Apij=....

L’équation du plan polaire de x,, ¥4, 5, #; sTobtient
en permutant dans la précédente les coordonnées cou-
rantes x, y, z, ¢ et celles du point xy, ¥y, 7y, #,.

On sait que chaque point double A de la hessiennc a
pour quadrique polaire un syst¢éme de 2 plans ayant
pour axe celle des 1o arétes du pentaédre qui n’est dans
aucune des 3 faces du pentaédre passant par A et for-
mant, avec les deux faces du pentaédre qui passent par
cette arte, un faisceau harmonique.

Par suite le plan polaire de A, qui est aussi le plan
plan polaire par rapport a cctte quadrique dégénérée,
passe par cette meme aréte.

Cherchons la forme que prendra ’équation de la sur-
face, si les 4 sommets du tétraédre de référence, ainsi
que les 6 intersections de ses arétes avec le plan

V=le+bLy+Ls+1lt=o,
Ann. de Mathémat., 3° série, t. AV. (Juillet 1896.) 21
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sont les 10 points de la hessienne, c’est-a-dire les 10
points satisfaisant a la condition que leur plan polaire
passe par 'aréte qui leur est opposée dans le pentaédre
(X=0,Y=0,Z=0,T=0,V=0).
Supposons que O, A, B, C, L, M, N, P, Q, R dé-

signent respectivement les sommets

X=Y=Z=0, Y=Z=T=o.
X=Z=T=o, X=Y=T=o,
Y=Z=V=o, X=Z=V=o, X=Y=\=o,
X=T=V=o, Y=T=V=o, 7Z=T=V=o0.

Nous avons :
Conditions pour que le plan polaire : 1° De O passe
par PQR:
Auy _ A _ A,
7, 7, 7,

2¢ De A passc par MPN :

Aayy _A:H_I___fbl

A 5T

3° De B passe par LQN :

» \302 A 122

/P Y A
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4° De C passe par MLR :

Az _ Auas  Aggs,

lh- ll - l? ?

5° De L passe par BPC :

Aot I+ Aoy 13— 2A40, L1 L, = o,
Asn G+ Ag (}—2 A 1 I, = o

6° De M passe par CQA :

A+ Ayl — 270, L1, = o,
Azea {7+ Agy (53— 2 A0, 01, = o

7° De N passe par BAR :

Aosslf+ Agiili— 293,030, = o,
A+ Ay i3 —2A3, 00, = 0;

8" De P passe par OAL :

A122 13 -+ A133 l% —_ 2A123 12 l3 =0,
Avaal}+ Auss i —2A45. 0 I3 =05

9° De Q passe par OBM :
Aonn {3+ Aggs I — 2 A3 1 [ =0,
Aut 3+ Azl —2A . Ll =0,

10° De R passe par ONC :
A3“ l%—l— Agggl% —_— 2A123 ll 12 =0,
A3+ Apooli—2A0. L1 b =o.

On déduit aisément de ce Tableau, le suivant

{ l {2
Agge= Zj-Ama, Ay = 7‘31\123, Agge= 'l—lAua,

l l l
A= A, Agy = -IiAnsy Aggy = I—TA‘"’



b 4 h

s Agr = 7 Atas, Aoy = Z;Amsy Ajoa= 1—11\124,
l l 1,

( Atuz l—:An.'.y A'.n: I—:An'u l\zu: TlAmh
l { l

Am= _‘All"n A“l: —l'AlBLy Asp = 2 Al353
13 13 ]1
7 14 l

( A133= 'iéAls'u A= TlAn'u Ay = fAm'.,
4 A 1
l, l l;

s Anzz l: Ay, A2u= l—zAﬁss, A:;2-z= l—iAmh
l l l.

( A633: '[—:Azzm Ay = l—:An!n Asgy= iAa:;'p

En égalant les deux valeurs de Ay,, de ce Tableau
puis les deux de A4, les deux de A,yy, on a les condi-

tions
A236 li = AB"&I l2 = A’412 13 - A123 lfo‘

Soit A la valeur commune des quatre membres.
En transportant les valeurs

A A A A
Aoz = 1—1’ Agiy= 5> Ag= E: Ay = i

Az = I:;I;v.)\’ Ay = —l&)\’ A= T::};)\.
Aggz = lfal,)\’ Agyy = 71[4/3 * Aoy = %Il—,*

Agu = l,%; Xy A = Tz[lTa A, Agpr = % X,
A= %k. Ays = l—fZ' Auyy = l_ll_:;; 3

Posons, pour éviter les dénominateurs, A =111,/ u.
P’équation générale de la surface devient

Apprd+ Aggy 3+ Agap 33+ Ay 88
+u[3lhaty +303 Lx2s +.o o =0l L rys +. ...



(317)

Or, en posant A;;;= 2,4+ [} 1, elle prend la forme

@3+ QY3+ a3+ a3+ p(hhx + Ly + L3z + L t)d=o.

La hessienne de cette surface est, si
v=ULr+Ly+Lzs+ 1t

'z 't—&—l% ’tv—;—lgx'tv—t—l%z/tv—l-lzw 20 =0
® re a,‘y“ ay ag Y a, yae =0

L’équation d’une surface du quatricme ordre, ayant
10 points doubles en O, A, B, C,L, M, N, P, Q, R, est

de la forme

Azyst+Bystv 4+ Cxzte +~ Dayte 4+~ Exyse =o.

Si 'on identifie les deux équations, on a les conditions

A I2A A IZA
Sl el I bl vl S s T S Rl

¢ui montrent que A, B, G, D, E étant donnés, on a pour
les rapports de 4 des quantités o, a,, a3, a4,  a la
cinquiéme des valeurs déterminées, ce qui démontre le

théoréme.

Il est bon de remarquer que la donnée des 10 points
doubles de la hessienne, scule, n’équivaut qu’a 15 con-

.. . 4 oAy oA a,
ditions si ﬂlPlOS car ]65 rapports ‘—:; ;27 f ’ F‘ restent a]ors
i

indéterminés. Si 'on dounait 10 points quelconques
avec la condition que leurs plans polaires passent res-
pectivement par 10 droites quelconques, on obtiendrait
un systeme de 10 X 2 = 20 équalions linéaires par rap-
port aux coefficients de I’équation de la surface générale
du troisi¢éme ordre, ¢’est-a-dire que I'on aurait une équa-
tion de trop en général.



