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LICENCE ES SCIENCES MATHÉMATIOUES.

SESSION DE JUILLET 1895. — COMPOSITIONS.

Paris.

ANALYSE. — I. hes points d'un pian étant rapportés
à deux axes rectangulaires Ox, O j ' , on donne les
relations

j x = ( u -+- V) cos v — V' sin p,

| y = (u -+- V) sin v -h V cos v,

ou u et v désignent deux paramètres variables, V une
fonction de v, et \ ' sa dérivée.

lérifier (jue les droites v = const. sont normales aux
courbes u = const.

Démontrer que, pour obtenir toutes les surfaces dont
les lignes de courbure se projettent orthogonalemeni
sur le plan xOy suivant les droites v — const. et sui-
vant les courbes u — const., il sujjit d'associer aux f or-
mules (i) une relation de la forme z = U, où U est une
fonction arbitraire du seul paramètre u.

Pour vériiier que h-s droites u == const. sont normales
aux courbes u = const., il sufiit de vérifier qu'on a la
relation

Or Ox ôy ôy
Ou ôv du âç

ce qui n'offre aucune difficulté.
Pour obtenir toutes les surfaces dont les projections

orthogonales des lignes de courbure sur le plan xOj
sont les droites v = const. et les courbes u = const., on
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observe que les lignes de courbure d'une famille ont
leurs tangentes parallèles au plan xOy, et sont, dès
lors, dans des plans parallèles au plan xOy. Il en
résulte qu'elles se projettent suivant les courbes
a = const., et que, le long de chacune de ces courbes,
z conserve une valeur constante. On achève alors faci-
lement la solution.

Les surfaces cherchées sont d'ailleurs des surfaces
moulures.

II. — Trouver la valeur de l'intégrale

l'»8 j ~ f'*.

prise dans le sens direct le long d'un cercle décrit de
l'origine comme centre avec un rayon supérieur à
l'unité.

On part des identités

On intègre, on retranche membre à membre, et Ton
lait décrire au point z le cercle indiqué dans l'énoncé.
On trouve ainsi que la valeur de l'intégrale considérée

111. — (ELÈVES DE L'ÉCOLE NORMALE). — Étudier la
surface

i° Vormer l équation des courbes C le long des-
quelles cette surface touche un cj lindre circonscrit.

Montrer que ces courbes se répartissent en une in/i-
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nité de familles, de telle façon que tune de ces fa-
milles se compose d'une infinité de courbes toutes
égales entre elles et semblablement orientées.

i° Déduire de là que l'on peut, d'une infinité de
manières} exprimer les coordonnées d'un point de la
surface en f onction de deux paramètres t et u sous la
forme suivante :

y =

3° Montrer que par chique point de la surface
passent deux courbes C de chaque famille et que les
tangentes à ces deux courbes sont des diamètres con-
jugués de Vindicatrice.

4° Démontrer que les lignes asjmptotiques ne sont
autre chose que les enveloppes des courbes C d'une
même famille.

5° Montrer que le lieu des milieux des cordes
d'une des lignes asymptotiques est la surface elle-
même.

La première partie seule présente quelque difficulté.
Pour la résoudre, on observe d'abord qu'en déplaçant
les axes parallèlement à eux-mêmes, on peut ramener
l'équation de la surface à la forme

( i ) er-^ e> -t- ez — i .

Si l'on appelle alors a, [3, y les paramètres directeurs
de la direction des génératrices d'un premier cylindre
circonscrit, Ja courbe de contact de ce cylindre est
définie par l'équation (i) et par l'équation

( 2 ) a ^ -

De même, la courbe de contact d'un second cylindre



dont les paramètres directeurs des génératrices sont
a', jî', y' est définie par l'équation (i) et par l'équation

( 3 ) v!ex— p'e?T-+- ~(e~ — o.

Pour que les deux courbes soient égales et sembla-
bleineut orientées, il faut qu'on puisse les faire
coïncider en déplaçant l'une d'elles parallèlement à
elle-même. Si donc Ç, r4, Ç sont trois constantes conve-
nablement choisies, il faut que les deux systèmes

{ aer-r- $e' -f- 70 -= o,

(H)

soient équivalents.
Ces deux systèmes sont linéaires par rapport à eT,

c\ cz et, si Ton exprime qu'ils sont équivalents, on
obtient, apiè^ rélimination de ç, y,, !Ç,

de soi te que si l'on appelle u la valeur commune des
trois dilîei ences qui figurent dans ces égalités, z/,, //_,, //{

trois constantes, on a

P Y
It - tt k II -+- li > Ni- ((

11 en résulte que les directions qui coi responden t à
des combes égales et semblablenient orientées sont les
génératrices d'un cône du second degré représenté par
I Yquation

(//> - u, ) ) 3 -t- ( iti— U\ ) zr -t- ( ti \ — Ui ) xy = o

Comme ce cône dépend de deux constantes arbi-
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traires, on voit qu'il existe deux familles de courbes

égales et semblablement orientées.

MÉCANIQUE. — I. Une barre pesante homogène AA'
a ses deux extrémités assujetties à glisser sans frotte-
ment sur une hélice tracée sur un cj lindre circulaire
droit fixe dont l'axe est vertical. Un propose :

i° De trouver le mouvement de la barre sur l'hélice
et les réactions de la courbe sur les deux extrémités de
la barrer

2° En considérant le point C, situé sur Vaxe du
c) lindre à égale distance de A et de A', comme inva-
riablement lié à la barre, de déterminer pour une
époque quelconque, dans le plan ACA', le point dont
la vitesse est perpendiculaire à ce plan.

Chaque point de la barre décrit une hélice d'un mou-
vement uniformément varié, comme on peut le consta-
ter aisément par l'application du théorème des forces
vives.

Le calcul des réactions se fait en appliquant le théo-
rème du centre de gravité et le théorème des moments
des quantités de mouvement par rapport à Oz.

Quant à la détermination du point dont la vitesse
est perpendiculaire au plan ACA\ elle est identique à
la détermination du foyer de ce plan. On trouve qu'il
est situé à l'intersection du plan ACA7 et du plan per-
pendiculaire à A A' en son milieu, plan qui passe par
le point C. Sa distance au point C est h cota, en
appelant h le pas de l'hélice et a l'angle de la barre
avec O z.

II. — (ELÈVES DE L'ECOLE NORMALE). — Un corps

solide pesant, non homogène, ayant la forme d'un
cylindre de révolution, est couché sur un plan Jiori
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zontal fixe P, sur lequel il peut glisser sans frotte-
ment. On suppose que le centre de gravité G du coiys
est sur Vaxe de révolution G z du cylindre et que cet
axe est un axe principal d'inertie relatif au point G.

Trouver le mouvement du solide supposé lancé sur
le plan. On appellera A, B, G les moments d'inertie du
corps par rapport aux axes principaux G r , Gj\ Gr
relatifs au centre de gravité.

En vertu des hypothèses, le cylindre est déterminé
en position par les coordonnées du centre de gravité et
par la direction de l'axe de révolution Gz . En appli-
quant d'abord le théorème du centre de gravité, on
trouve que le mouvement du centre de gravité est recti-
ligne et uniforme; en appliquant ensuite le théorème
des forces vives, on trouve que le cylindre tourne uni-
formément autour de la verticale du point G.

III. — (ELÈVES DE L'ÉCOLE NORMALE). — Une figureV
de forme invariable .se meut dans l espace dans les
conditions suivantes :

(rn cercle C, lié invariablement à la figure, roule
uniformément sans glisser sur la droite fixe AB, tandis
que son plan tourne uniformément autour de cette
même droite.

i° Prouver que tout déplacement infiniment petit de
la figure coJisiste en une rotation O autour d'un axe A.

*>° Trouver le lieu de cet axe dans le corps.
3° Trouver une définition géométrique de la surface

décrite dans l'espace fixe par ce même axe.
4° Rappeler la démonstration de ce fait que les sur-

faces ainsi trouvées sont applicables Vune sur Vautre.

Le lieu de Taxe de rotation dans le corps est un hy-
perboloïde de révolution dont le cercle de gorge est le
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cercle C. Dans l'espace fixe le lieu de ce même axe est
un hélicoïde réglé. L'hyperboloïde roule sans glisser
sur rhélicoïde.

EPREUVES PRATIQUES. — I. Le 24 juillet 1895, à
midi moyen de Paris, les coordonnées écliptiques de
Fénus sont :

Longitude 1 66° 5'6", o
Latitude o°45'7",7

Calculer les coordonnées équatoriales de la planète,
l'obliquité de l'écliptique étant 23° 27' 18", y3.

On devra vérifier l'exactitude des résultats en cal-
culant une relation dans laquelle entrent simultané-
ment toutes les données et les inconnues du problème.

II. — (ELÈVES DE L'ECOLE NORMALE). — Le 2 juil-

let 1895, à midi moyen de Paris, la planète Mars a
pour coordonnées héliocentriques :

Longitude 152° 50' 24", o
Latitude -+- i°.\~'3j''ij
Log. du rayon vecteur 0,221 6426

Au même moment, les coordonnées du Soleil par
rapport au centre de la Terre sont :

Longitude ioo° 17' 4 2", a5
Latitude o° o' o
Log distance du Soleil à la lierre... . 0,007 1905

Calculer les coordonnées géocentriques de la plei-
ne te.

Besançon.

ANALYSE. — On donne dans un plan P un cercle O.
On considère un point M sur la circonférence de ce
cercle, et par M une normale MN à ce cercle non con-
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tenue dans le plan P, Soit cp Vangle du raj on OM avec
un rajon fixe et 9 l'angle de MN avec le prolongement
de OM.

Quelle relation doit avoir lieu entre cp et 0, pour
que, le point M se déplaçant sur la circonférence,
MN soit normale principale à une courbe gauche? On
démontrera d'abord que la longueur interceptée
sur MN entre la circonférence et la courbe gauche est
nécessairement constante. Montrer que le problème se
ramène à une quadrature; discuter, et effectuer l'inté-
gration quand elle est possible.

On exprime que MN est dans le plan oscillateur à la
courbe gauche en égalant à zéro un certain déterminant.
Ce déterminant se simplifie en combinant les colonnes,
et l'on obtient une équation de Bernoulli par rapport à

-,1 pris comme fonction inconnue.

Après l'intégration de cette équation, cp s'exprime par
une intégrale elliptique, dont la discussion est aisée.

MKCVWIQII:. — I. Exposer le théorème des forces
vives pour un point matériel et pour un système de
points matériels.

11. Un mobile de poids P est assujetti à se mouvoir
sur un cercle vertical fixe. A ce mobile sont fixés
deux fils inextensibles passant sur deux poulies inji-
niment petites situées aux extrémités A et B du dia-
metre horizontal, et supportant deux poids p et q. Dé-
terminer le mouvement du sj stème.

On met ce problème en équation à l'aide du théorème
des forces vives. Il y a deux cas particuliers remar-
quables : i° le poids p est nul et les poids p et q sont
égaux. Dans ce cas le point le plus bas du cercle con-



stitue, pour le mobile, une position d'équilibre stable;
2° le poids P est très grand par rapport à p et à q. Dans
le voisinage du point le plus bas on a alors une position
d'équilibre stable.

III. Dans un plan vertical une parabole constante
tourne autour de son foyer F . Un fil enroulé sur la
parabole porte un poids M. Déterminer la trajectoire
du point M et sa vitesse quand la parabole tourne
d'un mouvement uniforme.

La trajectoire du point M est une cliainelte.

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les coordonnées

éijuatoriales «i/, (£>'. R/ du centre de la Lune vue d'un
lieu de latitude o = 45° 28'1 o" au moment ou l'heure
sidérale locale est 5h43m56s et où les coordonnées
géocentriques de la Lune sont :

c\j = -2.u 15m49 s , (D = H- 10" 3' 17",

R = ~ - . 77T = 58' 17 .
S I 11 777

Caen.

ANALYSE ET GÉOMÉTRIE. — I . Étant donnés deux axes
rectangulaires OX, OY, on considère toutes les ellipses
qui ont pour axe OX, qui passent par un point B
donné sur O Y et qui sont semblables à V ellipse
'Sx'2-hj2=i : trouver les trajectoires orthogonales
de ces ellipses.

Equation des ellipses :

3.r2 H-y'1 -h 17.x — h2 = o (a variable, h = OB).

Equation des trajectoires :
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11. En désignant par z = x -f- iy une variable ima-
ginaire, calculer Vintégrale

P ûnzdz

prise le long du contour représenté par Véquation
* T 2 - { - 2") 2 — IX — I = O .

Le contour, elliptique, contient le seul pôle 5 = 0 : or

l'intégrale est — ? le contour étant parcouru en sens

direct.

MKC: VAJQUK. — J. Un plan P se meut en glissant sur
un plan fixe Q, de telle sorte que le centre instantané
de rotation C se déplace avec une vitesse constante m
sur une droite fixe OX du plan Q et que le centre des
accélérations du plan mobile, A, reste à une distance
invariable h de OX, l'angle ACX étant droit à Vin-
stant initial. Chercher comment varient avec le temps
la vitesse 10 de rotation du plan P et l'angle ACX.
Déterminer et construire la roulante lieu du centre
instantané C dans le plan P.

Des formules qui donnent à un instant les accéléra-
tions des points d'un plan mobile, 011 tire, pour les
coordonnées du centre A relatives à la tangente et à la
normale communes à la base et à la roulante S,

K = _ = — cotACX,
u)+ 4- to l at y tu2

5 étant Tare parcouru par C sur la base et la roulante S,



si y = /«, -£ — m, on trouve, après inlégration,

la constante T est nulle. Soient £, 7) les coordonnées deC
par rapport à des axes û£, Qv) du plan P, a l'angle de la
tangente à S avec Q£; dx = — wÂ; remplaçant to par

sa valeur (i) et .9 par — , on a
v J r ni

. fahds j i j h doc
dx = yy^ -> s — -2 /i tang - a, a5 = — — ,

d\ = ds cos a, 0?̂  = ds sin a,

l'intégration donne Ç, rj en fonction de a.

II. Chaque élément dun fil flexible et inextensible
est attiré vers un point fixe O avec une force propor-
tionnelle à la masse de Vélément et à Vinverse de sa
distance au point 0} on suppose que, lorsque le fil es!
en équilibre, sa tension en chaque point y est propor-
tionnelle à la densité. Déterminer la figure d'équi-
libre et la loi suivant laquelle la densité varie le long
du fil.

Courbe funiculaire plane. — Soient T la tension,
s la densité :

p é tant la distance du pôle O à la tangente , Tp = T o / /„

( r Y l r\k r* dû # k+l /?o/*o
V o / ^ ~ \ ^ô / / 5 r 2 - h r2"öW2 ~ ^ ° ' r ~~ cos(£-+-i)0#

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calcul de la longitude et de
la latitude d'une étoile, étant données Ai, (D et r obli-
quité de Vécliptique.
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Dijon.

A\\LYSE. — f. Prouver que la somme d'une série
entière est une f onction continue de ses variables dans
des cercles concentriques à des cercles de convergence,
mais de rayons plus petits.

IL Formation et intégration de Véquation aux dé-
rivées partielles des surfaces développables.

III. Trouver les trajectoires orthogonales des sur-
faces ayant pour équation générale en coordonnées
rect il ignés rectangulaires

P or*- -h Q y \l - - a R 5V = o,

où a représente un paramètre variable ; examiner les
divers cas qui peuvent se présenter suivant les valeurs
particulières attribuées aux quantités constantes P, Q,
l{, X, [A, V.

Les é q u a t i o n s

(i) X ) Y ( ï ty(

où a joue maintenant le rôle d'une variable auxiliaire,
représenteront une ligne trajectoire des surfaces pro-
posées, si Ton a, quelle que soit a, l'équation finie

et cette trajectoire sera orthogonale, si l'on a les deux
équations différentielles

( {, j £ : A I X Î . I = ^ :
da da

exprimant l'identité, en direction, delà tangente menée
à la ligne (i), au point correspondant à la valeur ac-
tuelle de a et de la normale construite en ce même
point à celle des surfaces proposées qui y passe.



L'addition terme à terme des rapports égaux (3),
X Y Z

multipliés, en haut et en bas, par y> —, - respective-

ment, donne, à cause de l'équation ('i),

X ^X Y Ŷ Z dZ _
X da \x da v <:/« ~~ '

d'où l'équation intégrale première

Une seconde, «à adjoindre à celle-ci et à l'équation (2)
pour achever la solution du problème, est fournie par
l'intégration de la première équation différentielle du
groupe (3), intégration s'exécutant immédiatement
d'une manière variable avec les valeurs des exposants
A, ;JL et des coefficients P, Q. Si, par exemple, on a
A = [JL = 2, P = Q; cette seconde intégrale est

Y = DX,

montrant que les trajectoires sont alors des lignes planes
dont les plans passent par l'axe des z7 etc.

MÉCANIQUE. — J. Équations déquilibre du fil flexi-
ble ; cas où l'on peut former des intégrales pre-
mières; cas ou Von prend pour variable indépendante
Vune des coordonnées d'un point du fil.

IT. Un point pesant est lancé verticalement au-
dessus du sol avec une vitesse v0. On demande en quel
point il traverse le plan horizontal passant par la
position initiale, lorsqu'on tient compte de la rotation
de la terre.

Les axes étant : l'axe des z la verticale dirigée vers le
haut, Taxe des x la tangente au méridien dirigée vers
le nord; Taxe des y la perpendiculaire au méridien
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dirigée vers l'est, les équations à appliquer sont

dx . . dy

ï-s>nlt

où (o est la vitesse de rotation de la Terre, "k la colati-
tude du lieu, l'origine des axes est la position initiale.

On intègre ces équations avec les données initiales

, 0 = r o = 3 o = 0 i ( ^ ) = < > . (&)=o, (^)=Vr,
\ dt jo ' \dt Io \dt ]o

on développe les intégrales suivant les puissances de (o,
en se bornant à la première puissance.

EPREUVE PRATIQUE. — Connaissant la longitude d'un
astre, 45° i •>' i 'V', 5, sa latitude o°i?>' 58", i et l'obliquité
de Vécliptique a3°27' iov,45 calculer son ascension
droite et sa déclinaison.

On trouve

Nancy.

ANALYSE. — I. Étant donnée l'équation différen-
tielle

où .r désigne une variable réelle et J une fonction
réelle, démontrer que, sous certaines conditions que
l'on indiquera, il existe une fonction réelle y de x,
définie et continue dans le domaine de x0, satisfaisant
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à l'équation différentielle et qui, pour x=x0, prend
la valeur y o. Montrer, en outre, qu'il n'existe quune
seule fonction possédant ces propriétés,

II. On donne une courbe C tracée sur une sphère de
centre O et de rayon égal à l'unité. Les coordonnées
rectangulaires d'un point M de cette courbe ont pour
expressions

v désignant l'arc de la courbe terminé en M. A chaque
point M, on fait correspondre une droite D, passant
par M, la correspondance étant définie par les équa-
tions

où <7, è, c 5Ott£ /e^ cosinus directeurs de D;
surface réglée engendrée par D.

i ° Démontrer que la condition nécessaire et suffi-
sante, pour que G soit la ligne de striction de S, est

da d% -f- db dft -J- de cfy = o.

2° 0/2 suppose que la droite D e$£ située dans le
plan tangent mené par M <?M cd/ze öfe sommet O ayant
pour directrice C ; calculer V angle to tfj ÛTZÉ, pour
côté origine, la direction OM e^ pour autre côté, la
direction de D.

3° On applique la surface du cône et ses plans tan~
gents sur un même plan] expliquer comment se déve-
loppent les droites D; déduire de là un mode de
génération simple des surfaces S dans le cas parti-
culier considéré.

Menons à chaque génératrice M G de S une parallèle
Og par le point O 5 on forme un cône directeur s, dont
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la trace sur la sphère est une courbe c; soit m le point
de cette courbe situé sui Og.

i° La perpendiculaire commune à une génératrice G
et à la génératrice iniiniment voisine est perpendiculaire
au plan tangent au cône s suivant g, par suite à la tan-
gente en m à la courbe c\ pour que C soit la ligne de
striction de la surface S, il faut que la perpendiculaire
commune considérée soit la tangente en M à C; p<u
suite, les deux tangentes à C et c en des points corres-
pondants doivent être rectangulaires, d'où la condition

rla six -h db(lrï> -+- d( <7y = o.

2° Si, de plus, G se trouve dans le plan tangent au
côue de directrice C, c'est que g se trouve aussi dans ce
plan, et que ni se trouve sur l'arc de grand cercle lan-

Flg. 2.

\ M ,

gent à C en M; d'après la condition précédente, la tan-
gente mt doit être perpendiculaire à MT, et l'arc du
grand cercle Mm doit être normal en m à la courbe c;
dèb lors la courbe c est une développante de C, et
l'arc Mm est égal à l'arc v de C, compté dans un sens
convenable; c'est la valeur de l'angle MOg\

3° Lorsqu'on applique le cône de directrice C sur un
plan, la courbe C devient un grand cercle, et les géné-
ratrices G se développent suivant des droites parallèles
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à une droite fixe Og, puisque l'angle OM<G< est égal à
Tare g\M< compté à partir d'uu point fixe.

On aura la surface en traçant, dans un plan tangent
au cône des droites, M, G, parallèles à une droite fixe,
et enroulant le plan considéré sur la surface du cône de
directrice C, de façon que les génératrices restent dans
les plans tangents successifs.

Les formules ordinaires conduisent au résultat. Si
Ton prend

or — a - i - a p,

y - $ — bo,

comme coordonnées d'un point de S, la ligne de striction
csl définie par

bdc — cdb a dot

c da — ade b dr$

ddb — ()d<( c dy
^ ( bdc — cdb)1 - ( < da — a le f -+- ( adb — bda )2 9

en annulant le numérateur, on a

bdc — cdb a di

cda — a de b d^>

adb — bda c ch{

bdc — cdb a dx

< da — a de b d$

o o da dz -f- db dfi -h de dy

d'aptes a2 -\- b2-h c2 = \, d'où la condition.

Pour la deuxième partie, on a d'abord la condition

A =

a b c

a p Y
cJl 'II cb'
dv dt cbt



puis

D'où

De plus

ada -4-
xdz -4-

dadx -h
da

b c
d$ d^

bdb +
M

dbd\
a

c

d-r

a

a

doc

S oc d

3 -4-

3 -h d

ib

a

dx

b

a — c

cdc

y d*{

cd*(

i

Y
c

= o,

= o,

= o.

a
de

b

d%

Zocda
0

CO^OJ = «a -+- op -f- CY,

c/cos(o v r/a v ^/a v

t/v dv dv

Alors, en formant A2,

o = As =

i costo

CObCO I = I —COS2W -

D'où

O -7-7, = I

Le reste s'en déduit.

MÉCANIQUE.— i° Un gyroscope est composé: iu d'un
tore homogène (?) pouvant se mouvoir librement au-
tour de son axe ; 2° d'un cercle homogène (c) situé
dans le plan de iéquateur du tore, tangent intérieure-
ment et invariablement lié au tore ; 3° d'une tige ho-
mogène AB formant Vaxe du tore, invariablement
liée au cercle (c) et dont le milieu O coïncide avec le
centre de gravité commun du tore (?) et du cercle (c),
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et 4° d'une circonférence de cercle (y) homogène, de

centre O, dont un diamètre coïncide toujouî%s avec

Vaxe AB du tore et qui peut se mouvoir librement

autour de son diamètre A'B' perpendiculaire à AB.

Le gyroscope est fixé par son centre de gravité O.
Le diamètre A'B' de la circonférence (y) étant ho-

rizontal^ on le fait tourner avec une vitesse angulaire

constante donnée <i> autour de la nadir aie Oz passant

par O. On incline Vaxe AB du tore sur la nadir aie

d'un angle donné a et Von imprime au tore une vitesse

initiale n autour de cet axe AB, puis on Vabandonne

à lui-même.

En quel point de V axe AB du tore faut-il appliquer

à l'instant initial une masse pesante additionnelle m

pour que cet axe AB tende indéfiniment vers la nadi-

rale Oz sans jamais Vatteindre.

i° Si le rayon du cercle générateur du tore est égal

à un centimètre, le raj on du cercle (c) à trois centi-

mètres et le rayon de la circonférence (y) à six centi-

mètres, on demande de calculer les moments d'inertie

des quatre pièces du gyroscope par rapport à AB, par

rapport à A;B' et par rapport à la perpendiculaii e

menée par O au plan AB A/B/.

EPREUVE PRATIQUE. — A San Francisco, dont les

coordonnées géographiques sont

Longitude \i\°fö \5" Ouest,

Latitude 37°49' 27" JNord,

on observe Vétoile Wéga, dont les coordonnées sont

Ascension droite i8h33m6", 84
Déclinaison 38° \ 1 ', o"'2

après son passage au plan méridien ; on trouve pour sa

distance zénithale
72°a8f3G',4.



y =r A -+ I> — >r/2 / - T — cos2ax -J— axsm > ar ,

(48 )
Déterminer l'heure sidérale de San Francisco et

celle de Paris au moment de l'observation.

Lyon.

ANALYSE. — Intégrer

d1 y dy . n

du,* dx J

Après avoir intégré Véquation sans second membre,

on vérifiera que l'équation complète possède l'inté-

grale particulière

8

9

ou A et 13 50^^ rf^y constantes à déterminer, a une

constante donnée.

Tout se réduit à intégrer

. (I1 y dy ,
(O) 7 ' -, , — ïJ- A l r- y = o.

(M - ar

Quelcjues explications préalables sont nécessaires sur
certaines équations traitées par M. Lafon dans son
Cours.

Soit l'équation de Riccati

dy
H = P (y, a, b, c, n) = .r -^- - a / - r 6/- — c '̂7 = o,

a, ù. c, n = const.

Lorsque n = >.«, la substitution

sépare les variables, et il vient
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Posons maintenant

a xn

il viendra
H i ~ P (yua-~ n,c,b, n) — o.

ensuite
« — n x'1

H2 — P (y2- ci -T- in, h, c, n) - o et enfin

| H, = P (ri, a -h in, c, b. n) = o si /impair

( H, — P ( ƒ „ a -f- ï/i, 6, c; n) — o ^ j pair

Posons maintenant ƒ - -; on aura

G - P(it, n -a, c, b, n)

et par le môme procédé

| Gt — P (un n — a -+- in, b, c, n) si i impair j

/ C* — P (M|, /i — a - in, c, b, n) si i pair \

La séparation des variables se fera par la formule ( i)

sur

11/ si i (a — in) = n )
Gf si 2 (n a in) — n \

Pour un candidat élève de M. Lafon et prévenu des
habitudes de ce professeur, il était naturel de se de-
mander si (o) n'était pas une équation H déguisée. C'est
elïeotiveinent le cas.

Posons j f ~ ~ > puis z -= î x ; il viendra

H - I V 5 , 3 , i , -k\ y ) .

La seconde des relations (a) est satisfaite pour i = i ,
puisque a = 3 et n =-= 2 La séparation des variables se
fait sur G,.

Ann.de Mathémat., 3e->érie, t. W. (Janwer i8q(>.) 4
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On trouve

G = P ( M , - I , ~ X 2 , 1,2) ,
G ! = P ( M I , I , i, - * 2 , 2),

c'est-à-dire
x - y - 1 — ux -+- u\ — — A:2a?2.

Posons, conformément à ( i ) , W| == . r^ ; on aura fina-

lement

Le lecteur achèvera sans peine l'intégration de (o).

MÉCANIQUE. — I. Attraction d'un ellipsoïde homo-
gène de révolution aplati sur un point de sa surface.

II. A chaque sommet d'un triangle équilatéral, de
grandeur invariable, dont la hauteur h est donnée, on
fixe un point matériel, non pesant, de même masse m.
L'un des côtés se meut dans un plan fixe ; le sommet
opposé se meut dans un second plan Jîxe, parallèle au

premier; la distance des deux plans est -- »

Etudier le mouvement des trois masses, en tenant
compte des forces résultant des équations des liaisons.
On négligera les frottements.

SESSION DE NOVEMBRE 1895. - COMPOSITIONS.

Montpellier.

ANALYSE. — I. Calculer la valeur de l'intégrale
triple

ÇJJ[S(x -yY+laz — W\dxdydz,
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x, y, z prenant tous les systèmes de valeurs qui véri-
fient les relations

En posant x = p cos 9, JK = p sinO, et remarquant que

I f I xj dxdydz= o, on a

f f f (5?*+ 3az — 4*2)P d? dz rfö,
ou

o < ö < 27: et

ou encore

U n fTz

«A

' Ja ~J0
 3R + P PJ

f as aH ira-

II. Intégrer Véquation

^ dx* ô( }

dv
-f- (3a 2 —3a -+- 0 ^ ^ - —

Examiner en particulier le cas où m ~ a.

En posant x = er, l'équation devient

dont l'intégrale générale est

Si m = a, en posant m = # -f- e, et faisant tendre e
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vers o, on trouve

MncAMQiE. - - I. Dans le tétraèdre OABC, Vangle
trièdre O est trirectanglc, et les arêtes issues de O ont
pour longueur commune l'unité. Ce tétraèdre est en
mouvement et, à l'époque 1, les vitesses des points A,
B, C ont pour projections respectives sur les droites
O A, OB, OC les valeurs suivantes :

•> -T- v/3 2 — / *

> O )

~V 3 ' V

on demande de déterminer, pour I époque t, les élé-
ments du mouvement hélicoïdal du tétraèdre.

Les parallèles aux trois vitesses menées par O ont
leurs extrémités dans le plan X -f- Y -|- Z — '>.. L'axe in-
stantané est perpendiculaire à ce plan, et la vitesse de
translation parallèle à cet axe a ses trois composantes

égales a -•

On a les composantes des vitesses de rotation en re-

tranchant - de chacune des composantes données. Les

trois plans menés par A, B, C, perpendiculairement à
ces vitesses, se coupent suivant une même droite,
X —: Y ~7J, qui est Vaxe instantané. La vitesse angu-
laire t) =z i se déduit de la vitesse de l'un des points A.

IL Cn point matériel non pesant, de masse i, est
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sollicité par la force centrale

F -- — y - -r- -y-^ /> où p r - ^ 2 cos2o> -t- 62 sin2o>,

a, b étant des constantes ; /•, OD les coordonnées polaires
du point par rapport au centre. A t =•-_ o, o/z a r=za,
la vitesse étant perpendiculaire au rayon vecteur et

e ça le a - •

Déterminer la trajectoire, étudier la. variation de
la vitesse y trouver le temps mis par le mobile pour re-
venir à sa position initiale.

Le principe des aires et le théorème des forces vives
donnent les deux équations

' • ~ d t - • •

d'où

équation dont l'intégrale générale est

i i
= - -*- ci COSOJ — C9 sin w ;

/• p

les conditions initiales donnent c, = c2 -— o et

/-s — a2 C O s 2 t o -f- 6 2 s in 2o) ;

la trajectoire est la podaire d'une ellipse. On a

b-( >/O2 — a 2 ] 5in 2coJsinw costo .
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"Si i v 7 < i / ^ , l a vitesse est maxima pour o> = - et
'îit . .
-—y et minima pour io = o et TZ.

Si j '^ y/2, la vitesse est maxima pour

tango) = ri, aA /lafi—b
b \ a2 — 'i.b2

et minima pour (o — o, — » T:, . . . .

Si y <C 1, on a des résultats analogues.

Le temps employé pour revenir au point de départ est

^ 0

(«2cos2 to-- b*i>iu

Es PKAïiQLEs». — Calculer, pour un instant
déterminé, la longitude et la latitude géocentriques
d'une planète, connaissant•, en cet instant, les coor-
données héliocentriques de cette planète :

Longitude *2J3O 8'47",*2
Latitude — 5°3V 6", î
Lo£\ Û?W rayon vecteur. T, 7836 2j 1

et les coordonnées gèocentriques du Soleil :

Longitude 53° 13' 1 \", 7
Log. du rayon vecteur... 0,0187234

L, B, R, 4^ et d représentant les données; X, jî les in-
connues, on a

p cosp cosX ~ <^cos^ -f- R cosB cosL,

o cos p sin X = d sin .£•+- R cosB sin L,

— RsinB,

et en posant

RcosBsinL RcosBcosL
t2
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on a

. tang ƒ cosacp cos2<{/ o R sinB sinX cos2©
tangX — ^ - ^ T—:—-, tang3 — —, 31;

° cos2cpcos2y D r d sjn4^cos2©
on trouve

0 = 39?45'.3'2^4,
ty= 27.54.03,5,

P = - 6-a7. 7,6,
X = 29.47. 7,3.


