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[125b] SUR LES NOMBRES PARFAITS;
Par M. C. BOURLET,

Professeur au lycée Henri IV.

Jai fait le présent Travail sans connaitre les travaux
qui ont paru sur ce sujet; je savais, seulement, qu'on
avait démontré que tous les nombres parfaits pairs
dtaient compris dans la formule

211( gn+1 l).

C’est en cherchant a retrouver ce résultat, que j’ai été
amené a faire cette petite étude.

Vérifications faites, j'avais retrouvé presque toutes
les propriétés connues des nombres parfaits. De plus,
] étais amené a augmenter les restrictions dans la re-
cherche des nombres parfaits impairs. Mes démonstra-
tions sont nouvelles, a ce que je crois du moins, et,
comme cette éiude a é1é faite d’un seul jet, il y a une
certaine unité d’exposition qu’on n’obtient pas lorsqu’on
rapproche les démonstrations connues jusqu’a ce jour.
Pour ces raisons, j'ai pensé qu’il pouvait éire intéressant
de publier cette Note.

Comme le dit Edouard Lucas, « 1'élude des nombres
parfaits semble archaique, mais il ne faut pas oublier
quelle a donné naissance aux travaux de Fermat sur
I'Arithmétique supérieure ». Un sujet qui a passionné
des mathématiciens comme Euclide, Fermat, Descartes,
Frenicle, le P. Mersenne et bien d’autres, peut mériter
encore quelque attention, ne serait-ce qu’au point de vue
Listorique.

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XV. (Juillet 18¢6.) 20
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1. Ou appelle nombre parfait un nombre égal a la
somme de ses parties aliquotes (c’est-a-dire de ses divi-
seurs plus petits que lui). Un nombre est dit abondant
(redundans) ou déficient (deficiens) suivant qu’il est
plus petit ou plus grand que la somme de ses parties
aliquotes.

Dans la suite, nous désignerons toujours par s(n) la
somme desdiviscurs du nombre 2 (y compris Jui-méme).
On a donc

»n = s(n) pour un nombre parfait,
on < s(n) » abondant,
an > a(n) » déficient.

2. Je rappellerai d’abord quelques propriciés de la
somme ().
1° Si n, décomposé en facteurs premicrs, est égal &
a*bBcY..., on a
ar+l—y h3+l—1 e+l —

a(n) = pra— pp— p—

2° petyg étant deux nombres /!I'(’mi(’l's entre cux, on a
s(pg)=-7s(p)slq).

3° «, b, c, ... étant les facteurs premiers distinets

du nombre n, on a

> s> (=) (=5 (= 2) -

La premiére indgalité est évidente, car on a évidem-

ment
s(n) > n.

Pour prouver la seconde, écrivons

I 1 I

a— — b — — ¢c— —

’ o . E: L3 cY
o(n) = arbscy ;

a—1 b-1 c—1’
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on en COllCIut, sans conteste,

a b ¢

s(n)y <n

ceey

a—1 b—1 c—1

= () (=8 (=D

3. Ces propriétés rappelées, nous établirons, d’abord,
quelques propositions générales surles nombres parfaits,
abondants ct déficients.

d’ou

Tatorkve I. — Un nombre est abondant, parfait
ou déficient suivant que la somme des inverses de ses
diviseurs est plus grande que 2, égale & 2, ou plus
petite que 2.

Soit, en ellet, 7 un nombre et soient
1, dy, dyy, ... dij—9, dpy. n

les diviseurs rangés par ordre de grandeur croissante.
On a, comme on sait,

dyd, 4= n, dyd)j_o=n, ..
on a donc
s(n) 1 d, i,y N di—y | djy

T e -+ 41,
n n n n n n

ce qui s’écrit, a cause des relations précédentes,

g(n) 1 1 LRI 1
n  n dpy diy T dy a,

s(n) . . .
Or —— est plus grand que 2, égal a 2 ou plus petit que 2
suivant que le nombre n est abondant, parfait, ou défi-

cient.

Tutorkme . — Yout nombre divisible par un
nombre qui n’est pas déficient est abondant.
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Supposons, en effet, que le nombre 7 admette comme
diviseur un nombre p, abondant ou parfait. Soient 1,
81, B2y - -5 Da_1,y p les diviscurs de p. On aura, d’aprés
le théoréme I,

g 1 I I
~(p~)=—+\~+ + e 4 —22.
P I 0y

1
P S —
Op—1 P

5 -

Or n, admettant p pour diviseur, admet tous les diviseurs
de p. La somme des inverses des diviseurs de n est donc
plus grande que la somme des inverses des diviscurs
de p, puisqu’elle est égale a cette somme augmentée de
la somme des inverses des diviseurs de 22 qui ne divisent
pas p.
On a donc
a(n a(f
= > ‘(},Q

ct, par suite, certainement

s(n)
n

> 9.

Cororratres. — Un nombre parfait ne peul pas
étre divisible par un nombre parfait, awtre que lui-
meme.

Un nombre parfait ne peut admetire que des divi-
seurs déficients autres que lui-méme.

Tarorikve II. — a, b, ¢, ... étant les facteurs
premiers distincts d’un nombre n quin’est pas défi-

cient, on a

(=) (=d) (=)t

Car, si le nombre n est abondant ou parfait, on a

Al

g(n) 2



Or on a aussi (2, 3°)

(=)= )0=2) <t
(=) (-2) <t

Arrrication. — Ce théoréme limite la recherche des

donc

nombres parfaits ou abondants ayant un nombre donné
de facteurs premiers distincts.

D’abord, si 'un des facteurs premiers est égal a 2
I'inégalité précédente a toujours lieu. Ceci nous conduira
done, d’abord, 4 chercher les nombres abondants et
parfaits qui sont pairs.

Mais, si aucun facteur premier n'est égal a 2, il n’y
aura qu'un nombre limité de combinaisons d’un nombre
donné de facteurs premiers satisfaisant a linégalité.
Ainsi :

1° Parmi les nombres de lu forme a®bB il n’y a que
les nombres pairs qui puissent étre parfaits ou abon-
dants, car I'inégalité

(=D(-§)<}

n’étant pas vérifiée poura = 3, b = 5, n’est, a fortiori,
vérifiée pour aucun couple de nombres premiers a, bim-
pairs, puisque, quand on augmente @ ou b, I'expression

<1 — é) <1 — %) augmente.

2° Parmi les nombres impairs de la forme a*bBcy
iln’y a que ceux qui admettent l’un des trois groupes
suivants de facteurs premiers

3, % 7
3, 5, 11,
3, 5, 13,

qui puissent étre parfaits ou abondants.
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En effer, a, b, ¢ doivent vérificr I'inégalité

(=) (=3)(-0) =

Comme on a

il faut, nécessairement, qu'un des facteurs soit plus
petit que 5, done égal a 3. Soit @ = 3; on aura, pour b

et o,
2 1 A
s(=a (=)<
! 1 3
(=z)—2) <%
Or on a

L’un des facteurs b ou ¢ doit donce éwre plus petit
que 11, done ¢gal & 5 ou 5. Soit b =3, on devra avoir

4< 1 3
= =) <5
) (’) 4

¢ <10,

ce qui donne

et ¢ ne peut prendre que les valeurs 7, 11 ou 13.
Si l'on prenait b = 7, on trouverait qu’on doit avoir

¢ < 8, ce qui donmerait ¢ =73 et 'on retrouverait la
combinaison 3, 3, 7.

3% Si, en suivant la méme marche, on cherchait a
déterminer toutes les combinaisons de 4 nombres pre-
miers impairs a, b, ¢, d, ... vérifiant 'inégalité

. i ( 1 (1 1 . 1 < 1
L N A _ 1 _ ! 1
a/ \ b/ \ c d 2’
on trouverait un nombre limité mais considérable de
combinaisons possibles. Il en serait de méme si l'on
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prenait un nombre plus grand de facteurs premiers
distincts.

4. Trtorkue 1V. — Tout nombre de la forme a2,
a étant premier, est déficient.

On a, en effet,

a?+1l—
g(a%) = —————,
(a%) pp—
b r .
et 'on a, évidemment,
ax+1-
par> T,
a—1

ou
2a%+1—o0a%> artl —,
ou cncore
ar+t1t> qq%— 1.

Car, a étant un nombre premier,

v

a Z 2,

done
ax+1 29 a%,
ct, par suite,
Qi+l > ya%t—i,

Cororratre. — Il v’y a pas de nombre parfait n’ad-
mettant qu’un facteul' premiel‘.

Tutorkme V. — Tous les nonibres parfaits ou abon-
dants de la forme a®bb sont pairs et, de plus :
1° Ceux qui sont parfaits sont de la forme

on(gn+l—1),

2t — 1 étant premier absolu;
2° Ceux qui sont abondants sont dc la forme

2 a®,

a étant premier absolu et au plus égal a 2"+ — 1.
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La premiére partie de cette proposition résulte d’une
Remarque faite plus haut (3, 4pp.).
Nous n’avons donc qu’a rechercher les nombres par-
faits ou abondants de la forme
2 a%,
Or
ar+t—
g(2na%) = (gn+1 - _
( )= )=
et, pour que le nombre ne soit pas déficient, il faut

avoir

A1
qrz+laxg(2n+l_|) a - _I_
= a— 1
ou

a¥+l—on+lgi on+l | To.
Considérons, maintenant, le polynome entier
e  R— 1 : D 1
?(T)_xaw on+1 g% (gn+ 1).

Remarquons que ce polynome, n’ayant que 2 varia-
tions, ne peut avoir au plus que 2 racines positives. Or,
ces 2 racines existent et sont faciles a séparer. L’unede
ces racines est d’abord, évidemment, x = 1, puisque

o (1) =o.
L’autre est comprise entre 277 — ¢ et 27!,
On a, en effet,

,_:,(QII—H_. I) :__(.2/1+1__l)a+(2n+1 —1)
=— (on+1— l)[(.ZIH-l —_ 1)1—1_11'

La quantité entre crochets est positive; sauf dans le
cas oit « =1, ou elle est nulle. On a donc
(21 —1)Zo.
D’ailleurs,
0(qlt+1) = on+l__ 10,
: >

On en conclut que P'équation
A)

e(r)=o0



(305)

a une racine positive x’ telle que
gn+l— 1 S @' <L an+t,

Puisque ©(x) ne s’annule que pour les deux valeurs
1 et x’y il en résulte que :
1° Le nombre 27a% ne peut étre parfait que si 'on a

a=ux,

et, comme a est un nombre entier et p/'emiel', cecl ne
peut arriver que si

z' = on+t— et a=1.

Les seuls nombres parfaits, admettant 2 facteurs pre-
miers distincts, sont donc de la forme

2:1(211+‘l — |),

ou (2"*' —1) est premier absolu.
2° Le nombre 27a* ne peut éire abondant que si

a<x.
Comme a est un nombre entier ceci ne peut arriver
que si

aZantl—q,

Tutorivr VI. — Tous les nombres parfaits pairs
sont compris dans la formule

211(2rz+1 -— l\,
oi (2t —1) est premier absolu.

Soit, cn effet, 27B un nombre pair, B élant un
nombre impair premier ou non.
2% ¢t B étant premicrs entre eux, on a (2, 2°)

g(22B) =a(27)s(B) = (2#+1 —1)a(B).
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Pour que le nombre 2% B soit parfait, il faut donc

avolir
on+1 B — (onrl 1)7( B).

De cette égalité on conclut d’abord que 27+ — 1 doit
ére premier. Car si 27! — 1 admettait un diviseur
premicr a, plus petit que lui, ce diviseur diviserait B
(car il me peut diviser 27+ qui est premier, avec
2"tt—). Le nombre 22B admettrait, alors, le divi-
seur 2”a, qui est abondant, d’aprés le théoréme V, et
2" B serait lui-méme abondant, d’aprés le théoréme 11
(2"t —1), élant premier, divise B. Le nombre 27B
admet, alors, le diviscur 2/ (27F' — 1) qui est parfait,
d’aprés le théoréme V. Par suite, le nombre 2#B est
égal i son diviseur 27 (27%' — 1), car, d’aprés le théo-
reme I et son cm‘ol]air(', un nombre parfait ne peut

admettre d’antre diviseur parfait que lui-méme.

5. Risuwi. — De ce qui précede il résulte que la
formule
)Il(<)ll+1 —1 ).

ou (27t — 1) est premier, comprend tous les nombres
parfaits pairs et tous ceux qui admettent moins de
trois facteurs premiers distincts.

S’il existe donc des mombres parfaits non compris
dans cette formule, ces nombres sont, nécessairement,
impairs et admettent au moins trois facteurs premiers
distincts.

Jusqu'idi, on v’a pas trouvé d'exemple de nombre
parfait impair. Nous allons encorc montrer qu'il ne
peut pas exister de nombre parfait de la forme

- a%bdcy.
A)

Il faudra donc chercher les nombres parfaits impairs,
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s'il en existe, parmi les nombres admetlant an moins

quatre facteurs premiers distinets (1).

6. Tueorkvr VII. — Zous les nombres parfaits im-

pairs, s'il en existe, sont de la forme
(5 k4 D)wr1A2,

ot 4k + 1 désigne un nombre premier et A un nombre
non divisible par 4k -1 (?).

Soit, en elfet, a*bB¢v ... un nombre parfait impair,
on devra avoir

2a%bBeY... =a(ar)x o(bd) < a(cY) x...;
le premicr membre étant simplement pair, un seul des
facteurs o(a%), a(b®), ... doit étre pair. Supposons que
) ) I PI

ce soit le premier, on devra avoir
g(a*) =1+ a-+ a>+...+ a*= mult. de 2;
e : : . ’ . b . . .
a elant 1mpair, cecl necessile d’abord que o so1t 1impair

a =2a'+1,
:
et 'on aura

s(a*)=(a +1)(a*® 4+ @2%' =24, ., - 2+1).
Mais, s(a%) devant étre silnplemenl pair, a + 1 doit
¢tre simplement pair et le second facteur impair, ce qui

entraine

a= 4k, a' =2y, A= 4+ 1.

D’ailleurs, tous les autres facteurs s(68), o(cY), ...

(*) Cette proposition se¢ trouve énoncée comme exemple (n° 229,
Exemple VII) dans la Théorie des nombres d’Epovarp Lucas.

(2) Celte proposition a été énoncée par LioNNET dans les Nouvelles
Annales de Mathematiques (1879, p. 306) et démontrée par Lucas
dans <a Théorie des nombres (1. 1).
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doivent éire impairs, ce qui nécessite que les exposants
8,7, ... soient pairs. Le produit 6B ¢Y ... est donc un
carré parfait A2 et le nombre est de la forme annoncée.

Remarque. — 1l résulte de la que si un nombre par-
fait impair admet un facteur premier qui n’est pas de
la forme 4k + 1, I'exposant de ce facteur est nécessai-
rement pair.

Tutorime VIII. — Il n’existe aucun nombre parfait
de la forme a* bB Y, a, b, c étant premiers.

D’apres la remarque faite an n° 3 (Ldpplication), il ne
peut y avoir que les nombres admettant 'un des trois
groupes

37 57 77
3, 5, 11,
3, 5, 13

comme facteurs premiers, qui puissent étre parfaits.

1° Prenons le groupe 3, 5, . Nous remarquerons,
d’abord, que le nombre 33>< 5 >< 7 est abondant (*).
11 suffit de le vérifier. Si donc un nombre parfait admet
les diviseurs 3,5 et =, il contient le facteur 3 a un ex-
posant inférieur & 3; car, sans cela, il serait divisible
par le nombre abondant 33 < 53>< 7 et serait abondant.

D’ailleurs, d’aprés 1a remarque précédente, il devrait
contenir 3 4 une puissance paire ct, par suite, con-

(*) Je releve, en passant, une faute d’impression dans ta Thcorie
des nombres d’Epovarp Lucas : on trouve dans le tome I, p. 380,
I'exemple V qui propose de démontrer que

B> X9

est le plus petit des nombres abondants impairs.
1l faut) évidemment, lire

33~ 9 -
3.
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tiendrait 3 a la puissance 2. Mais, alors, il serait divi-
sible par
5(32) =13,

ce qui n'est pas possible, s’il n’a que les trois facteurs
3,3 et

Ceci nous prouve, en passant, qu'il ne peut exister
aucun nombre parfait admettant & la fois les facteurs
premiers 3,5 et 7. Car, d’aprés ce qui précéde, ce nombre
admettrait encore le facteur 13, par suite, scrait divi-

sible par
325 X7 X113,

qui est un nombre abondant, comme il est facile de le
vérilier.

2° Considérons le groupe 3, 5, 1. Nous remarque-
rons encore que le nombre 33><52>< 11 est abondant.
On voit d’abord qu’un nombre parfait, admettant seu-
lement les facteurs 3, 5 et 11, ne peut admettre le fac-
teur 5 a une puissance supéricure a 2; car, alors, il
devrait admettre le facteur 3 a la puissance 2 (pour ne
pas étre divisible par le nombre abondant 33 >< 52 ><11)
et serait divisible par 5(32) = 13.

Le nombre cherché, s’il existe, ne peut donce étre que

de la forme
5> 3221128 (en vertu du th. VII)

ct 'on devrait avoir I’égalité
223 32 3¢ 3221 3¢ 128 = (3241 — 1) (11281 — ).

Or, cette égalité est impossible; car, le premier
membre étant divisible par 3, il faudrait que (11284 —1)
soit divisible par 3. Ceci n’est pas, car la plus petite
puissance de 11, qui dounc 1 pour reste de division par
3, estL 112 et, par suite, d’aprés la loi de périodicité
des restes des divisions des puissances d’un nombre par
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un diviseur premier avec lui, il u'y a que des puissances
paires de 11 qui donnent 1 pour reste de division par 3.
3° Prenons, enfin, le dernier groupe 3, 5, 13. 1)’abord,
d’aprés la remarque qui suit le théoréme VII, 3 devra
figurcr avec un exposant pair. Le nombre parfait, s’il
existe, est done de la forme

323 5¢ A8 < 137,
ctVon devrait avoir 1'égalité
26 >¢ 320001 3¢ 58 3¢ 137 = (320 — [)( 5B+ — 1) (1Y —1).

5 ne peut pas diviser le facteur (320 — 1), carla plus
petite puissance de 3, qui donne 1 pour reste de divi-
sion par 5, est 3*; une puissance impaire de 3 ne peut
donc donner 1 pour reste de division par 5. Le facteur 3,
qui figure dans le premicr membre, devrait donce di-
viser (13YT' —1). Or, la plus petite puissance de 13, qui
donne 1 pour reste de division par 3, est 13%. Le sccond
membre de P'égalité devrait étre divisible par

1P — 1 =2 X )X 3 x 7 X7,
ce qui est impossible, puisque les facteurs 7 et 17 ne fi-
gurent pas dans le premier membre.

Ceci nous montre, en passant, qu'un nombre parfait,
qui admet les facteurs 3 et 5, ne peut admettre le
Jacteur 13 @ une puissance impaire; car, sans ccla, il
admettrait le facteur 5 qui divise 132 — 1 et, par suite,
admettrait, a la fois, les facteurs 3, 5 et 5, ce qui n’est
pas possible.

7. Larecherche des nombres parfaits impairs est donc
circonscrite a celle des nombres impairs admettant, au
. » . . -
moms, quatre facteurs premiers distincts. Cette re-
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cherche peut encore ére restreinte, lorsqu’on connait
des nombres abondants.
Ainsi, nous avons déja vu qu'un nombre parfait ne
peut admettre @ la fois les facteurs premiers 3, 5 et 7.
En remarquant que les nombres :

32> 5 X 1113,
32X 5 XI11Xx17,
32> ) X< 112X 192

sont abondants; on en conclut, immédiatement, qu’un
nombre parfait impair ne peat admetire & la fois les
‘/'(tcl‘eurs

3. 5, 11, 13
ou

ow encore
3.5, 11, 19
Le nombie
17 < 5% < 32 <132

étant abondant, et un nombre 1)arf.\it ne pouvant ad-
mettre le facteur 13 Ui une puissance paire, un
nombre paifait ne peut admettre les facteurs 5, 3, 13
et 17, sans que H soit a la puissance 1 ¢t 17 4 une
puissance paire.

On pourrait maltiplier les exenples de cette nature.

De ce qui précede, il résulte, évidemment, que tout
nombre parfait impair cst certaincment plus grand que
le nombre

on voit, par suite, que, s’il existe des nombres parfaits
impairs, ces nombres sont trés grands.
On peut assurer que, dans les deux premiers millions
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7/
de nombres enticrs, il v’y a pas d’autres nombres par-
faits que les nombres pairs.

Ceci suffit & montrer la difficulté qu’il peut y avoir a
trouver des nombres parfaits impairs, s’il en existe.



