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[I25b] SIR LES NOMBRES PARFAITS;

PAR M. G. BOURLET,
Professeur au lycée Henri IV.

J'ai fait le présent Travail sans connaître les travaux
qui ont paru sur ce sujet $ je savais, seulement, qu'on
avait démontré que tous les nombres parfaits pairs
étaient compris dans la formule

C'est en cherchant à retrouver ce résultat, que j 'a i été
amené à faire cette petite étude.

Vérifications faites, j'avais retrouvé presque toutes
les propriétés connues des nombres parfaits. De plus,
j étais amené à augmenter les restrictions dans la re-
cherche des nombres parfaits impairs. Mes démonstra-
tions sont nouvelles, à ce que je crois du moins, et,
comme cette élude a été faite d'un seul jet, il y a une
certaine unité d'exposition qu'on n'obtient pas lorsqu'on
rapproche les démonstrations connues jusqu'à ce jour.
Pour ces raisons, j 'ai pensé qu'il pouvait être intéressant
de publier cette JNote.

Comme le dit Edouard Lucas, ce l'étude des nombres
parfaits semble archaïque, mais il ne faut pas oublier
qu'elle a donné naissance aux travaux de Fermât sur
F Arithmétique supérieure ». Un sujet qui a passionné
des mathématiciens comme Euclide, Fermât, Descartes,
Frenicle, le P. Mersenne et bien d'autres, peut mériter
encore quelque attention, ne serait-ce qu'au point de vue
bis tori que.
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1. Ou appelle nombre parfait un nombre égal à la

somme de ses parties aliquotes (c'est-à-dire de ses divi-
seurs plus petits que lui). Un nombre est dit abondant
(redundans) ou déficient (deficiens) suivant qu'il est
plus petit ou plus grand que la somme de ses parties
aliquotes.

Dans la suite, nous désignerons toujours par v(n) la
somme des diviseurs du nombre n (y compris Jui-meme).
On a donc

•y7i = <s(n) pour un nombre parfait,

9U < v(n) » abondant,

_ > / 2 ^ > a ( / i ) )) déficient.

!2. Je rappellerai d'abord quelques propriétés de la
somme <s{ji).

i° Si /z, décomposé en facteurs premiers, est égal à

., on a

a a - + - i — , bp+i—T r y - M _ ,
a( n ) = T

— i b — i r — i

2° /> et r/ étant deux nombres premiers entre eux, on a

3° ^, 6, c, . .. étant les facteurs premiers distincts
du nombre w, on a

La première inégalité est évidente, car on a évidem-

ment
<j(n) > n.

Pour prouver la seconde, écrivons

n / l ) = „ , i , c r _ _ _ . _____ _ _ _ ;
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on en conclut, sans conteste,

/ x a b c

d'où
n

>

3. Ces propriétés rappelées, nous établirons, d'abord,
quelques propositions générales sur les nombres parfaits,
abondants et déficients.

THÉORÈME I. — Un nombre est abondant, parfait
ou déficient suivant que la somme des inverses de ses
diviseurs est plus grande que 2, égale à 2, ou plus
petite que 2.

Soit, en e(Fet, n un nombre et soient

1, du d2, dk-i, dk-\* n

les diviseurs rangés par ordre de grandeur croissante.
On a, comme on sa il,

didL-i—n, d.2dk-2—n, . . . ;

on a donc

n n n n n n

ce qui s'écrit, à cause des relations précédentes,

cr(/i) _ 1 , 1 1 1 1

n

Or —— est plus grand que 2, égal à 2 ou plus petit que 2

suivant que le nombre n est abondant, parfait, ou défi-
cient.

THÉORÈME II. — Tout nombre divisible par un
nombre qui n'est pas déficient est abondant.



Supposons, en effet, que le nombre n admette comme
diviseur un nombre />, abondant ou parfait. Soient i,
o<, 32, . . ., o/i- i i P Jcs diviseurs de p. On aura, d'après
le théorème I,

v(p) _ i j_ j_ i_ J >
P l oi o2 " * o*_i p =

Or AZ, admettant/; pour diviseur, admet tous les diviseurs
de p. La somme des inverses des diviseurs de n est donc
plus grande que la somme des inverses des diviseurs
de /?, puisqu'elle est égale à cette somme augmentée de
la somme des inverses des diviseurs de n qui ne divisent
pas p.

On a donc

et, par suite, certainement

C0110LLA.LRKS. — TTn nombre parfait ne peut pas
être divisible par un nombre parfait, autre que lui-
même.

Un nombre parfait ne peut admettre que des divi-
seurs déficients autres que lui-même.

THÉORÈME III. — a, 6, c, . . . étant les facteurs
premiers distincts d'un nombre n qui n1 est pas défi-
cient, on a

Car, si le nombre 72 est abondant ou parfait, on a

a (n)~ 1
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Or ou a aussi (2, 3°)

donc

- i - » - ; - < ; •
APPLICATION. — Ce théorème limite la recherche des

nombres parfaits ou abondants ayant un nombre donne
de facteurs premiers distincts.

D'abord, si l'un des facteurs premiers est égal à 2
l'inégalité précédente a toujours lieu. Ceci nous conduira
donc, d'abord, à chercher les nombres abondants et
parfaits qui sont pairs.

Mais, si aucun facteur premier n'est égal à 2, il n'y
aura qu'un nombre limité de combinaisons d'un nombre
donne de facteurs premiers satisfaisant à l'inégalité.
x\insi :

i° Parmi les nombres de la forme aab$ il n'y a que
les nombres pairs qui puissent être parjaits ou abon-
dants, car l'inégalité

n'étant pas vérifiée pour a = 3, b = 5, n'est, a fortiori y

vérifiée pour aucun couple de nombres premiers a, b im-
pairs, puisque, quand on augmente a ou b, l'expression

20 Parmi les nombres impairs de la forme aabficY
il n'y a que ceux qui admettent l'un des trois groupes
suivants de facteurs premiers

3, 5, 7,
3, 5, 11,

3, 5, i 3 ,

qui puissent être parfaits ou abondants.
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En effet, a, b, c doivent vérifier l'inégalité

Connue on a

(-;)•>;•

il faut, nécessairement, (ju'un des facteurs soit plus
petit (jue $, donc égal à 3. Soit a = 3 ; on aura, pour b
et c,

Or on a

L'un des (acteurs /> ou c doit donc être plus petit
([lie i i, donc égal à 5 ou 7. Soit b = 5, on devra avoir

4 / 1 \ . 3
> V <V 4

ce qui donne
c < i G ,

et c ne peut prendre que les valeurs 7, 11 ou i3 .
Si l'on prenait b = y, on trouverait qu'on doit avoir

c << 8, ce qui donneiait c = 5 et l'on retrouverait la
combinaison 3. 5, 7.

3" Si, en suivant la même marche, on cherchait à
déterminer toutes les combinaisons de 4 nombres pre-
miers impairs a, b, c, d, . . . \érifiant l'inégalité

ou trouverait un nombre limité mais considérable de
combinaisons possibles. Il en serait de même si l'on
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prenait un nombre plus grand de facteurs premiers
distincts.

4. THÉORÈME IV. — Tout nombre de la forme a*,
a étant premier, est déficient.

On a, en effet,

et l'on a, évidemment,

ou

ou encore

Car, a étant un nombre premier,

a g 2,
donc

a^1 ^2a*,
et, par suite,

«2+1 > '2a«-i.

CoiiOLLAiiiE. — / / 7z j ' « 7̂r/5 r/e nombre parfait n'ad-
mettant qu un facteur premier.

THÉORÈME V. — Tous les nombres parfaits ou abon-
dants de la forme aab$ sont pairs et, de plus :

i° Ceux qui sont parfaits sont de la forme

2/H"* — i étant premier absolu;

2° Ceux qui sont abondants sont de la forme

2" aa,

a étant premier absolu et au plus égal à 2"+ l — i.
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La première partie de cette proposition résulte d'une

Remarque faite plus haut ( 3 , A pp.).
Nous n'avons donc qu'à rechercher les nombres par-

faits ou abondants de la forme

Or
aa + 1 — i

<r( in a* ) = ( in+i — i) 9

et, pour que le nombre ne soit pas déficient, il faut
avoir

ou

Considérons, maintenant, le polynôme entier

Remarquons que ce polynôme, n'ayant que 2 varia-
tions, ne peut avoir au plus que 2 racines positives. Or,
ces 2 racines existent et sont faciles à séparer. L'une de
ces racines est d'abord, évidemment, x = 1, puisque

o ( i ) = o.

L'autre est comprise entre 2"+f — 1 et 2 / / + 1 .
On a, en effet,

La quantité entre crochets est positive 5 sauf dans le

cas où a =: i , où elle est nulle. On a donc

<pO"+* — 0 = 0.
D'ailleurs,

O ( 9/*-»-l ) — 2^ + 1 — I > O.

On en conclut que l'équation

9(.r) = o
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a une racine positive xf telle que

Puisque ®{x) ne s'annule que pour les deux valeurs
et a:', il en résulte que :
i° Le nombre ina* ne peut être parfait que si Ton a

et, comme a est un nombre entier el premier y ceci ne
peut arriver que si

x'' = in-*-1 — i et a = i.

Les seuls nombres parfaits, admettant 2 facteurs pre-
miers distincts, sont donc de la forme

où (2W+I — 1) est premier absolu.
i° Le nombre 2"<2a ne peut être abondant que si

a < a;'.

Comme a est un nombre entier ceci ne peut arriver
que si

THÉORÈME VI. — Tous les nombres parfaits pairs
sont compris dans la f or mule

ou (a / l + l — 1) est premier absolu.

Soit, en effet, 2nB un nombre pair, B étant un
nombre impair premier ou non.

in et B étant premiers entre eux, on a (2, 20)

ff(2»B) = <T(2«)ÎT(B) = (2" + J —i)<r(B).
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Pour que le nombre in B soit parfait, il faut donc

avoir

De cette égalité on conclut d'abord que 2fi+i — i doit
être premier. Car si 2"+1 — i admettait un diviseur
premier «, plus petit que lui, ce diviseur diviserait B
(car il ne peut diviser aw+l, qui est premier, avec
2 / /+ l — i). Le nombre 2n\] admettrait, alors, le divi-
seur 2" a, qui est abondant, d'après le théorème V, et
2" B serait lui-même abondant, d'après le théorème II.
(2" + 1 — i), élant premier, divise B. Le nombre a"B
admet, alors, le dhiseur 2" ( 2"+ 1— i) qui est parfait,
d après le théorème V. Par suite, le nombre 2"B est
égal à son diviseur 2"(2"+ 1— i), car, d'après le théo-
rème II et son corollaire, un nombre parfait ne peut
admettre d'autre diviseur parfait que lui-même.

5. RLSUMI':. — De ce qui précède il résulte que la
formule

où (2/H~' — i) est premier, comprend tous les nombres
parfaits pairs et tous ceux qui admettent moins de
trois facteurs premiers distincts.

S'il existe donc des nombres parfaits non compris
dans cette formule, ces nombres sont, nécessairement,
impairs et admettent au moins trois facteurs premiers
distincts.

Jusqu'ici, on n'a pas trouvé d'exemple de nombre
parfait impair. JNOUS allons encore montrer qu'il ne
peut pas exister de nombre parfait de la forme

II faudra donc chercher les nombres parfaits impairs,



s'il en existe, parmi les nombres admettant au moins
quatre facteurs premiers distincts (*).

6. THÉORÈME VII. — Tous les nombres parfaits im-
pairs, s'il en existe, sont de la for tue

où f\l\ H- i désigne un nombre premier et A un nombre
non divisible par \k -\- i (-).

Soit, en effet, a^biïiï . . . un nombre parfait impair,
on devra avoir

Je premier membre étant simplement pair, un seul des
facteurs o"(<7a), cr(bfi j , . . . doit être pair. Supposons que
ce soit le premier, on devra avoir

a (a*) = i -h a -+- a2-h. . .-+- a*— mult. de i ;

a étant impair, ceci nécessite d'abord que a soit impair

a = 2a'+ i,
et l'on aura

j ( a a ) = (a -f- i)(a~*'-±- a'ly-'~2-t-. . .-•- «2-f-i).

Mais, o"(aa) devant être simplement pair, a + i doit
èti e simplement pair et le second facteur impair, ce qui
entraîne

a = 4 k -f- i , a' = 2 [JL, a = 4 }* -+- i •

D'ailleurs, tous les autres facteurs o"(iP), 0"(cT), . . .

(') Cette proposition se trouve énoncée comme exemple (n° 229r

Exemple VII) dans la Théorie des nombres CTÉDOUARD LUCAS.
(2) Cette proposition a été énoncée par LIOXNET dans les Nouvelles

Annales de Mathématiques (1879, p. 3o6) et démontrée par LUCAS
d a n s sa Théorie des nombres ( t . I ) .
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doivent être impairs, ce qui nécessite que les exposants
p, y, » . . soient pairs. Le produit iP cY . . . est donc un
carré parfait A2 et le nombre est de la forme annoncée.

Remarque. — 11 résulte de là que si un nombre par-
fait impair admet un facteur premier qui n'est pas de
la forme ^k -f- i , l'exposant de ce facteur est nécessai-
rement pair.

THÉORÈME VIII. — II n'existe aucun nombre parfait
de la forme aa b$ cY, a, b, c étant premiers.

D'après la remarque faite au n° 3 (Application), il ne
peut y avoir que les nombres admettant l'un des trois
groupes

3, 5, 7,
3, 5, i i ,

3, 5, i 3

comme facteurs premiers, qui puissent être parfaits.
i° Prenons le groupe 3, 5, ^. Nous remarquerons,

d'abord, que le nombre 3 3 x 5 > < 7 est abondant ( ' ) .
11 suffit de le \érifier. Si donc un nombre parfait admet
les diviseurs 3, 5 et 7, il contient le facteur 3 à un ex-
posant inférieur à 3 ; car, sans cela, il serait divisible
par le nombre abondant 33 X 0 X 7 et serait abondant.

D'ailleurs, d'après la remarque précédente, il devrait
contenir 3 à une puissance paire et, par suite, con-

(x) Je relève, en passant, une faute d'impression dans la Théorie
des nombres CI'EDOUAKD LUCAS : on trouve dans le tome I, p. 38o,
l'exemple Y qui propose de démontrer que

33 x J x 79

est le plus petit des nombres abondants impairs.
11 faut* é\idcniincnt, lire

3" x ) X * .
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tiendrait 3 à la puissance 2. Mais, alors, il serait divi-
sible par

*<3*) = i3 ,

ce qui n'est pas possible, s'il n'a que les trois facteurs
3, 5 et 7.

Ceci nous prouve, en passant, quV/ ne peut exister
aucun nombre parfait admettant à la fois les facteurs
premiers 3,5 et 7. Car, d'après ce qui précède, ce nombre
admettrait encore le facteur i3 , par suite, serait divi-
sible par

32 x 5 x 7 x 13,

qui est un nombre abondant, comme il est facile de le
vérifier.

20 Considérons le groupe 3, 5, 11. Nous remarque-
rons encore que le nombre 3 3 X 5 2 X 11 est abondant.
On voit d'abord qu'un nombre parfait, admettant seu-
lement les facteurs 3, 5 et 11, ne peut admettre le fac-
teur 5 à une puissance supérieure à 2; car, alors, il
devrait admettre le facteur 3 à la puissance 2 (pour ne
pas être divisible par le nombre abondant 33 x 5 2 X i 1)
et serait divisible par s"(32) = i3 .

Le nombre cherché, s'il existe, ne peut donc être que
de la forme

5 X 32 ax n2P (en vertu du th. VU)

et l'on devrait avoir l'égalité

i*X 5 2 x 3 ^ - 1 x i i 2 h i = ( 3 2 ^ - i ) (u 2 , 3+ i— t).

Or, cette égalité est impossible: car, le premier
membre étant divisible par 3, il faudrait que (1 î-P*1— 1)
soit divisible par 3. Ceci n'est pas, car la plus petite
puissance de 1 1, qui donne 1 pour reste de division par
3, est 112 et, par suite, d'après la loi de périodicité
des restes des divisions des puissances d'uu nombre par
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un diviseur premier avec lui, il n'y a que des puissances

paires de i i qui donnent i pour reste de division par 3.

3° Prenons, enfin, le dernier groupe 3, 5, i3. D'abord,

d'après la remarque qui suit le théorème VII, 3 devra

figurer avec un exposant pair. Le nombre parfait, s'il

existe, est donc de la forme

et Ton devrait avoir l'égalité

i 3 ï= (32a-Hi_r)(5P+i_I)(13Y+i —i).

5 ne peut pas diviser le facteur (3 2 a + i — i). caria plus

petite puissance de 3, qui donne î pour resle de divi-

sion par 5, est 3''; une puissance impaire de 3 ne peut

donc donner i pour reste de division par 5. Le facteur 5,

qui ligure dans le premier membre, devrait donc di-

viser (ioï+i — î). Or, la plus petite puissance de i3, qui

donne i pour reste de division par 5, est I3 / J . Le second

membre de l'égalité devrait être divisible par

i > '* — i — 2'* x > x 3 x 7 x 17,

ce qui est impossible, puisque les facteurs ~ et 17 ne ii-
gurent pas dans le premier membre.

Ceci nous montre, en passant, qu'//// nombre parfait,

qui admet les facteurs 3 et 5, ne peut admettre le

facteur i3 à une puissance impaire', car, sans cela, il

admettrait le facteur 'j qui divise i3 2 — 1 et, par suite,

admettrait, à la fois, les i acteurs 3, 5 et - , ce qui n'est

pas possible.

7. La recherche des nombres parfaits impairs est donc

circonscrite à celle des nombres impairs admettant, au

moins* quatre facteurs premiers distincts. Cette re-



clierelie peul eneoie être restreinte, lorsqu'on connaît
des nombres a bon dan Is.

Ainsi, nous avons déjà vu qu'un nombre parfait ne
peut admettre à la fois les facteurs premiers 3, 5 et 7.
En remarquant que les nombres :

3J x > x 11 x i3,

3 2 x 5 x 11 x 17,

32 x > x 1 F2 x iQ2

sont abondants; on en conclut, immédiatement, qu'un
nombre parfait impair n? peut admettre à la fois les
facteurs

3 , ">, 1 1 , 13

ou
3, 5, 11, 17

ou encore
3 , ">, 1 1 , 19

Le nombie
17 x >2 x 32 x i32

étant abondant, et un nombre parfait ne pouvant ad-
mettre le facteur J3 qu'à une puissance paire, un
nombre pai fait ne peut admettre les facteurs 5, 3, i3
et i j , sans que 5 soit à la puissance 1 et 1- à une
puissance pain1.

On pourrait multiplier les exemples de cette nature.
De ce qui précède, il résulte, évidemment, que tout

nombre parfait impair est certainement plus grand que
le nombre

5 x 32 x i32 x 172 = 21978 p ;

on \oit, par suite, que, s'il existe des nombres parfaits
impairs, ces nombres sont très grands.

On peut assurer que, dans les deux premiers millions
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de nombres entiers, il n'y a pas d'autres nombres par-
faits que les nombres pairs.

Ceci suffit à montrer la difficulté qu'il peut y avoir à
trouver des nombres parfaits impairs, s'il en existe.


