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[L'40b, L'10c]
SUR LES CORDES NORMALES DE LA PARABOLE;
Par M. M. p’OCAGNE.

1. Soit M, M, une corde d’une parabole que nous
supposons normale en M; a cette courbe. Proposons-
nous d’abord de voir comment les coordonnées x, et y,
du point, M, sont liées aux coordonnées x, et y, du
point M,.
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La parabole étant supposée rapportée a son axe et a
sa langente au sommet, on a

) >} =2pxy,
(2) Y3 =2pxy."

Le point (x,, y») étant sur la normale en (2, y,),
on a, en outre,

(3) P(Y2—r1)+yi(z2—z1)=o0.

Eliminant x et x, entre ces trois équations, on a

O =D +pn—yi=o,
ou, cn supprimant la solution y,— y, = o qui donne

le point M,
Ju _
(y2+y,)zp “+p=o,

d’ou

2 4 op?
($) .72:“&%?
ou, eu égard a (1),
(i },ZZ_ZL({L‘*;P_),

Y1
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Cette derniére équation peut s’écrire

ity
2p 1

ou, en vertu de (2),

d’ou, cn remplacant y, par sa valeur tirée de (4'),

_2p(x+p)?
) S
ou, eu égard a (1),

5) G 2

Ty

2. Calculons maintenant ’angle § que font les tan-
gentes en M, et en M, a la parabole. Ces tangentes fai-
sant avec I'axc de la courbe des angles dont les tan-
gentes sont respcctivement f— et y£ »on a

1 2

L _ P
Y1 e _ Pe—y1),
r? Y2+ p?

Y1J)2
Or, la formule (4') donne

tangl =

1+

2p(r1+p) __2pritapi i
—_———— Ly =—

ST I= 2 2

ou, eu dgard a (1),

ap(2x1+p)

Ye—JY1=— 71

et >
Yiyar+p:=—o2p(x+p)+ p*=—p(2xi+p).
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Done

22n
(6) tang = 2r,
Ji
Remarquons qu’en vertu de (1) cette formule peut
s’écrire

(6") tangf = 2,

xy
ce qui montre que ’angle des tangentes en M, et M, &
la parabole est égal & l'inclinaison sur I’axe de la

droite qui joint le point M, au sommet.

3. Cherchons la longueur / de la corde M, M,. Nous

avons

l=\(xy—x9)2+ (y1— y2)?,

ou, en vertu des formules (4) et (3'),

N 272 2 « 272
,:V[,,_MJ +[yl+r_1+_wJ
Z) J1

_ \/p”(2.1'1+/')2 L riepr
xr3 Ji

ou, en tenant comple de (1),

% %2 0T+ —
lz(zm-i—l’)\/% + 1_/1 = ;—lp»/lf’*ﬁ’i,

ou encore

/= (1>2+y‘i’>%.
Py
Sil’on rapproche cette formule de ’expression connue
du rayon de courbure R en M,
:'i
R= (P2

9

p?
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on arrive a cetle curieuse relation

(8)

R =
(T p

Le rapport du rayon de courbure en M, & la corde
normale correspondant a ce point est égal au rapport

de Uabscisse du point My au paramétre.

4. A titre d’applications des formules précédentes,
nous allons traiter divers problémes de mininum rela-
Lifs aux cordes normales de la parabole. D'abord celui-ci:

Trouver la corde normale de longueur minimum ?

Sila normale en M, ala parabole coupe en D la per-
pendiculaire élevée a My M, par le centre de courbure C,
c’est-a-dire la normale a la développée, on a, d’aprés
une formule connue, en appelant ¢ 'angle de contin-

gence en My,
dl = CD.z.

Pour la corde minimum, on doit done avoir

D = o.

Or, la normale en M, ne pouvant coincider avece la
normale M; M, en My, CD ne peut étre nul que si le
point C coincide avec le point M, (), ¢’est-a-dire si
R =/. La formule (8) donne, dés lors,

ry=p.

Le point M, correspondant a pour abscisse le para-

(') Cette propriété est, on le voit, absolument générale. Elle peut
s’énoncer ainsi : Si la normale en M, @ une courbe quelconque ren-
contre, en oultre, cette courbe au point M,, le segment M, M, est
minimum sile point M, est un des points de rencontre de la courbe
et de sa developpée.
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meétre. Autrement dit : Le point M, se trouve sur la
perpendiculaire a l'axe menée parle centre de cour—
bure répondant au sommet.

5. Résolvons maintenant cet autre probléme :

Trouver la corde normale qui détache sur la para-
bole ’arc de longueur minimum ?

En appelant do la différentielle de cet arc, ds, et ds,
les différentielles des ares comptés d’'une origine quel-
conque aux points My et My, on a

de = ds;— ds,
=(M,C— M,D)z.

Done, pour I'are minimum, on doit avoir
M, C = M,D,

ou, puisque 'angle CM,D est égal a I'angle M, TM,,

on B, comme ayant ses ¢6tés perpendiculaires
) ) )

I —R
R= —-,
. A cos0
cest-a-dire
l—-—l%ﬁ = cosf,

Tirvant la valeur de i—;—n de la formule (8), celle de

cosh de la formule (6), on a

P—T N
Xy ‘/4[’2—‘_)’?‘

ou, en tenant compte de (1),

(p—x1) Ty
r? 2p 4
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Toutes réductions faites, cette équation devient

. 3ri—ap=o,
d’ou
2
&y = 3p-

Le point M, correspondant a pour abscisse les 3 du
paramétre.

La formule (1) donne

_2p,
Ji V3
puis la formule (6)
tang 0 = /3.

Dans ce cas, 'angle § est égal &4 60°. On peut donc
dire, puisque U'angle M, M, T, sous lequel la corde M, M,
coupe la parabole en M,, estle complément de 6, que la
corde normale détachant sur la parabole ’arc de lon-
gueur minimum rencontre la courbe sous un angle
de 30°.

En vertu de la remarque qui termine le n° 2, on voit
aussi que, dans ce cas, la droite joignant le point M,
au sommet esl inclinée & 60° sur [’axe.

6. Occupons-nous enfin de ce probléme :

Trouver la corde normale qui détermine, avec la
parabole, le segment d’aire minimum.
/ ’ £

Si X est cette aire, on a, en appelant M| M] la corde
normale infiniment voisine, qui passe (aux infiniment
petits d’ordre supérieur prés) par le centre de cour-
bure C,

dS = aireM; My G — aire M} M5, C

. = c(eV] —awj)e.
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Donc, pour le segment d’aire minimum,
CM, = CM,,

ou
! =2R.

Dés lors, la formule (8) donne
ry = E,
2

¢ce qui montre que le point M, est sur la perpendicu-
laire menée & l'axe par le foyer.

Nous retrouvons ainsi un théoréme que nous avons,
dans une précédente Note ('), obtenu par une tout
aulre voie. ’



