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[F8f]
SUR UNE APPLIGATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES:
Par M. X. STOUFF.

Professcur a la IFaculté des Sciences de Besancon,

Dans un ellipsoide a trois axes inégaux, représenté
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on suppose que

(2) 202 = a?+ c2,

on demande de trouver les lignes de cette surface qui,
en chacun de leurs points, sont tangentes aux diago-
nales du rectangle des axes de Uindicatrice de ce
point.

En désignant par X et u les deux racines, différentes de
S } h bl
zéro, de 1I'équation
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les lignes asymptotiques de ’ellipsoide ont pour équa-
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tion ditférentielle

dh _ + dp.
Viat+=2)(02+2)(c2+ 1) (@ + ) (b2+ ) (2 + )

B étant I'angle (imaginaire) que fait 'une de ces lignes
asymptotiques avec une ligne de courbure, w I'angle que
fait une diagonale du rectangle des axes de I'indicatrice
avec la méme ligne de courbure, on a

tangw === tang,

et I'équation différentielle des lignes cherchées est, par
suite,

d _ *=idp
V(ai=0)(02+h)(c2+L) V(a4 u)(b2-=u)(c2+ )
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Nous pouvons poser

b2 X =(b2— a?)snu, b2 4 u =(a2— b2?)sn2y,
a4+ X =(a*— b?)cn?u, a?—+p=(a*— b?)dniy,

24 A =(c%*—b?)dn2u, 2+ =(c2 — b2)cn2e.

En effet, les fonclions su, cn, dn ainsi définies vé-
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rifient les relations fondamentales en prenant pour mo-
dule k =i. L’équation (4) devient alors
du == dv,
,
d’on
uto=

« étant une constante

f dsnu dsn¢
W= P (U —— .
Yi—snbu Vi—snbe

On sait, d’aprés le Calcul intégral de Bertrand
(p- 569) que la relation précédente équivaut a
(5) sn2u-—sn?2v-+msntusn?o=m —2snusngsnpyy 1 —m?.

On déduit aisément de (3) les équations en coordonnées
reclilignes des courbes cherchées, d’aprés les relations
faciles a vérifier

, r—p
= sn2y +sn2p = ——F—.
b’ b2—a?

SR SNy =

D’aprés (3), en tenant compte de (2) et en posant

e 2= Y

A= \/< a2+r) +‘y2(a2;c‘.’)~z’

(9) devient alors
[ e @\ (af—c?)?
2
(6) « . x[m-‘zf—-——zz(\/x——mz—s—y)—m]

x[m%;-—*—i)——(y/l—mﬁ—x)—m]

on a

L’équation (6) représente une surface de révolution :
son secopd membre est le produit de quatre facteurs
lindaires réels, et peut se mettre sous une forme remar-
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quable et avantageuse pour la discussion. En posant

m=sing, % = tangh, le second membre de (6) devient
(a_?—f_?)f sino <tangﬂ — tang%) [tang() — tang <-} —+ -})]

> [tang@ — tang(% -+ Z)] [Langﬁ - tang(% —+ %)]’

et, & Paide d’identités trigonométriques élémentaires,

(a*—c?)? singpsin(p — 46)
1 cost

(6) donne alors

9 R T Y
a?—+ c? + a?— c? \/5|n<9 sm(\s—/;ﬁ),
2% 2 cos20

(7) =

Il est naturel de chercher a exprimer x, y, z en fonc-
tion de 6. Par un calcul facile et ne présentant pas de
circonstances remarquables, on trouve

r? coszﬂ—&—‘/sinqsin(cp—-40)
ar 20520 ’
32 cosq()——;/sin?sin(@—/;e).
ct 2c0520 ’

xr? z2 . ) . .
— el = sont donc racines d’une équation du sccond
a-= c=

degré

cos?(26 + o) —0

(8) 72 cos*0 — Z cos»20 cos20 +
On ne devra donner & § que des valeurs qui rendent
réelles les racines de cette équation et toutes deux com-
prises entre o et 1. On voit de suite que les conditions
relatives aux résultats de substitution et i la demi-
somme sont toujours remplies. Donc il suffit que

sing sin(o — 46)2 o.
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i: devant étre compris entre — 1 ¢l + 1, on devra avoir

aussi
—i1Ztangf <.

I’angle ¢ variant de o a4 27 on aura deux cas & distin-

. . Q
guer. Si o est moindre que =, § devra varier de i

4
\ . , oo N . © ks
a % Si © est supérieur a =, on fera varier § de? ‘—2
) 3r
a g —+ T Cela donnera dans les deux cas toute la

courbe. Pour © = o, on obtient les scctions cycliques
dela surface. Les autres courbes sont fermées, analogues
aux sections cycliques et admettent les plans cycliques

comme plans diamétraux.



