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[B3d] SUR LES FONGTIONS ENTIERES ;

Par M. H. LAURENT,
Examinateur d’admission a 'Ecole Polytechnique.

Dans la quatriéme Partie de mon Algebre, j'ai fait
connaitre une classe intéressante de polynomes et j’ai
montré leur importance dans la théorie de I’élimination.
Je vais montrer qu’ils peuvent servir a calculer les so-
lutions communes & plusieurs équations algébriques.

Désignons par fi, fa. «.., fn des polynomes entiers

de degré m en &y, xa, ..., ., solent
1 =2 n

211y %21y eeen Yny,

Ligs  Fape ceen Xnys

les w = m" solutions, supposées finics ct distinctes, des
¢quations

fi=o, Sa=o, = 0:
désignons, une fois pour toutes, par G; ou par H;; ce
que devient G ou H; quand on remplace xy, 2y, ...,
par oy, 2., . .. dans G ou dans H,.

Les fonctions fi, fu. ... peuvent se mettre sous les
formes
fl:(.7'1——1][)P(‘“—‘-(J'g“—lg[)l)!_,' e

fr=(r1—a) QY+ (22— a2:)Qy .. ..

ct cela d'une infinité de maniéres, les P, Q, ... dési-
gnant des polynomes entiers; j’ai posé
RS SR
Eiz'b—’ Qi Qi ... Sl
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. ’ . ()(fiy/.2"-'$fn) )
ssignant le détermipant —L1222 2 DI e ['on peut
Ddesg ()(-7'1,1‘_‘_,...,-2'")’ P

supposer quce D, El ne C]la"ge pas qua“d on Permute Xy
et 2y Xo el Yojy oae

J'ai montré que :1°

P . .
,1”1‘22“"-v-""-:p.—'v

2° QDue si ¥ était de degré inférieur & m, on avail
F=F§+Fh .- FU,E;J.;

3% Que &, était nul avec les f, excepté pour x, = 2,
Ly= %y, .. €l qu’alors il était égal a 1.

Les fonctions £ sont susceptibles de prendre une
forme remarquable ¢t qui les rend particuliérement
utiles.

Désignons par 2,, 2., ..., 9 des polynomes entiers
en xr, ... .x,de degré m; on pourra poser

op( ity ooy ) — 5 (R, Ry ey %)
= (T “l/)?/l:_*‘"r'z—iﬂi)?/zf"':

et cela de bien des maniéres, les 2 désignant des poly-
nomes enltiers. Je poserai

wl o2 n

1 9 @1 {
ml_,1.. .. oo 0.
1 - 2 .n,

‘c?u %n Ca

» 1 v " 3 e M A} e 1 ’ /l » 1e3 » 53 »
¢t je supposerai, ce qui est permis, les ), choisis de tellc
sorte que ®, ne change pas quand on permute, a la
fols, ury ¢l 2,y s CU Za,.

Je considere alors le déterminant symétrique

Wy W2 - Wy
Wy Wr .. Wey =1,

[
|
|
|

|

' oo e |

[T est une fonction symétrique des solutions de (1); c’est
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une fonction entiére des cocfficients des f qui s’annule
en méme temps que Dy D,...Dy, qui est une fonction
entiére des coefficients des f. Donc II est divisible par
D,D,...Dy, mais I et D,D,...D, étaut de mémes
degrés, on a

M=D,D,...D..C,

C désignant une quantité indépendante des o;;. On peut
done, si 'on veut, pour déterminer C, prendre pour les
%;j, les solutions de

(=) 01 =0, G2 = 0, cey Yp = 0.

Mais alors, en posant

_ Q(?l~?2, ceey Pu)

T

Gy, Ty oo ey Tp)

W™, . \ . . .
_\—f devient égal 4 la fonction &; rclative aux fonctions
{

et 'on a 2% — o ou 1, suivant quei=jouqueiZj,en
A, ? <
sorte que
=2, 30,0008y,
et on a
Apy Aae oAy

_ e,
I)Ia l')i’ sty L)y

et comme D ne différe de A que par une constante, C
est lui-méme constant ct indépendant des 3.

. W; - . c s, .
Les fonctions Di jouissent des propriétés suivantes :
i

elles sont, comme les &;, lindairement indépendantes, au

moins cn général, car elles se réduisent aux § dans le

cas particulier on 9, =/}, 92 =/f3, .... 5i 'on désigne

par G un polynome entier et par G, sa valeur pour

Ly == Lyiy L2==%Ljy oo+,
Gy

G o .
=W Wbk o By = F

D, D, Uu
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sera un polynome de degré égal au degré de G, pourvu
que le degré de G ne dépasse pas m—1, et a chaque
forme de G correspondra une forme différente de F,

. W « . . , .
puisque les 5= sont linéairement indépendants. Or, si
I3
‘on pose
Fon |

P op oP
E'—P[’ p,—-—USI;&: +m20;ﬂl; ey

on aura
= b mp + Bawpa .+ Eu Ty

G,
multiplions ces formules par

D7 ps *+er el ajoutons-
D2

les; nous aurons

=T 5+ Folya- e+ Fyk,

les £ sont donce indépendants des coellicients des 05 sup-
posons o, de degré m. Posons

F;désignant la valeur de I' pour oy = 24, 22 = 2,

v "l i i{

©o o1 Doz - Don
4 i i

0;=| P11 Q11 9ie Cin
" i i i

| @0 Zhy Qw2 -+ @an

%y, étant détini comme 2} ;. On aura
hi=mico+m o1+, .+ w0,

les m'l.’” étant des fonclions analogues aux w;. On aura

évidemment
0i=oy(my 5 -k + \-‘—Ul(mix)ttﬂ- D+

c’est-a-dire, en appelant §;; 1a valeur de §; pour x, =z, ,
.T-_.::'.gj, “e e

»

‘ 0= 50004 5200+ ..+ EuOyy,

(3) } D=1 0ay+ EaOaa+. o= EuBay,
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Il est facile de conclure de la que

9:2‘_4‘0“,02,. ""OEHL

est le premier membre de la résultante de

Q)= 01 =...= 0, =0.

En effet, si dans (7) on remplace les x par les solu-
tions de 9, =10, 92=0, .... 9, =o0 et si 'on désigne
par 9{ la valeur de 9; quand x,, a3, ... sont 'une des
solutions des équations en question, les équations (3)
montrent que

) S01,03....,00=0X.
X désignant le déterminant £ =&}, 2, ... &%, on Eidé-

signe la valeur que prend & pour une solution de
0y =0, ... 9,=0; mais T=0}, 62, ... est égal a
Pois T2y + - -y Pop, H, H désignant un certain facteur
indépendant de ¢o. Si dans (4) on suppose g,=1, elle
devient

(%) H=10X;

de (4) et de (5) on tire

3]
Qo1y P02y -+ oy Pop = o’

et comme II est indépendant de 9, ©® = o est la résul-
tante des équations (3), ce que I'on savait.

Les équations (3) ou 6, = 0,=...= o0 se réduisent
a w—1 distinctes quand ® = o; en leur adjoignant

1=+ 8+ .+ Ey,

elles déterminent £, &, ... pour la solution commune
et une fonction de degré m —1 au plus G (xy, X2y .. .)
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de cette solution sera donnée par la formule
G = G]§_|+ GQEQ—}—. e Gp E!l

Discussion. — Si O est nul ainsi que ses mineurs
d'ordre p, les équations (3) sc réduisent a w—p —1
distinctes seulement; les & d’une solution ne sont
plus déterminés; cela tient a ce que les équations
LyTm Yy =...=oont p+1 solutions communes; on
trouvera, par exemple, les oy de ces solutions cn posant

PV g P 141 L

Tt = oyt e, coe=alt ey,

. — 14

ryo=apfy —o oy pty,
— ro.

1 = 5 ...+

on éliminera les & entre les équations auxquelles se
réduisent (3) (ou l'on fera §,="0,=...=0) et les
¢quations précédentes, ctI'on aura une équation du degré
P 1 pour déterminer les diverses valeurs de .

Eu particulier, si tous les 0;; étaient nuls, les équa-

Lions Cu=9;=...=0 auraient p. solutions communes.
Fn résumé, la condition nécessaire et suffisante pour
que les équations en question aient p 41 solutions
communes est que les
ore

soient tous nuls. Ces conditions, hien entendu, ne sont
pas toutes distinctes.

Jai déja monuré (loc. cit.) que I'on pouvait lire, sur
I'équation © = o, les principales propriétés de la résul-
lante; je ne reviendrai done pas ici sur ce point.

Les raisonnements qui précédent manquent peut étre

de rigueur, mais les résultats sont trés probablement
exacts.



