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SUR LE NOMBRE DES PÉRIODES DUNE FONCTION UNIFORME;
PAR M. A. ASTOR,

Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble.

On connaît cet important théorème de Jacobi qu'une
fonction uniforme d'une variable z ne peut avoir deux
périodes dont le rapport soit réel ni plus de deux pé-
riodes dont le rapport soit imaginaire. On démontre ce
théorème en s'appuyant sur le lemme suivant, où il
n'est question que de fonctions homogènes à coefficients
réels :

Si Von considère une fonction linéaire de deux
variables on deux fonctions linéaires de trois varia-



bles, on peut toujours trouver pour les variables des
valeurs entières ne s1 annulant pas en même temps et
telles que, pour ces valeurs des variables, les f onctions
considérées soient en valeur absolue inférieures à une
quantité donnée quelconque, si petite qu'elle soit.

Ce leintnc est un cas particulier de la proposition
suivante, que nous allons démontrer :

Etant données n — i fonctions linéaires de n varia-
bles xK, x2, ..., xn^ on peut rendre séparément chaque
fonction inférieure en valeur absolue à une quantité
quelconque donnée par des systèmes de valeurs en-
tières des xmriables ne s1 annulant pas toutes en même
temps.

La proposition est bien connue dans le cas de dcuv
variables, et, au surplus, la méthode que nous allons
employer la démontre implicitement dans ce cas. Sup-
posons-la donc vraie pour n — 2 fonctions au plus de
n — 1 variables; il suffit de montrer qu'elle est encore
vraie pour n — 1 fonctions de n variables.

Soient

X, = aUi xi •+-ai^xt -h...-+- alynûrn,

les n — 1 fonctions linéaires; désignons, comme on le
fait souvent, la valeur absolue d'une lettre par cette
lettre placée entre parenthèses ; nous voulons démontrer
qu'on peut avoir, p variant de 1 à n

pour des valeurs entières, non nulles en même temps,
des variables, pétant une quantité positive aussi petite
que l'on voudra.



Considérons, à cet eflet, la fonction quadratique

Il nous suffira de montrer qu'on peut avoir, pour une
pareille substitution,

Remarquant que f doit contenir les carrés de toutes
los variables, sans quoi il n'en entrerait pas n dans les
n — i fonctions X, nous pourrons décomposer f en
carrés par la méthode de Lagrange sous la forme

Yj contenant xK qui n'entre pas dans Y2, Y3, .. ., Y / ; - l ,
et tous les carrés étant positifs. Dès lors, Y2, . . . , Yn_t

forment un système de n — 2 fonctions linéaires au plus
de n — 1 variables ; et nous pouvons, d'après l'hypo-
thèse, les rendre séparément aussi petites que nous
voudrons pour des valeurs entières, non nulles en même
temps, dex2 , #3, . . . , xn, et remarquons que, si quel-
ques-unes de ces variables n'entraient pas dans Y2,
Y3, . . . , Y/2_4, auquel cas elles resteraient indéterminées,
eiles entreraient forcément dans Y<.

Supposons donc, q variant de 2 à n,

\ étant un nombre entier tel, que l'on ait

Si nous considérons les substitutions correspondantes
et si nous multiplions tous les nombres entiers qui la
composent par un même entier k positif, mais du reste
indéterminé, la substitution de ces nouveaux nombres



donnera évidemment l'inégalité

D'autre part, Y< prend la forme A1x1-f-A2A, ou
Aj (o^ -+- A/'), en posant

ce qu'on peut toujours faire, puisque A< n'est pas nul,
et nous pouvons de plus Je supposer positif.

Il suffit de démontrer que Ton peut avoir

car alors, quel que soit p de i à n — i, on aura

et, par suite,

La démonstration n'a d'intérêt que lorsque A est in-
commensurable; car, dans le cas contraire, on pourrait
annuler Y,. Développons alors (A) en fraction con-
tinue; cette dernière sera indéfinie, et nous aurons

< 7 2 -

Examinons d'abord le cas où a2 serait supérieur à N.
Écrivons alors, en désignant par la lettre e affectée d'un
indice, une quantité comprise entre — i et -f- i

a2

— devient



si nous faisons £ = F , .r, = =p <?,, l'expression précé-
dente se réduit à

et elle sera inférieure en valeur absolue à

pourvu que N soit suffisamment grand, puisque a2 !> N.
Il suffirait même que a2 fût dans un rapport fini avec N.

Quant à ^ il devient ^ et Ton a déjà

Le cas précédent écarté, nous pouvons mettre (A)
sous l'une des formes suivantes

tfi-i ; — H — > — H —> • • . ,
a i a2 (l2Ç3 Ç 3 ^3^4

£ « . ^ £ ^ _

Remplaçant (A) par la dernière de ces expressions
dans jr, -f- A/r, nous obtenons

Faisant /r = ^a, JT̂  = z p p a , cette quantité se réduit à

Or, ^ra+1 >> ̂ a, et ces nombres croissent indéfini-
ment.

Il viendra donc un moment où, qa étant inférieur à N,
Va+i lui sera supérieur, à moins que a2 ne soit déjà
plus grand que N, auquel cas la proposition est déjà



démontrée; dès lors on aura

et il suffira que ^soit inférieur à ' puisque déjà-^

lui est inférieur. La chose étant toujours possible, la
proposition est démontrée dans toute sa généralité.

Comme conséquence on voit que toute fonction qua-
dratique réelle et homogène, dont le hessien est nul,
peut être rendue aussi petite que Ton veut pour des
valeurs entières des variables.


