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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Questions 1638 et 1639.
(1892, p 30°, 31%)

1638. On considére un cercle fixze C et un faisceaw de
cardioides ayant toutes méme axe de symétrie et méme
point de rebroussement O. La somme des inverses des
rayons vecteurs joignant le point O aux points d’inter-
section du cercle avec une des cardioides est constante.

1639. On considére un cardioide et une point fixe P dans
son plan. Un cercle quelconque ayant son centre en P ren-
contre la cardioide en huit points. La somme des longucurs
des rayons vecteurs joignant ces huit points au point de
rebroussement de la cardioide est constante.

(E.-N. BARISIEN.)
SOLUTION
Par M. ErNest Fotcanrt.
Soient
o= R(1+ cosw),”

.7'2_1_]‘2_2(1‘1‘___21)],_*_ R/a — 0
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les équatiens d’une cardioide et d'un cercle G de centre P(a, b).
On a

e—R

. 52
Z=peosw=p—p—> y:psinw:ol/£‘

! R

Portant ces valeurs dans Péquation de la circonférence, on a,
pour déterminer les points communs aux deux courbes autres
que les points cycliques, 'équation

PR Ly, VeeR—et e,

n2 ———
pt—aap 2 R

Développant et ordonnant par rapport a g, il vient

(R—2a)p+4b2]o"+ jR{a(R —2a)—202]p3
+—2R[2a?R + R2(R —2a)]|o2+ jaR2R2p + R2R2 = 0

la considération de cette équation donne la proposition du nu-
méro 1638 ou celle du numéro 1639, suivant qu'on y regarde R
ou R comme variable.

Il eat été préférable, dans la question 1639, de ne considérer
que les quatre points communs autres que les points eycliques.

Question 1644.

{1892, p. ')

St un cercle a pour centre un point d’une hyperbole
équilatire et passe par le symélrique de ce point par rap-
port au centre de "hyperbole, il coupe celte courbe en
trois autres points quisont les sommets d’un triangle équi-
latéral. (LEMAIRE.)

SOLUTION
Par M. Er~NesT ForcAnrr.
Soient

2—y2—at=o

I'équation de Phyperbole ct aséco, atango les coordonnées
du point considéré. Transportons en ce point les axes de coor-
données parallelement & eux-mémes ; hyperbole et le cercle
ont alors pour équations
A\
e yraevarsics —2aytlangs = o.

2t in2s)séclo =
T4y ja’ (1 +sin?z)sée?s = o.
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L’équation aux coefficients angulaires des droites joignant
l'origine aux points communs a ces deux courbes est

m*+2singm3—3 (1 + sin?9)m?+ 2singm —sinZo = o,
. . . ,
ct, supprimant la droite qui passe par le centre de I'hyperbole,
m3 43 sinem?— 3m —sing = o.

Cette équation définit les coefficients angulaires de droites
el
faisant entre elles des angles de 60°, car si 'on pose

tangw = — sing,
et

tang - = m,

wl €

on a la relation connue
. 3m—m3
— SN = —————
! 1—3m:?

¢quivalente a I'équation éerite.

Question 1644.

(1592, p. %1*.)

Siaest 'angle sous lequel une normale & une parabole
coupe l'axe de celle parabole, B 'angle sous lequel elle
coupe la courbe en son second point de rencontre avec
celle-ci, on a tangz = 2tang 3. (On demande unc solution
géométrique.) (D'Ocr6agk.)

SOLUTION

Par M. Erxesr Foucarr.

Soient A, le pied de la normale AB; C, le pole de AB; F, le
milicu de AB; D et E, les points de rencontre de 'axe avec AB
et AC. On a

AE = AD tangx,
AC = ABtang§B,

d’ou, en tenant compte du parallélisme de FC ct DL,

ADtangx AE _ AD
ABtangp ~ AC ~— AF’
el comme
AB = "L.AF,

tangx = 2 tang 3.
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Question 1645.
(1892, p. %2%.)

On considére une lemniscate de Bernoulli (L) dont le
point double est en O et ’un des sommets en A.

On considére aussi Uhyperbole équilatére (H) ayant un
de ses sommets au milieu de OA et pour asymptotes les tan-
gentes au point double de la lemniscate.

Montrer que le cercle qui a son centre en un point quel-
conque C de (1) et qui passe par O est tangent a la lem-
niscate (L) en un point K tel que OA est bissectrice des

droites OC et OK. (E.-N. BARISIEN.)
SOLUTION
Par M. ErNest FoucarT.
Soient
(L) (r2+ y2)2— ja(xt—y?)=o,
2?4 y? — 24 —oaytango = o
Y cos© ytange = o,

les ¢quations de la lemniscate et du cercle de centre

a
c > atango ).
coso

L’équation aux cocfficients angulaires des droites joignant
Porigine aux points communs & ces deux courbes, autres que
Porigine et les points cycliques, s’obtient en éliminant la va-
riable d’homog¢néité entre ces deux équations, ce qui donne

m2(sin? + c0s2¢ )+ 27 8ino + (1—cos?g) = o,
ou
(m +sing)? = o.

Cette équation montre que les deux courbes sont tangentes
cn un point K, tel que OK ait pour cocfficient angulaire — sino:
or sing est justement le coefficient angulaire de OC, donc OC
et OK sont symétriques par rapport a Oa.

Question 1658.

(189%, p. 1*.
N e, P 1Y)

On donne un triangle abe. Du sommet a, on abaisse sur
be la perpendiculuire aa': de méme, de h on abaisse la
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perpendiculaire bb'. Du point i, centre du cercle inscrit au
triangle a'cb', on méne des paralléles & ac et be.

Ces drottes rencontrent ces célés aux points afy. Démon-
trer que la circonférence qui touche en o et B les cotés cb
et ca est tangente au cercle des neuf points du triangle
donné? (MANNHEIM).

SOLUTION
par M. A. Droz-FARNY.
Dans le losange {Bca, on a

cﬂ:-—a——-

c
2 COS —
2

Or le triangle a’cd’ est semblable au triangle donné, le rap-
port de similitude étant cose. Soit I le centre du cercle in-
scrit au triangle acb. On sait que

et, par conséquent,

cB= clcosc:(p—c)ci)if _ (_:}13 cose.

c c
2 COS — 2 C0S2 —
2 2

Soit m le point milieu de ac. La puissance du sommet ¢ par
rapport au cercle des neuf points sera

ab
cb'.em =-— cosc.
2

Construisons sur ac un point B’ pour lequel ¢8.cf'=cb’.cm.
On aura
cf =p.

Si donc on transforme la figure par rayons vecteurs récipro-
ques, par rapport au point ¢ comme centre et r2=cb'.cm
comme module d’inversion : 1° le cercle des neuf points se
transforme en lui-méme; 2° le cercle 23 a pour inverse un
nouveau cercle a’' §’ tangent aux cdtés ac et bc a une distance
ca'=cfB' =p.

Or ce cercle n’est rien autre que le cercle ex-inscrit au
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triangle abe dans 'angle ¢. Ce dernier étant tangent au cercle

des neuf points, il en scra de méme du cercle 28 et les points
de contact sont cn ligne droite avec le sommet c.

Question 1659.

(189% p 1Yy

Ltant donnée une conique (C), on eonsidére le triangle
Sormé par les tangentes menées d’un point P & la conique
et la polaire de ce point par rapport a (C). Montrer que
Uorthocentre de ce triangle est sur la polaire du point P
par rappori au cercle orthoptigue de la conigue (C).

(E.-N. Barisiex.)
SOLUTION

Par M. \. Droz-IFan~y.

Soient P\ et PB les tangentes @ Ia conique (C). PP/, AV,
BB’ les hauteurs du triangle PAB, H son orthocentre, M le mi-
licu de \B et O le centre de (C). La droite A'B’ coupe AB
en « et zll rencontre PM en a. On sait que PM passe par le
centre O, La circonférence déerite sur AB comme diamétre,
passant par A’ et B, il en résulte que aH est polaive de P
par tapport a cete circonférence et quz, par conséquent, angle
Paax = go". Le quadrilatére PaP’a est donc inscriptible et,
comme I et % sont conjugués harmoniques par rapport a \
et B, cette circonférence est circonscrite au triangle PP'a con-
jugué par rapport & (G). On a done, d'aprés le théoréme de
Faure,

0a.OP e=a2+ 02,

ce qui prouve que allx ect une droite, et que cette droite est
la polaire de P par rapport au cerele orthoptique.

Question 1665.

(18%% p 2%

St trois cercles sont inscrits a un triangle, les quatriémes
tangentes communes qu'ils admettent. pris deuxr @ deux,
Jorment un {riun gle homologique du premier.

(E. Durorcq.)
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SOLUTION
Par M. A. Droz-FaR~NY.

Soient O, Og4, Oy, O, les quatre cercles inscrits. La qua-
triéme tangente commune aux cercles O et O, coupe le coté
BC = a au pied de la bissectrice intérieure de I'angle A; de
méme la quatriéme tangente commune aux cercles Oy et O,
coupe @ au pied de la bissectrice extérieure de I'angle A.

Mais on sait que les six picds des bissectrices intérieures et
extérieures des angles du triangle sont par trois sur quatre
droites. Les trois cOtés d’un des quatre triangles des tangentes
coupent done les cotés correspondants du triangle ABG sui-
vant trois points en ligne droite; d’ou le théoréme.



