NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

TROISIEME SERIE.

1896.






NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES

JOURNAL DES CANDIDATS

AUX ECOLES SPECIALES, A LA LICENCE ET A L’AGREGATION,

REDIGE PAR

M. C.-A. LAISANT,

DOGTEUR ES SCIENCES, PROFESSEUR A SAINTE-BARBE,
REPETITEUR A L'ECOLE POLYTECHNIQUE,

ET

M. X. ANTOMARI,

DOCTEUR ES SCIENCES, ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE,
PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYCEE CARNOT.

> Q G——

Publication fondée en 1842 par Gerono et Terquem,
et continuée par Gerono, Prouhet, Bourget, et MM. Brisse et Rouché.

TROISIEME SERIE.
TOME QUINZIEME.

PAR!S,

GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES
DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L’'ECOLE POLYTECHNIQUE,
Quai des Grands-Augustins, 55.

1896

(Tous droits réservés.)






AUX ABONNES DES « NOUVELLES ANNALES ».

Par suite d’'un changement intervenu dans I’état de
la propriété des Nouvelles Annales de Mathématiques,
nous nous trouvons appelés & prendre la direction de
ce journal.

Notre premier acte doit étre un hommage public au
fondateur de ce Recueil, nous avons nommé Gerono, et
aux deux hommes de grand mérite auxquels nous suc-
cédons. C’est un vif regret pour nous de ne plus voir,
a la rédaction des Nouvelles Annales, M. Roucui et
M. Brisse dont nous eussions été fiers de pouvoir nous
dire les modestes collaborateurs. Si, malgré nos in-
stances, ils en ont décidé autrement, nous espérons
néanmoins que le public mathématique voudra bien
accorder 4 la Rédaction nouvelle un peu de la faveur et
de la sympathie que rencontrérent nos devanciers.

Lorsque les Nouvelles Annales furent fondées,
en 1842, aucun autre Recueil périodique ne se trouvait
a la disposition des candidats a I'Ecole Polytechnique
et 4 'Ecole Normale supérieure. Depuis lors, plusieurs
publications importantes ont paru, et toutes rendent
d’incontestables services. Mais les candidats a la Licence
et a I’Agrégation se trouvent, a I’heure actuelle, a peu
prés dans la méme situation que celle des Eléves de
Mathématiques spéciales avant 1842. Il faut dire aussi
que I'élargissement des programmes a rendu peut-étre
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moins nette la ligne de démarcation qui séparait jadis
ces différentes branches de I’Enseignement.

Pour comblerla lacune que nous venons de signaler,
et désireux de créer un lien étroit entre I’Enseignement
supéricur des Mathématiques et les Nouvelles Annales,
nous nous sommes adressés a un certain nombre de
professeurs dans les diverses Facultés des Sciences. On
en trouvera la liste d’autre part; tous ont bien voulu
consentir a devenir les Correspondants de ce journal, a
nous envoyer les énoncés des compositions données aux
e¢xamens, des indications sur les solutions, et & nous
aider de leur précieuse collaboration. Nous leur en ex-
primons ici toute notre reconnaissance.

En nous attachant surtout 4 la préparation aux examens
de Licence et aux concours d’Agrégation, notre but
essenticl est donc d’étre utile aux candidats et aux
professeurs.

Pour y parvenir, nous comptons accorder une
préférence particuliére aux questions qui concernent
celte préparation, plutot qu’a des Mémoires, d'un intérét
parfois considérable, mais qui peuvent, plus utilement,
étre insérés dans d’autres Recueils.

Les Mathématiques spéciales occupent toujours une
large place dans les concours. Dans ce Recueil, nous
comptons leur en laisser une en rapport avec leur im-
portance, en nous efforcant toutefois de nous maintenir
dans un ordre d'idées un peu élevé, pouvant intéresser
a la fois les professeurs et I'élite des candidats a nos
deux grandes Ecoles scientifiques : I'Ecole Polytech-
nique ct !’Ecolc Normale.

D’autre part, nous sommes persuadés, comme 1'éLait
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Gerono, qu’a tous les degrés de I’'Enseignement mathé-
matique, un cours n’est véritablement bien assimilé et
ne devient profitable que par de trés nombreuses
applications et grace a de continuels exercices. Ceci nous
engage a restituer aux questions des Nouvelles Annales
I'importance qu’elles avaient jadis ; ces questions, comme
autrefois, figureront dorénavant dans le corps méme du
journal. Il va sans dire que les solutions seront publiées -
le plus rapidement et le plus réguliérement possible.

Tous les énoncés des compositions de Mathématiques
des concours d’Agrégation et des examens de Licence
seront reproduits a I'avenir par les Nouvelles Annales,
le plus souvent avec I'indication sommaire des solutions;
et, chaque fois que I'intérét de la question s’y prétera,
nous n’hésiterons méme pas i publier une solution
compléte, avec tous les développements désirables.

La Bibliographie et I'Histoire des Mathématiques
conserveront dans ce Recueil la place qu’elles y ont
occupée depuis I'origine.

Enfin, nous nous réservons d’étudier et de proposer
a nos abonnés et A nos lecteurs toutes les améliorations
qui nous paraitront utiles et réalisables. Sur quelques-
unes d’entre elles, nous avons déja des idées qui
demandent 4 étre muries pour trouver lenr formule
définitive. Pour d’autres, nous comptons sur la collabo-
ration empressée de nos lecteurs.

Cette collaboration, 4 aucun moment, n’a fait défaut
A la rédaction des Nouvelles Annales; ¢’est une tradition
qui ne sera pas abandonnée. Au public un peu restreint
qui s’occupait autrefois des choses mathématiques sont
venus s’ajouter aujourd’hui bien des éléments nouveaux;
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les candidats aux Ecoles spéciales, a la Licence et
a I’Agrégation deviennent de plus en plus nombreux;
comme conséquence, il en est de méme pour les
professeurs.

C’est a tous ceux-la que nous adressons notre appel;
ct nous avons le ferme espoir qu’entre eux et nous
s'établira de plus en plus un courant de mutuelle
sympathie et d’aide réciproque qui ne pourra que
profiter au développement et au progrés de la Science

mathématique.
C.-A. Lusant, X. AnTOMARI.
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MATHEMATIQUES.

[V9] L'GUVRE GEOMETRIQUE DE SOPHUS LIE (*);

Par M. Féuix KLEIN.
(Traduit de I'anglais par M. L. LAUGEL.)

Pour bien comprendre tout le génie mathématique de
Sophus Lie, nous ne devons pas nous en tenir aux Vo-
lumes qu’il vient de publier récemment en collaboration
avec le D" Engel, mais il faut encore étudier les pre-
miers Mémoires qu’il fit paraitre pendant les premiéres
années de sa carriére scientifique. C’est 1 que se révéle
le grand géométre qui a nom Sophus Lie; dans ses
derniéres publications, voyant qu'il était imparfaitement
compris des mathématiciens, accoutumés plutét an point
de vue analytique, il a adopté un traitement trés géné-
ral basé sur I’Analyse seule et qu'il n’est pas, du reste,
toujours aisé de suivre.

Heureusement pour moi, j'eus Pavantage d’étre.
initié de trés prés aux idées de Lie 4 une époque trés

(') Extrait de 'Ouvrage : The Evanston Colloquium ; Conférences
sur les Mathématiques faites du 28 aout au g septembre 1893 devant
le Congrés des mathématiciens réunis a Chicago lors de PExposition,
par M. FELix KLEIN, Professeur a Géttingue ; recueillies par M. ALEX.
Z1wWET; Loundres et New-York, Mac Millan et Cie, 18¢4.

Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. XV. (Janvier 1896.) ¢
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primitive, lorsqu’elles étaient encore, comme disent les
chimistes, « a I’état naissant », et par conséquent des
plus capables de produire une énergique « réaction ».

Aussi ai-je aujourd’hui en vue de vous entretenir
surtout du Mémoire Sur les complexes et en particulier
les complezes de droites et de sphéres et de leur appli-
cation & la théorie des équations aux dérivées par-
tielles (Math. Annalen, 1.V, 1872, p. 145-256).

Avant de définir la place qu’occupe ce Mémoire dans
le développement historique de la Géométrie, il faut
dire quelques mots de deux grands géométres d’une
époque antérieure : Pliicker (1801-1868) et Monge
(1746-1818). Le nom de Pliicker est familier a toute
personne qui connait un peu de Mathématiques, par ses
formules relatives aux courbes algébriques. Mais ce qui
aujourd’hui, pour nous, est de plus d’importance, c’est
son idée généralisée de I'élément d’espace. La Géométrie
ordinaire, ou le point se présente comme élément,
traite de 'espace comme ayant trois dimensions, confor-
mément aux trois constantes qui déterminent la position
d’'un point. Une transformation dualistique donne le
plan comme élément. L’espace, en ce cas, a encore trois
dimensions, car il se présente trois constantes indépen-
dantes entre elles dans 1’équation d’un plan. Mais si
I'on choisit la droite comme élément d’espace, ce der-
nier doit étre regardé comme quadri-dimensionnel,
puisque quaire constantes indépendantes déterminent
une ligne droite. Et encore, sil’on prend comme élément
d’espace une surface quadrique F,, I'espace aura neuf
dimensions, car chaque élément de ce type exige neuf
constantes pour sa détermination, les neuf constantes
indépendantes entre elles de la surface du second
ordre F,. En d’autres termes, 'espace contient «o® qua-
driques. Cette conception des hyperespaces doit étre
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soigneusement distinguée de celle de Grassmann et
autres. En effet, Pliicker rejetait toute autre conception
d’espaces a plus de trois dimensions comme étant trop
abstraite. Le travail de Monge, qui estici d’importance
capitale, est son Application de I’ Analyse & la Géo-
métrie (1809, nouvelle édition, 1850). On sait qu’il y
traite des équations différentielles aux dérivées partielles
et totales des premier et second ordre et en fait I’appli-
cation 4 des questions géométriques telles que : courbure
des surfaces, lignes de courbure, lignes géodésiques, etc.
Le traitement des problémes de la Géométrie au moyen
de I'Analyse infinitésimale est un caractére de cet
Ouvrage; mais un autre trait, peut-étre encore plus
important, qui le caractérise, c’est la réciproque, c’est-
a-direl’application del'intuition géoméiriqueal’ Analyse.

Or c’est 1a le caractére prédominant de 'ceuvre de
Lie; et il en augmente la puissance et la fécondité en
adoptant I'idée pliickérienne d'un élément d’espace gé-
néralisé et en étendant encore cette conception fonda-
mentale.

Quelques exemples serviront mieux que tout a don-
ner une idée de la portée de 'ceuvre. Je choisis, comme
je 'ai déja fait autre part, la Géomeétrie des sphéres de
Lie (Kugel-Geometrie).

Prenant ’équation de la sphére sous la forme

zt+ 2+ 32— 2Bxr —2Cy —2Ds+ E=o,

es coefficients uvent étre regardés comme
1 ffi s B, G, D, E peuvent & gardé

les coordonnées de la sphére, et V'espace ordinaire se
présente alors comme une variété (') a quatre dimen-

(') [Mannigfaltigkeit]. Variété. C’est la traduction adoptée en
général. M. PoiNcarg emploie aussi ce mot. Voir Analysis Situs
(Journal de U’Ecole Poly technigue, 2* série, Cahier I).

Note du Traducteur.
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sions. Quant an rayon R de la sphere, nous avons
R2= B2+ C2+ D*—E,

relation qui lie la cinquiéme grandeur R aux quatre
coordonnées B, C, D, E.

Pour introduire des coordonnées homogénes, posons

b c d e r
B= -, C=—, D= -, E=-, R==;
a a a a a
alorsa:b:c:d:esont les cing coordonnées homogénes
de la sphére, et la sixiéme grandeur r leur est liée par
Pentremise de Péquation quadratique homogéne

(1) r2= 02+ c*+d2— ae.

Maintenant, la Géométric des spheres a été traitée
d’aprés deux méthodes qui doivent étre soigneusement
distinguées 'une de 'autre. Dans la premiére, que nous
pouvons désigner par Géomdéirie élémentaire des
sphéres, on emploie seulement les ¢ing quantités a, 4, c,
d, e, tandis que dans I'autre, que je nommerai Géomé-
trie superieure des sphéres ou de Lie, on introduit
encore la grandeur ». Et, dans ce dernier systéme, une
sphére a six coordonnées homogencs a, b, ¢, d, e, r qui
sont liées entre elles par équation (1).

A un point de vue plus élevé, la distinction entre ces
deux géométries, ainsi que leur caractére individuel, est
mise en pleine lumiére si I'on considére le groupe qui
correspond a chacune d’elles.

Fn effet, tout systéme de géométrie est caractérisé
par son groupe, au sens que j’ai exposé dans mon Pro-
gramme d’Frlangen (Etudes comparatives sur les
nouselles recherches géométriques. Programme pré-
senté a la Faculté philosophique et au Sénat de 'Uni-
versité du roi Frédéric-Alexandre a Erlangen. Deichert-



(5)
Erlangen; 1872. Traduit en anglais par Haskell.
Bulletin de la Société mathématique de New-York,
t. II, 1893, p. 215-249). Ainsi, chaque systéeme de
géométrie ne s'occupe que de ces relations de l'espace
qui restent inaltérées par toutes les transformations de
son groupe.

Par exemple, dans 1a géométrie ordinaire des sphéres,
le groupe est formé par toutes les substitutions linéaires
des cinq quantités a, b, ¢, d, e qui laissent inaltérée
I'équation quadratique homogéne

(2) b2+ ¢+ d*— ae = o.

Ceci fournit oc?3=1% = !0 substitutions. En adoptant
cette définition, nous obtenons des transformations
ponctuelles d’un caractére simple. L'interprétation de
I'équation (2) se traduit géoméiriquement en disant
que le rayon est nul. Toute sphére de rayon zéro, c’est-
a-dire tout point, se transforme ainsi en un point. De
plus la polaire

260+ 2¢¢'+ 2dd'— ae'—a'e =0

resle inaltérée par I'effet de la transformation, et 'on a
cette conséquence que les sphéres orthogonales se trans-
forment en sphéres orthogonales. Ainsi le groupe de la
géométrie élémentaire des spheéres est caractérisé comme
groupe conforme, groupe que lon sait &tre celui qui
correspond a la transformation par inversion, c’esl-
a-dire par rayons vecteurs réciproques, et qui est bien
connu par ses applications en Physique mathématique.

M. Darboux a grandement développé celte géomé-
trie ¢lémentaire des sphéres. Toute équation du second
degré

F(a,b,¢c,d,e) =0,

adjointe a la relation (2), représente une Punckt-fliche
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(surface ponctuelle) désignée par M. Darboux sous le
nom de cyclide. Au point de vue de la Géométrie or-
dinaire projective, la cyclide est une surface du qua-
trieme ordre, admettant une conique double spéciale,
le cercle de infini. On trouvera une étude détaillée de
ces cyclides dans le célébre Ouvrage de M. Darboux :
Lecons sur la théorie générale des surfaces et les ap-
plications géométriques du Calcul infinitésimal, et
en d’autres Mémoires de cet illustre auteur (*).

Comme les quadriques peuvent étre regardées comme
des cas particuliers de cyclides, il se présente aussi une
méthode de généralisation des propriétés connues des
quadriques en les étendant aux cyclides. Ainsi, M. Bé-
cher, de 'Université de Harvard (Emts-Unis), dans
sa dissertation (Sur les développements en série de la
théorie du potentiel; Mémoire couronné; Gdéttingue,
Dictrich; 18g1), a traité de Vextension d’un probléme
de la théorie du potentiel, relatif 4 un corps ayant pour
limites des surfaces du second degré, cas bien connu, en
considérant un corps limité par des cyclides. M. Bdcher
doit publier dans quelques mois un Ouvrage étendu sur
le méme sujer ().

Dans la Géométrie supérieure des sphéres de Lie,
les six coordonnées homogénes atb:c:d:e:r sont
liées, comme nous I'avons déja dit, par 1'équation qua-

(') En particulier, Sur une classe remarquable de courbes et
surfaces algébriques et sur la théorie des imaginaires, 2° édition,
18g6. Hermann, Paris. Présenté & I'Académie des Sciences en 186q.
Un Avant-propos de M. Darbouz, dont il est superflu de signaler
Vintérét, est reproduit dans le Catalogue n° 48 (décembre 1895) de la
libraivie Hermann, 8, rue de la Sorbonne, Paris.

Note du Traducteur.

(') Maxive BocHER, Sur les developpements en serie dans la
Theorie du potentiel. avec préface de Felixz Klein. Leipzig, Teub-
ner: 184, Note du Traducteur.



dratique homogene
b2+ c?+ d* — r*—ae = o.

Le groupe correspondant est le groupe de substitutions
linéaires transformant cette équation en elle-méme.
Nous avons ainsi un groupe de o036~2/ = co'5 substitu-
tions. Mais ceci n’est pas un groupe de transformations
ponctuelles. En effet, une sphére de rayon zéro devient
une sphere dont, en général, le rayon est différent de
zéro. Car, si 'on pose, par exemple,

B' = B, C'=(, D'=D, E'=E,
R'= R + const.,

on voit que la transformation consiste en une simple

dilatation, si Uon peut s’exprimer ainsi, de chaque

sphére, un point devenant une sphére de rayon donné.
La signification de ce fait que I’équation polaire

2bb'+2¢cc'+2dd — 2rr'—ae'—a'e=o

demeure invariante pour toute transformation du
groupe se traduit tout simplement par cette importante
circonstance que les sphéres primitivement en contact
demeurent encore en contact. Le groupe appartient
donc i cette classe importante de transformations dites
de contact que nous allons considérer plus loin avec
quelque détail.

Lorsque I'on étudie une géométrie spéciale, comme,
par exemple, la géométrie des sphéres de Lie, deux
méthodes se présentent :

1° Nous pouvons envisager des équations de divers
degrés et étudier ce qu’elles représentent. En se livrant
a ces recherches, lorsque Lie dul créer une terminologie
relative aux diverses configurations ainsi obtenues, il
fit usage des désignations introduites par Pliicker dans
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sa géométric de la droite. Ainsi une seule équation
F(a,b,c,d,e, ") =0

cstdite représenter un complexe du premier, second, etc.
ordre, suivant le degré de I’équation. Un complexe ren-
ferme donc oo® sphéres. Deux équations telles que

Fi=o, Fy=o0

représentent une congruence renfermant oo? sphéres.
Trois équations

Fi=o, Fa=o, Fis=o0

représentent un systéme de sphéres, leur nombre
étant oo'. 1l faut, du reste, ne pas oublier que, dans
chaque cas, I'équation du second degré

-+ d?+1r2—ae=o0

¢st sous-entendue combinée avec I'équation I = o.

11 est bon aussi d’observer que ces mots sont employés
par d’autres auteurs dans ce que j’ai nommé Géométrie
élémentaire des sphéres, ou leur sens est alors naturelle-
ment différent.

2° Une autre méthode qui se présente lorsque 'on
étudic une nouvelle géométrie est la suivante : On se
demandera comment les configurations ordinaires de la
géométric ponctuelle pourront éire traitées a I'aide du
nouveau systéme. Cette ligne de recherches a conduit
OSophus Lie a des résullats du plus haut intérét.

Dans la Géométrie ordinaire, 'on congoit une sur-
face comme un lieu de points; dans la Géométrie de Lie,
la surface apparait comme 1’ensemble de toutes les
sphéres qui ont un contact avec la surface. Ceci donne
une triple infinité de sphéres, ou complexe de sphéres

Fia b.e.d.e,ry=o.
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Ceci naturellement n’est pas un complexe général,
car tout complexe n’est pas tel qu’il doive nécessaire-
ment 'avoir un contact avec une surface, et I'on a dé-
montré que la condition a remplir pour un complexe de
sphéres, lorsque toutes ses sphéres doivent étre tan-
gentes a une surface, est la suivante :

oF\? oF\2 oF\* d0F\2 OF oF
(7‘77) +<%> +(5¢7> _(37) T 0ave =

Pour donner au moins un exemple relatif au déve-
loppement de cette belle théorie, je mentionnerai ici
que, parmi le nombre infini de sphéres tangentes a la
surface en un point quelconque, il en est deux qui ont
avec elle un contact stationnaire. Elles sont dites les
sphéies principales. Les lignes de courbure de la sur-
face peuvent étre alors définies comme les courbes le
long desquelles les sphéres principales sont tangentes a
la surface en deux points consécutifs.

La Géométrie de la droite de Pliicker peut éire étu-
diée d’aprés les deux méthodes que nous venons d’indi-
quer. Dans cette géométrie, désignons alors par p,.,
Piss Pisy Pasy Pazs P23 les six coordonnées habituelles
homogénes avec pix = — px;. Nous avons alors I'identité )

P12P3s + P13Pue—+ P1aPaz = 0,

ct nous choisirons pour groupe les o3 substitutions
linéaires qui transforment cette équation en clle-méme.
Ce groupe correspond a I’ensemble total des collinéa-
tions () et des inversions (ou transformations par rayons
vecteurs réciproques); autrement dit, c’est le groupe
projectif. La raison de ceci tient a ce fait que I'équa-

(') C’est le mot employé, en genéral,en Allemagne pour désigner
les transformations homographiques. - Note du traductcur.



(10)

tion polaire

P12Psy -+ P13Ph s PiPhy + PaupPia -+ PaaPls -+ ParsPiy =0
représente simplement l'intersection des deux droites
petp.

Maintenant, Lie a institué une comparaison du plus
haut intérét entre la géométrie pliickérienne de la droite
et sa propre géométrie des spheres. Dans chacune de ces
géométries, il se présente six coordonnées homogénes
qui sont respectivement lides entre elles par une équa-
tion quadratique homogene. Le discriminant de chaque
¢équation est différent de zéro. Il s’ensuit que nous pou-
vons passer de 'une a I'autre de ces deux géométries au
moyen de substitutions linéaires.

Ainsi, pour transformer

Prapsy = Pr3Pie == Prafez = 0
en

b2+ d2— 12— ae = o,
il suflit de poser

pr=b+ic, pg=d+r, pu=—a

Py = b —lic, Pua=d—r, pa3z=e.

U résulte du caractére lindaire des substitutions que
les ¢quations polaires sont transformées de méme 'une
en l'autre; d'ott ce merveilleux résultat : Deuwx sphéres
en contact correspondent & deux droites qui se
coupent.

Il west pas inutile de remarquer que les équations de
transformation renferment I'unité imaginaire ¢ ; et la loi,
dite loi d'inertie des formes quadratiques, nous indique
immédiatement que cette introduction de I'imaginaire
est non seulement inévitable, mais esseutielle.

Pour donner une idée de la portée de cette transfor-
mation de la géométrie de la droite en géométrie des
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sphéres el wice wersa, considérons trois déquations
linéaires

les variables étant, soit des coordonnées de droites, soit
des coordonnées de sphéres. Dans le premier de ces deux
cas, les trois équations représeutent un systéme de
droites, c’est-a-dire I'un des deux systémes de droites,
génératrices d’un hyperboloide & une nappe. On sait
bien que chaque droite de 'un ou I'autre systéme coupe
toutes les droites de I'autre systéme. Transformons en
géométrie des sphéres; nous obtenons un systéme de
sphéres correspondant a chaque systéme de droites, et
chaque sphére de I'un ou I'autre systéme est nécessaire-
ment tangente a toute sphére de 'autre systéme. Nous
sommes e¢n présence d'une configuration bien connue en
Géométrie par d’autres études; en effet, loutes ces
sphéres sont I'enveloppe d’une surface célébre sous le
nom de cyclide de Dupin. Nous avons ainsi trouvé une
corrélation bien remarquable entre la cyclide de Dupin
et ’hyperboloide & une nappe.

L’exemple peut-étre le plus frappant de la fécondité
de ces recherches de Lie est celui de sa belle découverte
qu’a I'aide de cette transformation les lignes de cour-
bure d’une surface sont transformées en lignes asym-
ptotiques de la surface transformée, et réciproquement.
Ceci se reconnait immédiatement lorsque 'on prend la
définition donnée ci-dessus pour les lignes de courbure,
et que l'on traduit alors cette définition mot a mot
dans le langage de la géométrie de la droite. Ainsi se
trouve démontré que deux problémes de Géométrie infi-
nitésimale, longtemps regardés comme complétement
distincts, sont au fond identiques. C'est 1a certainement
une des plus élégantes contributions qui aient éLé faites
de notre temps a la Géométrie différentielle.
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La distinction entre les fonctions analytiques et les
fonctions algébriques, si importante en pure Analyse, se
présente encore dans le traitement géométrique.

Les fonctions analytiques sont celles que I'on peut
représenter par des séries de puissances qui convergent
dans une certaine région ayant pour contour la circon-
férence du cercle dit de convergence. En dehors de
cette région, la fonction analytique n’est pas regardée
comme donnée a priori; son prolongement dans des ré-
gions plus étendues est un sujet de recherches spéciales
et peut conduire a des résultats tout différents, selon le
cas particulier envisagé.

D’autre part, une fonction algébrique v = alg. (3)
est supposée connue dans tout le plan de la variable
complexe et posséde un nombre fini de valeurs pour
chaque valeur de z.

De méme en Géoméurie, nous pouvons réserver toute
notre attention a une portion limitée de courbe analy-
tique ou de surface, par exemple en nous occupant de
la construction de la tangente, de l'évaluation de la
courbure, ete.; ou bien nous pouvons envisager Pen-
semble total des courbes algébriques ct des surfaces
dans Vespace.

Presque toutes les applications du Caleul différentiel
ct intégral a la Géométrie appartiennent a la premiere
branche ci-dessus de la Géométrie, ¢t comme c’cst prin-
cipalement la ce qui m’occupera aujourd’hui, il n’est
pas besoin de nous limiter strictement aux fonctions
algébriques, mais nous pourrons employer des fonctions
analytiques plus générales; toujours, bien entendu, en
nous limitant 4 des portions finies de I'espace. J'ai cru
bon de dire ceci une fois pour toutes, car il me semble
qu'aux Etats-Unis 'unique considération des courbes
algébriques est prul-¢tre trop prédominante.
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Dans la derniére Conférence, nous avons examiné la
possibilité d’introduire de nouveaux éléments d’espace.
Aujourd’hui encore, nous emploierons un nouvel élé-
ment; cet élément consiste en une portion infinitési-
male de surface (ou mieux de son plan tangent). C’est
ce que 'on nomme, et la désignation n’est pas trés
juste, un élément de surface (Flichen-element) et 'on
peut le comparer par exemple a une écaille de poisson
infiniment petite. A un point de vue plus abstrait, on
peut le définir tout simplement comme la combinaison
d’un plan et d’un point situé sur ce plan.

Comme I'équation d’un plan passant par un point
(x, y, z) peut s’écrire sous la forme

F—s=p@—2)+q(y' =)

x', ', z' désignant les coordonnées courantes, nous
aurons x, y, z, p, ¢ comme coordonnées de notre élé-
ment de surface, en sorte que I'espace se présente comme
une variété a cinq dimensions. Si 'on emploie les coor-
données homogénes, le point (xy, xa2, X3, x4 ) et le plan
(0, ugy uy, u,) passant par ce point sont liés par la re-
lation
TyUy - Tylly—- T3 Uz ~+ Ty Uy = O,

qui exprime leur position corrélative, et le nombre de
constantes indépendantes entre elles est 3+ 3 — 1 =5.

Examinons alors comment la Géométrie ordinaire se
présente dans cette représentation. Un point étant le
lieu de tous les éléments de surface qui passent par le-
dit point est représenté comme une variété a deux di-
mensions; disons, pour abréger le langage, une M,. Une
courbe est représentée par la totalité de ces éléments de
surface, qui ont leur point sur la courbe et dont le
plan contient la tangente. Ces éléments forment encore
une M,. Enfin, une surface est donnée par ces éléments
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de surface, qui ont leurs points sur la surface et dont le
plan coincide avec le plan tangent a la surface. Ceux-ci
forment encore une M,.

Bien plus, toutes ces M, ont une bien importante
propriété en commun. Deux éléments de surface consé-
cutifs, qui apparticnnent aux mémes point, courbe ou
surface respectivement, satisfont toujours a la condition

ds — pdr —qdy = o,
cas simple d’une relation dite de Pfaff; et réciproque-
ment, si deux éléments de surface satisfont a cette con-
dition, ils appartiennent aux mémes point, courbe ou
surface, sclon les cas.

Nous avons ainsi ce résultat du plus haut intérét que,
dans la géométrie des éléments de surface, les points,
aussi bien que les courbes ct les surfaces, sont tous
comme réunis en un tout ensemble, tous étant repré-
sentés par les variélés a deux diniensions qui jouissent
dela propriété susdite. Cette définition est d’autant plus
importante, qu'il n’existe pas d’autre M, jouissant de
cette propriété.

Passons maintenant a ce type trés géneral de trans-
formations, auquel Lie a donné le nom de transfor-
mations de contact. Ce sout les transformations qui
changent nowre élément (x, y, z, p, ¢) en (2,3, 5,
P's q') par I'eflet de substitutions :

=&z, y,3,pq)
Yy =Wir yosp.q)

qui transforment en clle-méme I'équation différentielle

linéaire ae Pfaff
ds —pdr —qdy =o.
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La traduction géométrique de ceci, c’est que, par
I'effet de la transformation, toute M, ayant la propriéié
donnée est transformée en une M, qui en jouit égale-
ment. Ainsi, par exemple, une surface se transforme,
en général, en une surface et, dans des cas spéciaux, en
un point ou en une courbe. De plus, considérons deux
variétés M, ayant entre elles un contact, autrement dit
ayant un élément de surface en commun; ces M, sont
changées par la transformation en deux autres M., qui
ont aussi entre elles un contact. On comprend bien,
par cet exemple, pourquoi Lie a choisi la désignation,
classique aujourd’hui, de transformation de contact.

Lesdites transformations sont d’une telle importance
et se présentent si fréquemment, que des cas particuliers
avaient déja, il y a bien longtemps, attiré I'attention des
géométres, mais ce n’était pas sous celte désignation
naturellement, ni méme a ce point de vue relatif au
contact, cn sorte que leur véritable et profonde portée
restait ignorée.

J'ai donné de nombreux exemples de transformations
de contact dans mon Cours lithographié de Géométrie
supérieure, professé a Gottingue, pendant le semestre
d’hiver de 1892-1893.

Ainsi, ’'on en rencontre encore un intéressant exemple
dans le domaine a deux dimensions, relativement au
probléme des engrenages de roucs dentées. Le profil de
la dent d’une roue est donné, on demande de trouver
le profil de I'autre. J’ai exposé ceci dans une conférence
faite a 'Exposition de Chicago, en employant des mo-
déles, envoyés a I'Exposition par les Universités alle-
mandes.

Je citerai encore un autre exemple, que l'on ren-
contre dans la théorie des perturbations en Astronomie.
La méthode de la variation des paramétres, exposée par
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Lagrange dans le Probléme des trois corps, est équiva-
lente a une transformation de contact dans un espace a
dimensions supérieures.

Le groupe de oo's substitutions, traité dans la pre-
miére partie de cette conférence, est aussi un groupe
de transformations de contact, les collinéations et les
inversions (transformation par rayons vecteurs réci-
proques) ayant toutes deux ce caractére. Les inversions
donnent le premier exemple bien connu de la transfor-
mation d’un point en un plan (c’est-a-dire une surface)
et d’une courbe en une développable (aussi une surface).
Ces transformations de courbes doivent étre considérées
ici comme transformant les éléments des points oun
courbes en les éléments de la surface.

I'inalement nous avons des exemples de transforma-
tions de contact non seculement dans les transformations
des spheres discutées dans la premiére Partie de cette
conférence, mais encore dans la transition générale qui
nous conduit de la géométrie pliickériennc des droites a
la géométric des spheres de Lie.

Considérons ce dernicr cas avec quelque détail.

En premier licu, deux lignes droites qui se coupent
ount évidemment un élément de surface en commun, et,
comme les deux sphéres correspondantes doivent aussi
avoir un élément de suctace en commun, elles auront
un contact, ce qui est elfectivement le cas dans notre
transformation. Il sera maintenant intéressant de con-
sidérer de plus pees la corrélation entre les éléments de
surface d’unc droite et ceux d’une sphére, bien qu’elle
soit donnée par des formules ou entre I'imaginaire.
Prenons, par exemple, la totalité des éléments de sur-
face appartenant a une circonférence sur l'une des
sphéres; nous pouvons la désigner sous le nom de
systeme circulaire d’éléments. Dans la géométrie de la
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droite, a ceci correspond le systéme d’éléments de sur-
face situés le long d’une génératrice d’une surface
gauche, et ainsi de suite. Le théoréme relatif 4 la trans-
formation des lignes de courbure en lignes asympto-
tiques devient maintenant pour ainsi dive évident par
fui-méme. Aulieu de la ligne de courbure d’une surface
nous devons ici considérer les éléments correspondants
de la surface que nous pourrons nommer systéme de
courbure. D’une facon similaire, une ligne asympto-
tique est remplacée par les éléments de la surface situés
le long de cette ligne; mnous pourrons les nommer
systéme osculateur.

La correspondance entre les deux systémes saute aux
veux si I'on réfléchit a ce fait que deux éléments consé-
cutifs d'un systéme de courbure apparticnnent a une
méme sphére tandis que deux éléments conséeutifs
d'un systéme osculateur apparticonent & une méme
droite.

Une des plus merveilleuses applications des transfor-
mations de contact se trouve dans la Théorie des équa-
tions aux dérivies partielles. Je m’en tiendrai ici a
celles du premier ordre. A ces nouveaux points de vue
cette théorie prend un degré de profondenr inconnue
auparavant ct la véritable signification des mots solu-
tion, solutions générale, compléte, singuliére, intro-
duits par ‘Lagrange et Monge, devient extrémement
claire.

Considérons 'équation aux dérivées partielles du
premier ordre

Sy s, pq) = o,

Dans I'ancienne théorie classique on fait une distine-
tion suivant la maniére dont p et g se présentent dans
'équation. Ainsi, lorsque p et ¢ y entrent au premier

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Janvier 1896.) 2
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degré, I'équation est dite linéaire; si p et ¢ tous deux
¢taient absents, l'on ne regarderait pas ’équation
comme élant une équation différentielle. Au point de
vue de la nouvelle géoméirie de Lie, ces distinctions
disparaissent complétement, comme nous allons le voir.

Le nombre de tous les éléments de surface, dans tout
Vespace, est évidemment oo’

Ferire notre ¢équation différenticlle, ¢’est mettre a
part, prendre, parmi ces éléments, uune variéié a 4 di-
mensions M, de oot éléments.

Or, trouver une solution de I’équation au sens de Lie,
c’est prendre encore dans cetie M, ¢l mettre a part une
variété M, jouissant de la propriété caractéristique; que
cette M, soit point, courbe ou surface, c’est la chose
indifférente.

Ce que Lagrange nomme trouver une solution com-
plete consiste a partager M, en oc? variéiés M,. Cect
naturellement peut étre pratiqué d’un nombre infini de
manicres. Enfing si dans ces o0® variétés M, nous pre-
nons un systéme simplement infini, 'enveloppe de ce
systeme représente ce que Lagrange nomme solution
genérale. Ces définitions sont valables d’unc maniére
toute géndrale pour toutes les équations aux dérivées
partielles du premier ordre, sous leurs formes méme les
plus particulicres.

Nous allons faire voir par un exemple cn quel sens
une ¢équation f(.r, 57, 2) = o peut étre regardée comme
une telle équation et ce que 'on entend par les solu-
tions diverses. Prenons le cas tout spéceial z = o. Tandis
(que, dans le systéme habituel de coordonmnées, cette
expression représente tous les points du plan des x, y;
dans le systéme de Lie, clle représente naturellement
tous les éléments (de surface) dout les points font partie
du plan. Rien de plus simple que d’assigner une solu-
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tion compléte dans ce cas. Nous n’avons qu’a prendre
les 002 points du plan eux-mémes, chaque point étant
une M, relative a I’équation.

Pour déduire de ceci la solution générale, nous
devons prendre tous les systémes en nombre simplement
infini de points du plan, autrement dit une courbe
quelconque, et former alors 'enveloppe des éléments
de surface apparienant aux points; en d’autres termes
encore, nous devons prendre les éléments qui ont un
contact avec la courbe. En dernier licu, c’est évidem-
meut le plan lui-méme qui représente une solution sin-
guliere.

Or, 'immense importance et I'intérét capital de ce
simple exemple tiennent & cette circonstance qu’a l'aide
d’'une transformation de contact, toute équation aux
dérivées partielles du premier ordre peut étre mise sous
cette forme particuliére si simple, z = o. Ainsi, loutc la
disposition des solutions que nous venons d’esquisser a
grands traits reste valable et légitime d’unce maniére
toute générale.

A laide de la grande théorie de Lie on a donc
obtenu une vue nouvelle, claire et pénétrante, de la
signification de problémes regardés depuis bien long-
temps comme classiques, et en méme temps une im-
mense multitude de problémes nouveaux ont pris nais-
sance et y trouvent leur solution.

Je ne puis ici que mentionner que Lie a fait encore
beaucoup en appliquant des principes similaires aux
¢quations aux dérivées partielles du sccond ordre.

Au moment actuel, Lie est surtout céleébre par sa
Théorie des groupes continus de transformatious et, a
premiére vae, il pourrait sembler qu’il n’y a que peu de
rapports entre cette théorie et les considérations géo-
métriques qui ont fait 'objet de ces deux conférences.
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Je crois désirable d’attirer votre attention cependant
sur ce fait qu'il y a corrélation entre ces études.

Dés ses débuts, le but final qu’a poursuivi avec tant
de succés Sophus Lie a été le progrés dans la théorie
des équations différentielles ('); et mous pouvons
regarder aussi bien a ce point de vue les développe-
ments géométriques que nous avons indiqués que la
théoric des groupes continus.

Pour plus de détails sur les sujets de ces conférences,
jerenverrai amon Cours déja cité : Geométrie supérieure
(Gottingue, 1892-93). Quant a la théorie des éléments
de surface, clle est développée d’'une maniére compléte
dans le sccond Volume de la Théorie des groupes de
transformation de Lie ¢t Engel (Leipzig, Teubner;
1890).

[M'5h] SUR LE THEOREME DE SALMOYN ;
Par M. E. GOURSAT,

Maitre de Conférences a 'Ecole Normale supérieure

I. Je rappellerai d’abord quelques propriétés bica
connucs des courbes du troisiéme ordre.

L. Toutes les courbes du troisiéme ordre qui passent
par huit points fixes vont passer par un neuviéme
point fixe (Ssuvmon, Courbes planes, p. 24).

De ce théoréme on déduit, comme cas particulier,
que, si A, B, C sout les points d’intersection d’une

(') Toir M. GouRsaT, Equations aux derivies partielles du
premier ordre, ol sont exposées ces théories. Paris, Hermann.
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cubique avec une droite A, A’, B, C’ les points d'inter-
section de la méme cubique avec une seconde droite A’,
les trois droites AA’, BB', CC' rencontrent respective-
ment la cubique en trois points A”, B”, C”, qui sont
aussi en ligne droite. En effet, parmi les cubiques
passant par les huit points A, B, C, A, B, €/, A”, B,
on a, d’une part, le systéme des trois droites A, &', A"B",
d’autre part le systéme des trois droites AA’A", BB'B’,
CC'. Ces deux cubiques ont un neuviéme point commun,
qui est le point d’intersection des deux droites CC/, A" B
il coincide donc avec le point C'.

Sila droite A’ vient se confondre avec la droite A, les
points A’, B', C' viennent respectivement aux points A,
B, C et les points A”, B’, €' deviennent les tangentiels
des points A, B, C (on appelle tangentiel d’un point A
de la cubique le second point de rencontre de la tan-
gente en A avec cette courbe). On a donc la proposi-
tion suivante :

11. Les tazzgentiels de trois points en ligne droite
sont eux-mémes en ligne droite.

2. Cela posé, soieut A et A’ deux points quelconques
d’une courbe du troisi¢me ordre, n’ayant pas de point
double; par chacun de ces points on peut mener quatre
tangentes a la cubique, non compris celle qui a son
point de contact au point lui-méme. Soient P, Q, R, S
les points de contact des tangentes issues du point A,
P, Q', R, §' les points de contact des tangentes issucs
du point A’; nous voulons démontrer que le rapport
anharmonique des quatre droites AP, AQ, AR, AS est
le méme que celui des quatre droites A'P', A’Q’, A'R/,
A'S!, prises dans un certain ordre.

La droite AA’ rencontre la cubique ¢n un troisi¢me
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point A”; soit B le point de contact d’une tangente issue
du point A”. La droite PB rencontre la cubique en un
point P, et, d’aprés la proposition II, les tangentiels
des wrois points P, B, P, doivent étre en ligne droite;
le point P, est donc un des quatre points P/, Q', R/, S,
On peut évidemment supposer que c’est le point P,
puisque cela revient a un changement de notation ; nous
appellerons de méme R/, §', TV les points de rencontre
avee la cubique des droites BQ, BR, BS respectivement.

Considérons maintenant une sécante quelconque
AMN, issue du point A, qui rencontre la cubique en
deux autres points M et N la droite BM rencontre la
cubique en un troisi¢cme point M’ et la droite BN
en un troisiéme point N'. Il résulte de la proposition
générale rappelée plus haut que les trois points A/,
M, N sont en ligne droite. 11 suffit de supposer que
la droite A est la droite AMN, et que la droite A" est
la droite A”B, qui a deux de ses points de rencontre
avec la cubique confondus au point B. A toute sécante
issue du point A il correspond donc une sécante, et une
seule, issue du point A’, et réciproquement; par suite,
il v a unc relation homographique entre les cocfficients
angulaires de ces deux droites. Or, lorsque la sécante
issuc du point A devient tangente, il en est de méme de
la séeante issue du point A’. Le rapport anharmonique
des quatre tangentes issues du point A’ est donc égal au

rapport anharmonique des quatre tangentes issues du
point A,

ERRATA AUX TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON.

Page 25, log. 19934, au liew de §,2995 945, lisez 4.,2995 945.
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[B3d] SUR LES FONCTIONS ENTIERES ;
Par M. H. LAURENT,

Examinateur d’admission & PEcole Polytechnique.

Dans la quatriéme Partie de mon Algébre, j'ai fait
connaitre une classe intéressante de polynomes et j’ai
montré leur importance dans la théorie de I’élimination.
Je vais montrer qu’ils peuvent servir a calculer les so-
lutions communes a plusieurs équations algébriques.

Désignons par fi, fa, ..., [r des polynomes entiers
de degré m en @&y, xa, ..., 2, ; soient

A1ty %21, e een %nys

A1y ’1294. ceen nyas
les w = m~ solutions, supposées finies et distinctes, des
équations

Sfi=o, Sa=o, cens Sn=o0;

désignons, une fois pour toutes, par G; ou par H;; ce
que devient G ou H; quand on remplace xy, xy, ...,
par o, o, . .. dans G ou dans H;.

Les fonctions f}, fo. ... peuvent se melttre sous les
formes _
Ji= (21— 1) PP+ (22— ) P
Fo=(2y— ay;) Q)+ (23— a2 )QY . ..,

ct cela d’'une infinité de maniéres, les P, Q, ... dési-
gnant des polynomes entiers; j’ai posé
P Pé‘ 5f
b=p |Q Q4 ... QL

oo e oo oo

i
1
i
1
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0(,fiv,f2- --'v.fn)

D désignant le déterminant —L12 222 op ’on peut.
g 0("‘1)‘2‘27~-~)zﬂ)’ P

supposer quc D; Ei ne change pas quand on permute X,
et %y Xo €t Loy one

J’ai montré que : 1

z ' ' X
;1—r—£g>—...~\— :.!),—1,

Que si F était de degré inférieur a m, on avai
F=F+Fhhr = Fybys

32 Que & était nul avec les f, excepté pour x, = 2,
Xo= i, ... el qi'alors il était égal a 1.

Les fonctions £ sont susceptibles de prendre une
forme remarquable ¢t qui les rend particuliérement
utiles.

Désignons par 2,, 2., ..., %9, des polynomes enticrs
en xy, r., .. .. x, de degré m; on pourra poser

2p(Fi Ty oy p( Ry Raiy w o vy Ani)
2

= (Ty— ) )+ (a— %) CFe .o,

et cela de bien des maniéres, les o) désignant des poly-
nomes enliers. Je poserai

1 -2 n
¢l o ?n{
== RN
1 .2 rII’
| o o2 o |

¢Lje supposerai, ce qui est permis, les o choisis de telle
sorle que ©; ne change pas quand on permute, a la
fols, oy ¢l oy s L %oy, v

Je considere alors le déterminant symétrique

Ty W2 .. Wy,

Wyy Waa .. Way | & ”v

1

Il est unc fonction symétrique des solutions de (1); c’est
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une fonction entiére des cocfficients des f qui s’annule
en méme temps que D, D....Dy, qui est une fonction
entiére des coefficients des f. Donc II est divisible par
D,D,...Dy, mais M et D, D,.. .D, étaut de mémes
degrés, on a

M=DD,...D..C,

C désignant une quantité indépendante des «;;. On peut
donc, si 'on veut, pour déterminer C, prendre pour les
%;j, les solutions de

() ©1=0, P2 = 0, Ceey Yn= 0.

Mais alors, en posant

_ f’_i(?h"?% "'»?n)
OL2y, Tay o ‘9 'Tll)
W, . N . . .
_\—f devient égal A la fonction &; relative aux fonctions 3
{
T Wi . . S
ct'on a RV o ou 1, suivant quer=jouquetrzj, e
sorte que
U= 34, 30, .0y Ay,
et Pon a
L AL Ay,
Dy, Day ooy Dy,

¢t comme D ne différe de A que par une constante, C
est lui-méme constant ct indépendant des 3.

. W, - . S r .
Les fOllC[lO]lS ﬁ- JOUISSCD[ des P[‘Ol)l‘lett’,s sulvantes @
i

clles sont, comme les §;, linéairement indépendantes, au
moins en général, car elles se réduisent aux § dans le
cas particulier oo o, = /i, 92 =fs, . ... Si I'on désigne
par G un polynome entier ¢t par G; sa valeur pour
Ly = %yiy L3==%L3jy o,

G, G, Gy,

=W 4+ =Wyt + =y = F
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sera un polynome de degré égal au degré de G, pourvu
que le degré de G ne dépasse pas m—1, et a chaque
forme de G correspondra une forme différente de F,
. w; . , . . I3 .
puisque les P, sont linéairement indépendants. Or, si
i

Pon pose

on aura

multiplions ces formules par G G .5 cl ajoutons-
] : P D,’ D2’ J
les ; nous aurons
F=T %+ Fo ..o+ TFyly,

F;désignant la valeur de I pour oy = ay;, o= 2aiy .02
les & sont donc indépendants des coeflicients des o5 sup-
posons o, de degré m. Posons

7 -~ i

©Co G0 o2 - Don
‘ i i

0;= | $t Q11 P12 Pin
n i i i

l '7’,'1 "{nl ?1:2 M C9;1/1

%y, étant détini comme 24 ;. On aura

;= ®icy+ m/,."?l+...+ m;""c‘;,,.

les »%) étant des fonctions analogues aux ®;. On aura

évidemment

4 (
bi=on(mnii+mnk+.. ) +o (w4 )+,

c¢’est-a-dire, en appelant §;; la valeur de §; pour x, =z, ,

Ta==1T9jy eess

Op= £ 004 £201a+. .+ by,

(3 g 02 =80+ 3050+ . .= £y Oay,
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Il est facile de conclure de la que

9:2:*:0“,022. ...,Op_.u.

est le premier membre de la résultante de

-G

0:(?1:,..::{?.,::0,

En effet, si dans (7) on remplace les x par les solu-
tions de 9, =10, 93=0, .... 9, =o0 et si on désigne
par 8/ la valeur de 8; quand x,, a5, ... sont 'une des
solutions des équations en question, les équations (3)
montrent que

(4 S01,0%. ..., 08=0X,

X désignant le déterminant T 2= £}, £2, ... &}, ou £/ dé-
signe la valecur que prend & pour une solution de
9y =0, ... gp,==o0; mais T8, 82, ... est égal a
@ois Go2, + -+ Pou, H, H désignant un certain facteur
indépendant de ©,. Si dans on suppose o,=T1, elle

P )
devient

(5) H = 1nX;

de (4) et de (5) on tire

3]
@01y D02y « -0y Pop = o’

et comme II est indépendant de , ©® = o est la résul-
tante des équations (3), ce que I'on savait.

Les équations (3) ou 6, = 0,=...=o0 se réduisent
a w—1 distinctes quand ® = o; en leur adjoignant

I:£1+22+...+§P,

elles déterminent £, &, ... pour la solution commune
et une fonction de degré m —1 au plus G (x4, Za, .. .)
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de cette solution sera donnée par la formule
G = GIE.I+ Ggsg—i-. e GPE!.L

Discussion. — Si © est nul ainsi que ses mineurs
d’ordre p, les équations (3) se réduisent a w—p—1
distinctes seulement; les & d’une solution ne sont
plus déterminés; cela tient a ce que les équations
TyTEYy=...=0 ont p—+1 solutions communes; on

trouvera, par exemple, les x, de ces solutions en posant

. — »
ry o=apf 4+ 28y,

1 = E, +...+£y‘;

on éliminera les & entre les équations auxquelles se
réduisent (3) (ou Pon fera 8, =6,=...=0) et les
v . ’ ’ b4 ’ . ’
¢quations précédentes, et I'on aura une équation du degré

P =+ 1 pour déterminer les diverses valeurs de x,.
Eu particulier, si tous les §;; étaient nuls, les équa-

lions ©,= ¢, =...== o auraicnt p solutions communes.
Fn résumé, la condition nécessaire et suffisante pour
que les équations en question aient p + 1 solutions
communes est que les
ore
900050 ...

soient tous nuls. Ces condilions, bien entendu, ne sont
pas toutes distinctes.

Jai déja monuré (loc. cit.) que 'on pouvait lire, sur
I'équation ® = o, les principales propriéiés de la résul-
lante; je ne reviendrai donce pas ici sur ce point.

Les raisonnements qui précédent manquent peut étre

de rigueur, mais les résultats sont trés probablement
exacts.
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LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SESSION DE JUILLET 1895. — COMPOSITIONS.

Paris.

Anavyse. — L. Les points d'un plan étant rapportés
a deux axes rectangulaires Ox, Oy, on donne les
relations

{

z={(w~+V)cose —V'siny,
(o=

() (e + V) sine -+ V' cos ¢,
ol u et v désignent deux paramétres variables, V une
fonction de v, et V' sa dérivée.

Férifier que les droites v = const. sont normales aux
courbes u = const.

Démontrer que, pour obtenir toutes les surfaces dont
les lignes de courbure se projettent orthogonalement
sur le plan xQy suivant les droites ¢ = const. et sui-
vant les courbes u = const., il suffit d’associer aux for-
mules (1) une relation de la forme z = U, ol Uest une
fonction arbitraire du seul paramétre u.

Pour vérilier que les droites ¢ = const. sont normales

aux courbes « = const., il sufiit de vérifier qu'on a la
relation

or dx  dy dy

duoe Towow
ce qui n’offre aucune difficulté.

Pour obtenir toutes les surfaces dont les projections

orthogonales des lignes de courbure sur le plan x Oy
sonl les droites ¢ = const. et les courbes u = const., on
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observe que les lignes de courbure d’une famille ont
leurs tangentes paralléles au plan x Oy, ct sont, dés
lors, dans des plans paralléeles au plan xOy. Il en
résulte qu'elles se projettent suivant les courbes
w = const., et que, le long de chacune de ces courbes,
z conserve une valeur constante. On achéve alors faci-
lement la solution.

Les surfaces cherchées sont d’ailleurs des surfaces
moulures.

1I. — Zrouver la valeur de Uintégrale
" S+
/ stlog —— s,
. 341

jrise dans le sens direct le long d’un cercle décrit de

Uorigine comme centre avec un rayon superieur
lunité.

On part des identités

59

lb[~l (:.—;—n)J: 3
et}

l)[—,‘— L(;—I)JT

On integre, on retranche membre & membre, et Pon

o

fait décrire au point z le cercle indiqué dans I'énoncé.
On trouve ainsi que la valeur de I'intégrale considérée
fiw

sl -
)
HI. — (Eiives ve LEcorr Norware). — Etudier la
surfuce

ANet+ Bey+ GCes= D.

* Lormer Uéquation des courbes C le long des-
quelles cette surface touche un cylindre circonscrit.
Montrer que ces courbes se répartissent en une infi-
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nité de familles, de telle facon que l'une de ces fa-
milles se compose d’'une infinité de courbes toutes
égales entre elles et semblablement orientées.
2° Déduire de la que Uon peut, d’une infinité de

maniéres, exprimer les coordonnées d’un point de la
surface en fonction de deux paramétres t et u sous la
forme suivante :

x = [f1(t) = fi(w),

y =Sty +[a(u),

s=[300)+ fi(u).

3° Montrer que par chaque point de la surface
passent deux courbes C de chaque famille et que les
tangentes a ces deux courbes sont des diamétres con-
jugués de Uindicatrice.

4 Démontrer que les lignes asymptotiques ne sont
autre chose que les enveloppes des courbes C d’'une
méme famille.

Montrer que le liew des milieux des cordes
d’une des lignes asymptotiques est la surface elle-
meme.

La premiére partic seule présente quelque difficulié.
Pour la résoudre, on observe d’abord qu’en déplacant
les axes para]lelcmuu a cux-mémes, on peut ramener
Péquation de la surface a la forme

(1) et 4= eY 4 et =1.

Si Pon appelle alors 2, 2, y les paramétres directeurs
de la direction des génératrices d’un premier cylindre
circonscrit, la courbe de contact de ce cylindre est
"définie par I’équation (1) et par I'équation

(2) zet—+ JeY—+ yei=o.

De méme, la courbe de contact d’un second cylindre
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dont les paramétres directeurs des géncératrices sont
!y ¥, ¥ est définic par Iéquation (1) et par 'équation

(3) a'et+ Bler—+y'ei=o.

Pour que les deax courbes soient égales et sembla-
blement orientées, il faut qu'on puisse les faire
coincider en déplacant 'une d’elles parallélement a
clle-méme. Si donc &, 7, { sont trois constantes conve-
nablement choisies, il faut que les deux systémes

et oY+ er=1
(1 ’
, )
[ aer+Bey+yes=o;
0 | erthba eyt estl=,
(1)

| a'ex+iq Bler i+ y'est=o0

soient équivalents.

Ces deux systémes sont linéaires par rapport a e,
ey ef ety si Von exprime qu’ils sont équivalents, on
obtient, aprés 'élimination de g, 7, I,

1
% a'

o) -

s

1 1
ST o
{ f

‘-

de sorte que si Pon appelle u la valeur commune des
trois diflérences qui ligurent dans ces égalités, uy, us, uy
Lrois constantrs, on a

I i 1

a —_ o [ Tp— .

= . -
(=T ! U 41, ! [

Il en résulte que les directions qui correspondent a
des courbes égales et semblablement orientées sont les
géudratrices d'un cone du second degré représenté par
I"¢quation

(Ua-= ) VS 4+ (H3— U ) ST = (11 — U) Ty = 0.

Comme ce cone dépend de deux constantes arbi-
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wraires, on voit qu’il existe deux familles de courbes
égales et semblablement orientées.

MecaniQue. — I. Une barre pesante homogéne AA’
a ses deux extrémités assujetties & glisser sans frotte-
ment sur une hélice tracée sur un cylindre circulaire
droit fixe dont U'axe est vertical. On propose :

1° De trouver le mouvement de la barre sur l'hélice
et les réactions de la courbe sur les deux extrémités de
la barre;

2° En considérant le point C, situé sur laxe du
cylindre a égale distance de A et de A', comme inva-
riablement lié a la barre, de déterminer pour une
époque quelcongue, dans le plan ACA', le point dont
la vitesse est perpendiculaire a ce plan.

Chaque point de la barre décrit une hélice d’'un mou-
vement uniformément varié, comme on peut le consta-
ter aisément par I'application du théoréme des forces
vives.

Le calcul des réactions se fait en appliquant le théo-
réme du centre de gravité et le théoréme des moments
des quantités de mouvement par rapport 4 Oz.

Quant 4 la détermination du point dont la vitessc
est perpendiculaire au plan ACA/, ellc est identique a
la détermination du foyer de ce plan. On trouve qu’il
est situé a l'intersection du plan ACA’ et du plan per-
peudiculaire 4 AA’ en son milieu, plan qui passe par
le point C. Sa distance au point C est Lcota, en
appelant % le pas de T'hélice et o I’angle de la barre
avec O z.

II. — (Eckves oe 1 EcoLe Normare). — Un corps
solide pesant, non homogéne, ayant la forme d’un
cvlindre de révolution, est couché sur un plan hori.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, L. XV. (Janvier 18¢6.) 3
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zontal fixe P, sur lequel il peut glisser sans frotte-
ment. On suppose que le centre de gravité G du corps
est sur l’axe de révolution Gz du cylindre et que cet
axe est un axe principal d’inertie relatif au point G.

Trouver le mouvement du solide supposé lancé sur
le plan. On appellera A, B, C les moments d’inertie du
corps par rapport aux axes principaux Gz, Gy, Gz
relatifs au centre de gravité.

En vertu des hypothéses, le cylindre est déterminé
en position par les coordonnées du centre de gravité ct
par la direction de I'axe de révolution Gz. En appli-
quant d’abord le théoréme du centre de gravité, on
trouve que le mouvement du centre de gravité est recti-
ligne et uniforme; en appliquant ensuite le théoréme
des forces vives, on trouve que le cylindre tourne uni-
formément autour de la verticale du point G.

HI. — (Evcives or L'EcoLr Normare). — Une figureF
de forme invariable se meut dans U'espace dans les
conditions suivantes :

Un cercle G, li¢ invariablement a la figure, roule
uniformément sans glisser sur la drotte fixe AB, tandis
que son plan tourne uniformément autour de cette
méme droite.

1° Prouver que tout déplacement infiniment petit de
la figure consiste en une rotation Q autour d’un axeA.

2* Trouver le lieu de cet axe dans le corps.

3° Trouver une définition géométrique de la surface
décrite dans l'espace fixe par ce méme axe.

4° Rappeler la démonstration de ce fait que les sur-
Jaces ainsi trouvées sont applicables U'une sur Uautre.

Le lieu de 'axe de rotation dans le corps est un hy-
perboloide de révolution dont le cercle de gorge est le
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cercle C. Dans Despace fixe le lieu de ce méme axe est

un hélicoide réglé. L'hyperboloide roule sans glisser
sur I’hélicoide.

Erreuves pratiQues. — 1. Le 24 juillet 18g5, a
midi moyen de Paris, les coordonnées écliptiques de
Vénus sont :

Longitude.........oo...oooiiiiiiiia. . 166 56", 0
Latitude .................. P 0°45'7",7

Calculer les coordonnées équatoriales de la planéte,
Uobliquité de Uécliptique étant 23°27'18",73.

On devra vérifier I’ exactitude des résultats en cal-
culant une relation dans laguelle entrent simultané-
ment toutes les données et les inconnues du probléme.

1. — (Erkves o L’Ecore Normare). — Le 2 juil-
let 1895, & midi moyen de Paris, la plancte Mars a
pour coordonnées héliocentriques :

Longitude.......................... 152°56'24",0
Latitude ........................... + 1"i7'37",7
Log. du rayon vecteur............. 0,221 6426

Au méme moment, les coordonnées du Soleil par
rapport au centre de la Terre sont :

Longitude ............. ... ......... 100°17'42",25
Latitude............................. 0® o' o
Log distance du Soleil a la Terre.... 0,007 1905

Calculer les coordonnées géocentriques de la ply-
nete.

Besangon.

Aniryse. — On donne dans un plan P un cercle O.
On considére un point M sur la circonférence de ce
cercle, et par M une normale MN « ce cercle non con-
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tenue dans le plan P, Soit o I’angle du rayon OM avec
unrayon fixeetYl’angle de MN avec le prolongement
de OM.

Quelle relation doit avoir lieu entre ¢ et 8, pour
que, le point M se déplacant sur la circonférence,
MN soit normale principale & une courbe gauche? On
démontrera d’abord que la longueur interceptée
sur MN entre la circonférence et la courbe gauche est
nécessairement constante. Montrer que le probleme se
rameéne a une quadrature; discuter, et effectuer l'inté-
gration quand elle est possible.

On exprime que MN est dans le plan osculateur 4 la
courbe gauche en égalant 4 zéro un certain déterminant.
Ce déterminant se simplifie en combinant les colonnes,
et I'on obtient une équation de Bernoulli par rapport a

ds . . .
»/(‘) pris comme fonction inconnue.
(

Apres Uintégration de cette équation, ¢ s’exprime par
une intégrale elliptique, dont la discussion est aisée.

Mecanioue. — 1. Exposer le théoréme des Sorces
vives pour un point matériel et pour un systéme de
points matériels.

1. Un mobile de poids P est assujetti a se mouvoir
swr un cercle wertical fixe. 4 ce mobile sont fixés
deux fils inextensibles passant sur deux poulies infi-
nimenl petites situées aux extrémités A et B du dia-
metre horizontal, et supportant deux poids p et q. Dé-
terminer le mouvement du sy steme.

On met ce probléme en équation a’aide du théoréme
des forces vives. Il y a deux cas particaliers remar-
quables : 1° le poids p est nul et les poids p et ¢ sont
¢égaux. Dans ce cas le point le plus bas du cercle con-
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stitue, pour le mobile, une position d’équilibre stable;
2¢ le poids P est trés grand par rapport a p et a ¢. Dans
le voisinage du point le plus bas on a alors une position
d’équilibre stable.

1. Dans un plan vertical une parabole constante
tourne autour de son foyer F. Un fil enroulé sur la
parabole porte un poids M. Déterminer la trajectoire
du point M et sa vitesse quand la parabole tourne
d’un mouvement uniforme.

La wrajectoire du point M est une chainctte.

Errevve praTiQuE. — Caleuler les coordonnées
équatoriales A/, @', R' du centre de la Lune vue d’un
lieu de latitude © = 45°2810" au moment oiv I'heure
sidérale locale est 5"43™56° et oi les coordonnées
géocentriques de la Lune sont :

”

A = 2"15" 498, © =+ 10"3"17",
i

= - ™ = 58’ 17”.
sin oy

Caen.

Anavvse et Geomerrie. — 1. Etant donnés deux axes
rectangulaires OX, OY, on considére toutes les ellipses
qut ont pour axe OX, qui passent par un point B
donné sur OY et qui sont semblables a Uellipse
3x24y2=1 : trouver les trajectoires orthogonales
de ces ellipses.

Equation des ellipses :

3e2+y24-2ax —h2=o0 (=« variable, 2 = OB).

Equation des trajectoires :

3 h2
EI SO S A
zr= s Ay 3
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1. Fn désignant par z = x + iy une variable ima-
ginaire, calculer Iintégrale

/‘ sinz dz
e
I(r—3)

wrise le long du contour représenté par l'égquation
/ 5 2 I q
224 2y2—o2xr —1=o0.

Le contour, elliptique, contient le seul pole z=o0: or

S z 32
.»-——E-—r... l+"-_:+-7?z'+...

I
= —
o T

e

sinz

[ -

B(w—3z) =

D3

1

|-

LX)

1

3]

. 9l ,
I'intégrale est =, le contour étant parcouru en sens
g p= P

direct.

Mecanique. — L. Un plan P se meut en glissant sur
un plan fixe Q, de telle sorte que le centre instantané
de rotation C se déplace avec une vitesse constante m
sur une droite fixe OX du plan Q et que le centre des
accélérations du plan mobile, A, reste a une distance
invariable h de OX, l'angle ACX étant droit & U'in-
stant initial. Chercher comment varient avec le temps
la vitesse © de rotation du plan P et 'angle ACX.
Déterminer et construire la roulante lieu du centre
instantané C dans le plan P.

Des formules qui donnent 4 un instant les accéléra-
tions des points d’un plan mobile, on tire, pour les
coordonnées du centre A relatives a la tangente et a la
normale communes a la base et & la roulante S,

w3 ds x

y=—— 0 =
w+w?dt’ ¥

' .
=— — = cotACX,
w?

s élant 'arc parcouru par C sur la base etla roulante S,
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. ds -, .
siy=~n, =; = m, on trouve, aprés intégration,

h t—=)? —
(1) .l:—-—’;z[l—i-ln’(——)-]’ cotACX = m?

T
® 4 h? aft

la constante T est nulle. Soient £, 7 les coordonnées de C
par rapport a des axes Q&, Q7 du plan P, « I’angle de la
tangente a S avec Q§; do = — wdt; remp]ag,ant w par

t
sa valeur (1) et s par —»ona

4 hds I h da
da:%, s=2htang -2, ds = — ;
4 I 4 s2 2 cos? ,oz

dt = ds cosa, dry, = ds sina,

P'intégration donne , 7 en fonction de a.

II. Chaque élément d’un fil flexible et inextensible
est attiré vers un point fixe O avec une force propor-
tionnelle a la masse de ’élément et & Uinverse de sa
distance au point O; on suppose que, lorsque le fil est
en équilibre, sa tension en chague point y est propor-
tionnelle & la densité. Déterminer la figure d’équi-
libre et la loi suivant laquelle la densité varie le long

du fil.

Courbe funiculaire plane. — Soient T la tension,

< la densité :
N\ A
T = e, dT—-/\)\aff— ——ATQ, T_z: =<’ ) ,

p étant la distance du pole O 4 la tangente, Tp="Typ,
N\ r2 db pPorl
. ket = L9070
('0) ( > Vdria-rr diz =P d cos(k -+1)0

Erreuve pratique. — Calcul de la longitude et de
la latitude d’une étoile, étant données R, ® et I'obli-
quité de Uécliptique.
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Dijon.

Assuyse. — L. Prouver que la somme d’une série
entiére est une fonction continue de ses variables dans
des cercles concentriques & des cercles de convergence,
mais de rayons plus petits.

Il. Formation et intégration de léquation aux dé-
rivées partielles des surfaces développables.

L. Zrouver les trajectoires orthogonales des sur-
faces ayant pour équation générale en coordonnées
rectilignes rectangulaires

Pat4+ Qyv--aRsv=o,

oiL a représente un paramétre variable; examiner les
divers cas qui peuvent se présenter suivant les valeurs
particuliéres attribuées aux quantités constantes P, Q,
Ry %, v

Les ¢quations
(1) X =9(a), Y =y (), 7 =4(a),
ol a joue maintenant le role d’une variable auxiliaire,

représenteront unce ligne trajectoire des surfaces pro-
posées, si I'on a, quelle que soit a, 'équation finie

() PX}+ QYt 4 aRZY = o,

el cette trajectoire sera orthogonale, si I'on a les deux
équations différenticlles
dX dy dZ

3 —— 1 APXM = ——  u QYe—t= Zv-t

) da da nQYE da vaR ’
exprimant 'identité, en direction, de la tangente menée
a la ligne (1), au point correspondant a la valeur ac-
tuclle de @ ct de la normale construite en ce méme
point a celle des surfaces proposées qui y passe.
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L’addition terme a terme des rapports égaux (3),

ltipliés, en haut et en bas, pa vz respeclive-
multipliés, ,pr)\,;,—v- especliv

ment, donne, a cause de ’équation (2),

Xax_ Yy nan_
»da pda  vda®

T S .
d’on équation intégrale premiére

X2 /2 72
X + — =C.

X oy

Une seconde, a adjoindre a celle-ci et a I'équation (2)
pour achever la solution du probléme, est fournie par
I’intégration de la premiére équation différentielle du
groupe (3), intégration s’exécutant immeédiatement
d’'une maniére variable avec les valeurs des exposanits
), u et des coefficients P, Q. Si, par exemple, on a
)= u =2, P=Q); cctte seconde intégrale est

Y = DX,

montrant que les trajectoires sont alors des lignes planes
dont les plans passent par I'axe des z, etc.

Meécanique. — I. E'quations d’équilibre du fil flexi-
ble ; cas ot l'on peut former des intégrales pre-
miéres; cas oit I’on prend pour variable indépendante
l'une des coordonnées d’un point du fil.

[1. Un point pesant est lancé verticalement au-
dessus du sol avec une vitesse v,. On demande en quel
point il traverse le plan horizontal passant par la
position initiale, lorsqu’on tient compte de la rotation
de la terre.

Les axes étant : I'axe des z la verticale dirigée vers le
haut, ’axe des x la tangente au méridien dirigée vers
le nord; I'axe des y la perpendiculaire au méridien
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dirigée vers l'est, les équations a appliquer sont

d2z dy

— _—10)005)\%’

dry dx .y dy
T =2 <cos)\;l—t- ——sm)\m>a
d*s . ady

i =—g+2w sm)\—gz )

ol w est la vitesse de rotation de la Terre, A la colati-
tude du lieu, I'origine des axes est la position initiale.
On intégre ces équations avec les données initiales

dx dy ds
To=JYo= S9= 0, <217>0=0: <dl><,:O’ (ZZZ 0=V«n

on développe les intégrales suivant les puissances de ,
en se bornant 4 la premiére puissance.

Erreuve pratiove. — Connaissant la longitude d’un
astre, 45°12'13" 5, sa latitude 0°23' 58" ,1 et U'obliquite
de Uécliptique 23°25'10",4, calculer son ascension
droite et sa déclinaison.

On trouve

R = §2°36'13", 65,
8 =106"37" 7",7.
Nancy.
Anavyse. — 1. Etant donnée U'équation différen-
tielle
dy

(‘i; :./(Z‘,.}’),

ol x désigne une variable réelle et f une fonction
réelle, démontrer que, sous certaines conditions que
U'on indiquera, il existe une fonction réelle y de x,
définie et continue dans le domaine de x,, satisfaisant
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a Uéquation différentielle et qui, pour x= x,, prend
la valeur yo. Montrer, en outre, qu’il n’existe qu'une
seule fonction possédant ces propriétés.

I1. On donne une courbe C tracée sur une sphére de
centre O et de rayon égal & l'unité. Les coordonnées
rectangulaires d’un point M de cette courbe ont pour
expressions

‘T=“(V)7 .}’=B(V)y 3=Y(V)y

v désignant Uarc de la courbe terminé en M. A chaque
point M, on fait correspondre une droite D, passant
par M, la correspondance étant définie par les équa-

tions
a= f(), b=gH), c=h(v),

olt a, b, c sont les cosinus directeurs de D; soit S la
surface réglée engendrée par D).

1° Démontrer que la condition nécessaire et suffi-
sante, pour que C soit la ligne de striction de S, est

dads + dbdf + dedy = o.

2* On suppose que la droite D est située dans le
plan tangent mené par M au céne de sommet O ayant
pour directrice C; calculer [l’angle » ayant, pour
coté origine, la direction OM et, pour autre cété, la
direction de D.

3° On applique la surface du céne et ses plans tan-
gents sur un méme plan; expliquer comment se déve-
loppent les droites D; déduire de la un mode de
génération simple des surfaces S dans le cas parti-
culier considéré.

Menons & chaque génératrice MG de S une paralléle
Og par le point O; on forme un céne directeur s, dont
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la trace sur la sphére est une courbe c; soit m le point
dc cette courbe situé sur Og.

1° La perpendiculaire commune a une génératrice G
ct i la génératrice infiniment voisine est perpendiculaire
au plan tangent au cone s suivant g, par suite a la tan-
gente en m a la courbe ¢; pour que C soit la ligne de
striction de la surface S, il faut que la perpendiculaire
commune considérée soit la tangente en M a C; par
suite, les deux tangentes 4 C el ¢ en des points corres-
pondants doivent étre rectangulaires, d’ou la condition

dadx + dbd3 + dedy = o.

2" Si, de plus, G se trouve dans le plan tangent au
cone de directrice C, ¢’est que g se trouve aussi dans ce
plan, et que m se trouve sur I'arc de grand cercle tan-

Fig. 1. Fig. 2,
\
e AM,
G N
N
‘ 0 ! \G‘
\\ ‘ . R B 7

NO

gent & G en My d’aprés la condition précédente, la tan-
gente mt doit étre perpendiculaire & MT, ev 'arc du
grand cercle Mm doil étre normal en m i la courbe c;
des lors la courbe ¢ est une développante de C, et
Parc Mm est égal a I'arc v de C, compté dans un sens
convenable; c’est la valeur de I’angle MOg.

3° Lorsqu’on applique le cone de directrice C sur un
plan, la courbe C devient un grand cercle, et les géné-
ratrices G se développent suivant des droites paralléles
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a une droite fixe O g, puisque I'angle OM, G, est égal a
I'arc gy M, compté & partir d’'un point fixe.

On aura la surface en tragant, dans un plan tangent
au cone des droites, M, G, paralléles & une droite fixe,
ctenvoulant le plan considéré sur la surface du cone de
directrice G, de facon que les génératrices restent dans
les plans langents successifs.

Les formules ordinaires conduisent au résultat. Si
I'on prend

Tr=—a+ ap,
y=3=0,
s=v +cp

comme coordonnées d'un pointde S, la ligne de striction
est définie par
bde —cdh a dz
— | cda —ade b d3
adhb—bda ¢ dy |
O Chde —cib )P (eda — e+ (adb —bda )? 3

cn annulant le numérateur, on a

bde —cdb a da
o= | cda —adec b d3

adb —bda ¢ dy

bde —cdb a d=
= 35 cda - ade b dp ;
o o dadx+ dbd3 + dedy
daprés a? + b2+ ¢2 =1, d’ou la condition.

Pour la deuxiéme partic, on a d’abord la condition

a b ¢
x By
dx  d3 dy
dv dv dv

= 0.
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puis
ada +~ bdb-+ cdc=o,
ada+ BdB+ ydy=o,
dadx + dbdB + dcdy = o.
da _ db _ dc
To ¢ [ a b
di dy dy dx | da dB
_ Sada __ Xada
T e B | o
a O ¢
da df dy
D'ou
Sada = o.
De plus
cosw = az + b3 + ey,
dcosw . da . da e da‘
—a ~.‘..a(—1; “+ Ya O __...a—(E
Alors, en formant A2,
dcosw
1 COSty  ————
' v
o | ) <(Icnsm>‘~’
0=A'=| cosw 1 0 =1—Cos?w — .
v
dcosw v
ody ¢ dvr ! |
D’ou
dw
;{;zil, w =7 £ w,.

Le¢ reste s’en déduit.

MécaniQue. — 1° Un gyroscope est composé: 1° d’un
tore homogéne (<) pouvant se mouvoir librement au-
tour de son axe; 2° d’un cercle homogéne (c) situé
dansle plan de I’ équateur du tore, tangent intérieure-
ment et invariablement lié au tore; 3° d’une tige ho-
mogene AB formant U'axe du tore, invariablement
lice au cercle (c) et dont le milieu O coincide avec le
centre de gravité commun du tore (<) et du cercle (c),
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et 4° d’une circonférence de cercle (y) homogéne, de
centre O, dont un diamétre coincide toujours avec
laxe AB du tore et qui peut se mouvoir librement
autour de son diamétre A'B' perpendiculaire 3 AB.

Le gyroscope est fixé par son centre de gravité O.
Le diamétre A'B’ de la circonférence (y) étant ho-
rizontal, on le fait tourner avec une vitesse angulaire
constante donnée w autour de la nadirale Oz passant
par O. On incline 'axe AB du tore sur la nadirale
d’un angle donné o et I’on imprime au tore une vitesse
initiale n autour de cet axe AB, puis on l’abandonne
a lui-méme.

En quel point de l’axe AB du tore faut-il appliquer
« Uinstant initial une masse pesante additionnelle m
pour que cet axe AB tende indéfiniment vers la nadi-
rale Oz sans jamais Uatteindre.

22 Si le rayon du cercle générateur dutore est égal
a un centimétre, le rayon du cercle (¢) a trois centi-
métres et le rayon de la circonférence () a six centi-
métres, on demande de calculer les moments d’inertic
des quatre piéces du gyroscope par rapport a AB, par
rapport & A'B' et par rapport a la perpendiculaire

menée par O au plan AB A'B'.

Eereuve praTiQue. — A San Francisco, dont les
coordonnées geéographiques sont

Longitude . ........ 124°45" 15" Ouest,
Latitude...... vevee 37°49'27" Nord,

on observe U'étoile Wéga, dont les coordonnées sont
Ascension drotte . ....... 18"33™6", 8
Déclinaison ............. 38°41",0"2

aprés son passage au plan meridien ; on trouve pour sa
distance zénithale
72°28"30", 4.
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Déterminer U'heure siderale de San Francisco et
celle de Paris au moment de l’observation.

Lyon.
AxaLyse. — Intégrer
fe
A2y dy .
xrt —L —ox -5 +a?x?y = xtsintacx.
da? dz Y

Apreés avoir intégré I équation sans second membre,
on vérifiera que l'équation compléte posseéde ['inté-
grale particuliére

/ . 4—06arr? 8 .
y=A+ B{—oarri+ 21— l_cos2ar - -aaxsinzar),
N 9 9
ot A et B sont des constantes & déterminer, a une
constante donnée.

Tout se réduit & intégrer

: DAY LAY e
(0) x oy T g dr Kty = o.

Quelques explications préalables sont nécessaires sur
cerlaines équations traitées par M. Lafon dans son
Cours.

Soit I'équation de Riccati

H=P(y,a,b,c,n)=x Zg —ay +by*—cxr=o,

a, b, ¢, n = const.
Lorsque n = 2.a, la substitution
(" Yy =sx¢
sépare les variables, et il vient
‘ dz

re-tder = — .,

¢ — bs*
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Posons maintenant

il viendra
Hy=P(y,a-+n,c,b,n)=o.

Si ensuite

{ Hi=P(ys, a+in, ¢, b. n)=o siiimpair
? H;=P(ys a+in, b,c, n)=o0 siipair

n

. &
POSOHS mamlenanty == i;; on aura

G=P(u,n—a,c, b, n)
et par le méme procédé

{ Gi =P (usy n—a-—+in,b,c, n) sidimpair

| G;=P(upn—a-in,c, b, n) siipair |\

La séparation des variables se fera par la formule (1)
sur
) II; si 2(a-+-in)y=n )
() . R i

G; si 2a(n--a--in)=n)
Pour un caundidat éléve de M. Lafon et prévenu des
habitudes de ce professeur, il était naturel de se de-
mander si (0) n’était pas une équation H déguisée. Cest
eflectivement le cas.
d . .
5 . ay . .
Posons yt — S puis 3= 1 il viendra

H—=P(s5,3,1, -£k2 2).
La seconde des relations (2) est satisfaite pour i =1,
puisque @ = 3 et n == 2. La séparation des variables se
fait sur G,.

Ann.de Mathémat., 3*série, t. XV. (Janvier 18¢6.) 4
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On trouve
G =P(u, —1,—4%% 1, 2),

, . Gtzp(uir I, I,_‘k27 2),
c’est-a-dire

du
Z — — uy+ ul = — k2z?.

dx

Posons, conformément a (1), u, = xv; on aura fina-

. dv 5
T - Z;—_:';)—z = const.

Le lecteur achévera sans peine 'intégration de (o).
I g

lement

Mtcanique. — L. Aetraction d’un ellipsoide homo-
géne de révolution aplati sur un point de sa surface.

II. A4 chague sommet d’un triangle équilatéral, de
grandeur invariable, dont la hauteur I est donnée, on
fixe un point matériel, non pesant, de méme masse m.
L'un des cotés se meut dans un plan fixe; le sommet
opposé se meut dans un second plan fixe, paralléle au

. . h
premier; la distance des deux plans est - -
2

Liudier le mouvement des trois masses, en tenant
compte des forces résultant des éguations des liaisons.
On négligera les frottements.

SESSION DE NOVEMBRE 1895. — COMPOSITIONS.
Montpellier.

Anavyse. — L. Calculer la valeur de Uintégrale
triple

ff [5(x—y)2'+ 3az —4a?ldrdyds,
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x, ¥, z prenant tous les systémes de valeurs qui veri-
fient les relations

r?+ y?*—az - o, 2+ y2+ 32— 2a2 < o.

En posant xr =p cose, Y= sine, et remarquant que

[f/x) dxdydz=o0, ona

fff(5pﬂ+3az—da?)pdpdsd0,

ol Cam et p2<as, < 2a2— 32,

ou encore

27 [d:[ (5p2-+3as—4a?)pdp

\/211’—-..
—+ [ d“'f (5p2+ 3a~—4a?)pdp]
a

“a
as 5 rad
=ao2n|— — + — |= .
12 8 12

Il. Intégrer U’ équation

2
s 2y —l—3(x—(v,)m-ii——}i

z? dz3 dx?

+(3a>—3a -+ l).’L‘Z’—; — ady = bx™m.

Examiner en particulier le cas ol m == a.
En posant x = ¢!, I’ équation devient

3 d
%t%, ——Sa%t%/ ~,—3a23}t—/ — a3y = bemt

dont I'intégrale générale est

b
y= (/n a)3 emt — eat(cy—+ cot + c312%)

b 2
= (m—ap zm+ za[cy+ ¢y logz + c3logix].

Si m = a, en posant m = a -+ ¢, et faisant tendre ¢
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vers o, on trouve
- b ua ool alel = ¢l log L log2 g
yo= gaelogir - [y = cyloga - ¢y log2a].
Mtécanique. -- L. Dans le tétraédre OABC, I'angle
triédre O est trirectangle, et les arétes issues de O ont
pour longuewr commune Uunité. Ce tétraédre est en
mouvement et, & l'époque 1, les vitesses des points A,

B, C ont pour projections respectives sur les droites
OA, OB, OC les valeurs suivantes :

\ ’ )+\/§ z‘—y/w
X 5 s ; s
—V3
B - 2 ww\r,x,
)
- .
(W , 35
)

on demande de déterminer, pour Uépoque t, les élc-
ments du mouvement hélicoidal du tétracdre.

Les paralléles aux trois vitesses menées par O ont
leurs extrémités dansle plan X + Y + Z == 2. L’axe in-
stantané est perpendiculaire & ce plan, et la vitesse de
translation paralléle a cet axe a ses trois composantes

.

égales a

il N

On a les composantes des vitesses de rotation en re-
2 ,
tranchant : de chacune des composantes données. Les
J

trois plans menés par A, B, C, perpendiculairement a
ces vitesses, se coupent suivant une méme droite,
X =Y ==Z, qui est I'axe instantané. La vitesse angu-
laire o =1 sc déduit de la vitesse de I'un des points A.

L. Un point matériel non pesant, de masse 1, est



(53)

sollicité par la force centrale

d2 -
. 1 1 % . I T T
Feo 5\ -4 5= ) ou P =ya’costw —+

2sin?w,

a, b étant des constantes; r,w les coordonnées polaires

du point par rapport au centre. 4 t == o, on a r =a,

la vitesse étant perpendiculaire au rayon vecteur et

‘oale 0 1
(,D(lell;;"

Déterminer la trajectoire, étudier la variation de

la vitesse, trouver le temps mis par le mobile pour re-

venir & sa position initiale.

Le principe des aires et le théoréme des forces vives

donnent les deux équations

2l dr = d ‘ (ZZ )z, 2 (d_t’)z] —d [I_I'_ (’(/L
. / \ g

d’ou

¢quation dont I'intégrale générale est

I I .
= - 4] COSW - Cy SINW;
r o

les conditions initiales donnent ¢, = ¢, = o et

r2= a?cos?w -+ bH2sin?w;

la trajectoire est la podaire d’une ellipse. On a

I
- R Y
o dw? r dw?

r* \dw

ré

ﬂ[aﬂ(-za‘i — b2) cos?w

1 (dr)‘—’ a*cos?w - b*sin?w

’

+ b*(2h? — a?] sin2w ]sinw cosw.
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.o a — . . ‘R
Si 1< < << /2, la vitesse est maxima pour w = - et
~ b 9 2
RE ..
—> et minima pour w = o et .
. A — . .
Si 7~ \/2, la vitesse est maxima pour
tane L a, /rar— b2
a w = - e e
° bV ar—a20*

* Ty e v

K]

et minima pour w = o,
$is < d dsul analogue
i <{1, on a des résultats analogues.

Le temps employé pour revenir au point de départ est

27
T = / (a?costw —- b2sin2w) dw = ©(a? -+ b?).
0

Cpreuves praTiQues. — Calculer, pour un instant
déterminé, la longitude et la latitude géocentrigues
d’une /llzmétc, connaissant, en cet instant, les coor-

donndes héliocentriques de cette planéte :
Longitude. ........... 253° 847", 2
Latitude.............. - 5°32" 6", 4
Log. du rayon vecteur. T,7836251

éocentriques du Soleil :

d

et les coordonndes g

.

Longitude...... ....... 53°13' 14", 7
Log. du rayon vecteur... 0,018723

L, B, R, £ et d représentant les données; A, 3 les in-
connues, on a

pcosfcost = dcos{ + RcosBcosL,
ocosBsink = dsin £ + RcosBsinL,

psin3 = RsinB,
et en Posallt
RcosBsinL — — tana? RcosBcosL tang? §
dsinf T ansTe dcos{ &%
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on a
tang £ cos29 cos?y RsinB sinA cos?o
tang} == S — s tangf = ——————1;
cos?q cos2y dsin{ cos20
on trouve

"

o
= 39.45.32,4,

27.54.23,5,

i

i

?
v
B=— 6.27. 7,6,
A= 29.47. 7,3.

QUESTIONS.

1706. Par chaque point M d'une ellipse on méne deux droites
qui rencontrent le grand axe sous l'angle d’anomalie excen-
trique relatif a M.

Chacune de ces droites enveloppe une hypocycloide a quatre
rebroussements. (E.=N. BARISIEN.)

1707. Les courbes (M) et (M’) sont caustiques réciproques
par rapport a la courbe (A), c’est-a-dire que les tangentes MA
et M'A aux courbes (M) et (M’) font des angles égaux avec la
normale Aa en A 4 la courbe (A), « étant le centre de cour-
bure correspondant. La perpendiculaire abaissée de M sur A«
coupe AM; en M. Démontrer que la perpendiculaire ¢levée en
M & MM’ et la perpendiculaire élevée en M' & AM' se coupent
sur la droite aM,;, ce qui permet de construire le point M,
lorsque M et « sont connus.

Corollaire. — Si la courbe (A) est une conique de foyers
M et M', ce théoréme fait connaitre le centre de courbure a
répondant au point A de la conique. (M. p’OcAGNE).

1708. Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée du point
fixe O sur la tangente en A 4 la courbe (A). Le point M décrit
la podaire (M) de la courbe (A) pour le point O. La perpen-
diculaire élevée en O a OM coupe la normale en A a la
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courbe (A) au point m. On sait que Mm est la normale a la
podaire (M).

Soient, en outre, a et p les centres de courbure des
courbes (A) et (M) répondant aux points A et M.

On a les théorémes suivants :

I. Si la perpendiculaire élevée 3 OA au point O coupe Aa
au point B, et si MB coupe O« au point D, la droite AD passe
par u.

II. Si la perpendiculaire élevée @ Mm en m coupe OM au
point H, la droite qui joint le point H au milieu I de Ox passe
par p.

HI. Si J est le pied de la perpendiculaire abaissée de =
sur OM, K le pied de la perpendiculaire abaissée de J sur Mm,
L le pied de la perpendiculaire abaissée de K sur Az, la
droite OL passe par p.

Le théoréme I a été démontré par M. Husquin de Rhéville
dans les Nouvelles Annales (3° série, t. IX, p. 142). J'ai ob-
tenu les théorémes II et III par des voies absolument diffé-
rentes. Je propose ici de déduire ces deux théorémes du pré-
cédent. (M. p’OCAGNE.)

1709. On donne sur un plan les circonférences de cercles Gy,
C;, C;. On trace une circonférence O tangente a Gy et C,.

On demande :

1° Quelle est I'enveloppe de 'axe radical de C; et de O,
lorsque cette derniére courbe varie en restant tangente a G,
et C,?

2° Quel est le lieu du point de rencontre de cel axe radical
et de la droite qui joint les points de contact de O avec Gy
et Cqg? (MANNHEIM).

1710. Une série de bougics, de compositions et de hauteurs
différentes, sont posées verticalement sur une table et allumées
au méme instant. Démontrer : 1° que généralement le centre
de gravité du systéme formé par les bougies décrit une série
d'arcs d’hyperboles successives; 2° qu'a un instant quelconque
I'hyperbole correspondante a une asymptote verticale qui
passe par le centre de gravité primitif des parties consumeées
des bougies qui brulent encore a Pinstant considéré.

(WaLTON).
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LES CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES ».

Désireux d’établir une émulation bienfaisante parmi
les personnes qui s’occupent des questions de Mathéma-
tiques relevant de I'Enseignement supérieur, les rédac-
teurs et les éditeurs des Nouvelles Annales ont résolu
d’ouvrir, aux abonnés de ce Journal, deux fois chaque
année, un Concours sur des sujets rentrant en général
dans les programmes de la Licence et de I’Agrégation.

Pour le choix des questions ainsi mises au concours,
et aussi pour le jugement a intervenir, la Rédaction ne
manquera pas de faire appel a ses Correspondants des
I'acultés; leur haute compétence sera une garantie com-
pléte d'impartialité, bien que les Rédacteurs assument
sans réserve la responsabilité scientifique des décisions.

Les Concours dont il s’agit donneront droit :

1° A un crédit de 100" d’Ouvrages a choisir dans le
Catalogue de MM. Gauthier-Villars et fils;

2° A 'insertion du Mémoire primé;

3" A un tirage a part gratuit de 100 exemplaires de
ce Mémoire.

Pour I’année 1896, le temps matériel faisant défaut,
il y aura un seul Concours. Dans un prochain numéro,
nous publierons le texte de la question choisic et nous
ferons connaitre les mesures de détail qui devront étre
prises par les auteurs de Mémoires.

Dés a présent, nous pouvons annoncer que la date
extréme a laquelle les manuscrits devront étre parvenus
a la Rédaction sera celle du 15 Octosre.

Du reste, un délai d’au moins six mois sera toujours

Ann. de Mathémat., 3* série, t. XV. (Février 1896.) 5
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laissé aux concurrents, entre ’annonce de chacun des
Concours et la date extréme de remise des manuscrits.
Les Repacreurs.

[Dzba]  UN PROBLEME SUR LES SERIES;

Par M. Micuer PETROVITCH,
Docleur ¢s Sciences mathématiques, 4 Belgrade ( Serbie).

1. Proposons-nous, connaissant la somme F (x) d’une
série

F(r)=9()x+g(2)x*+...+o(n)zt=...,

d’en déduire la somme de la série

P (xr)=

(e o(2)x?  of(3)xd c(n)zn
: + T e LT
1 1.2 1.2.3 1.2...0

T ey

a 'aide des intégrales définies.
SO'lt ¢ une quantité positive telle que, pour |u| <o,
on ait

2 ¢(n)ur = F(u).
1

Soit, d¢ plus, @ une constante a partie réelle positive
¢t ¢ une constante positive.
Posons
T

u = 1)
a -+ 3¢

¢t envisageons l'intégrale définie

J = [ F(u)eesi dz,
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quon peut écrire sous la forme

J=29(n)f unecslds.
1 —

On sait (d’aprés Cauchy) qu’en général si p—1,
¢ et la partie réelle de a sont des quantités positives,

ona
@ ;-
_ePds 2% . pac
J_(a+ 3¢ T(w)
® eciz ds
/ . = 0,
J_a+zi
donc

©

2T LY n)ycrxn 27 .
1= 2T 2 p(n)erzr 2% o(er),
ceac 1.2...0 ceac
1

et, par suile
9 )

) ceac
(1) D(er)= J

2 T

ou encore
® TR (uyesid
: = —-- S as.
() () 2114/_,, (u)e
D’ailleurs, quelle que soit la valeur de x, on peut

toujours douner a @ une valeur telle que sa partie réelle
solt posilive et que

r \ <o
« -+ St
pour toutes les valeurs de z entre .— o et + . Les for-
mules (1) et (2) sont donc, grace a l'indétermination
de a, valables pour x quelconque.

Soit maintenant F (u) une fonction holomorphe quel-
conque de u. Sielle ne s’annule pas pour u = o, I'inté-
grale J est indélerminée, car on a alors

[ ec3iF(0)dzs = [F(o)‘%ﬁ.l]m = E%(Dlim[zsincwrl

v—x
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pour w = oc, ce qui est indéterminé. Pour que J ait un

sens, il faut donc que F(0)= o, et 'on aura

Fn)
p(n)= -2,

.o

ce qui donne la formule intéressante

Fin(o)zn
(3) = F(u)eidz.
, =

(to2...n)

Permutons x et ¢ dans la formule (1) et faisons en-
suile c =1; on aura

27T

[ Remmas - 2

P(r

avece

et cela pour toutes les valeurs positives de x pour les-
quelles ®(2) converge.

2. Soit maintenant ¢(z) une fonction satisfaisant
aux conditions de Dirichlet (c’est-a-dire ne présentant
qu’un nombre limité de maxima et de minima dans tout
intervalle fini) ; on sait qu’alors on peut écrire

$(3) = fi(3)—fa(2),

ou f, et f; sont deux fonctions constamment finies et
ne croissant jamais. Nous supposerons, de plus, que,
quand x tend vers == oo, f; et f, tendent vers une méme
limite finie et déterminée, de sorte que lim{(z) =o.

L’intégrale
lef Y(z)exxids

(ou r est positif) aura alors, comme l'on sait, un sens
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et sera fonction de x. Les intégrales de cette forme
jouent un réle important dans la Physique mathéma-
tique, par exemple dans le probléme de I'armille, dans
l'intégration de I'équation des cordes vibrantes, de 1'é-

quation des télégraphistes, etc.
Supposons que, pour | u| suffisamment petit et a con-
venablement choisi, ayant sa partie réelle positive, la

fonction B
-2

soit développable en série de Taylor

y[(a=12)1] =ie<n,a)u" (3

alors, en posant

a—+ 3t
on aura
J,=f g‘;[(a—i)i]ew‘dz=26(n,a)f urerxidsz,
—w y . —e

ou

zear 1.2.3...n
1

f Y(s)ei ds = — Yr, @)z,

et cela pour toutes les valeurs positives de x pour les-
quelles la série converge. On a ainsi un développement
taylorien de I'intégrale.

3. Remarquons que 1'on peut encore résoudre le pro-
bléme 1 a I’aide d’une proposition énoncée par M. Peano

(*) On doit avoir 6(o,a) = o, d’aprés I'hypothése lim¢(z) =
pour z = o,



(6a)
dans I'Intermédiaire des Mathématiciens, n° 1, 1894,
et qui est la suivante :
Etant données les séries

Up—T U+ Ug+—=Uz—i-.. .,

Vo V1 + Vo & V3 +.. .,
supposées absolument convergentes, la série
UgVo+ UV + UgVe ...

aura pour somme l'intégrale de o & = du produit des sé-
ries
Ug—+ Uy eFl 4 uye?3 4 uzedsd ...,

Vo + vy e~ 4 pge—23 4 pge—32i— .|

plus le produit des mémes séries lorsqu'on y échange z
en — x, le tout divisé par 27,
11 suffit, pour résoudre le probléme qui nous occupe,

de prendre
1

Uy = ——
" 1.2.3...n

V= ﬁ"(n)x",
ou encore
xn

U, = ——
" 1.2.3...n

) =10 (n).

De la méme maniére, on peut le résoudre a l'aide
d'une proposition de Parseval, qui consiste en ceci (*):
Iltant données deux séries

¢(3) = Uog—— U5+ U532+ ...,
$(3) =)+ 018 + 0952 ...,
supposées convergentes a lintérieur d’'un cercle de

rayon un peu plus grand que un, ayant son centre a
I'origine, on aura

am
Ug0o—+ Uy Oy~ Ug¥s—+ ... = —ﬁ /‘ o (ebi) () db.
Jo

(") H. LAvRENT, Traité d’Analyse. t. 111, p. fio.
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J'ajoute, en terminant, que I'on obtient immédiate—
ment, a I'aide de ces diverses formules, diverses expres-
sions des transcendantes J de Bessel. Ainsi, par exemple,
en posant

F(u)=er—1,

la formule (3) donnera

x
x x

— +—-i— +-'r3~ .= eafw<e"+°’-—-|>ezfdz
GhE T Ghp ™ @ . '

27T

expression qu’on peut transformer de différentes fa-
(;0115.

[05p] LE THEOREME DE GAUSS SUR LA COURBURE;
Par M. A. CALINON,

Ancien éléve de 1'Ecole Polytechnique.

Nous supposerons d’abord démontrée la proposition
suivante :

C étant une courbe située sur une surface S, et D
une surface développable circonscrite a S le long de C,
on développe cette surface D sur un plan, et, aprés ce
développement, C est devenue une courbe plane C';
prenons sur C et C' deux arcs correspondants quel-
conques s et s'; la courbure géodésique de 'arc s sur la
surface S est égale a la courbure plane de I'arc s’ situé
dans le plan de développement.

Cela posé, considérons en un point M de la courbe C
la génératrice rectiligne T de la surface développable D
et la normale N a la surface S. Développons D en cou-
pant cette surface suivant la génératrice T, laquelle
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donne ainsi en développement deux génératrices T, et
T, : la courbe C se développe alors suivant une courbe ¢
qui coupe T, et T, en a et @ sous le méme angle «; il
en résulte qne les tangentes en a et a’ a la courbe ¢
font le méme angle ¢ que les génératrices T, et T, :
donc I’angle ¢ de T, et de T, est la courbure plane de
la courbe ¢ ou la courbure géodésique de la courbe C
sur la surface S.

Au centre O d’une sphére de rayon unité, construi-
sons deux cOnes respectivement paralléles d’une part
aux génératrices T, d’autre part aux normales N, le
premier cone ayant pour base surla sphére la courbe B,
et le second la courbe B,.

En développant le cone de base B, sur un plan, la
courbe B, devient un arc de cercle dont I’angle au centre
est évidemment égal a I'angle de développement o de
la surface développable engendrée par T. Ainsi la lon-
gueur de la courbe B; est la courbure géodésique de la
courbe C.

Mais la normale N est évidemment normale au plan
tangent suivant MT ala surface développable engendrée
par T'; donc les deux cones de base B, et C, sont sup-
plémentaires et, si ¢ est 'aire sphérique comprise dans
la courbe B,, on a B;+ ¢ =27 ou ¢ + ¢ = 2m. Mais
Paire o est, par définition, la courbure totale de la por-
tion de la surface S comprise dans la courbe C; par



(65)
suite, la formule ¢ = 2mw—© exprime le théoréme de
Gauss.

[K415b] DETERMINATION DES POINTS D'INFLEXION
DANS LE DEVELOPPEMENT DE LA SECTION PLANE D'UN CONE;

Par M. F. BALITRAND,
Lieutenant du Génie & Montpellier.

Dans le numéro du mois de décembre 1894 des
Nouvelles Annales de Mathématiques, M. Carvallo a
critiqué, avec raison, la méthode classique employée
pour déterminer les points d’inflexion dans le déve-
loppement de la section plane d’'un coéne. Nous allons
donner deux démonstrations, a ’abri de tout reproche,
croyons-nous, du théoréme suivant :

Tatonime. — Si, en un point A d’une section plane
d’un céne, le plan sécant est normal & la surface, sans
étre perpendiculaire a la génératrice qui passe en ce
point, le développement de la section présente un point
d’inflexion au point qui correspond au point A.

Considérons une pyramide SABCD... inscrite dans
le cone, et dont les faces seront aussi petites qn’on le
voudra; le développement du cone est, par définition,
la limite du développement de cette pyramide quand
les faces tendent vers zéro. Nous supposons que le plan
sécant ABCD... est normal a la face SAB, sans étre
perpendiculaire & I’aréte SA ; et nous allons effectuer le

TN
développement sur le plan de la face SAB. L’angle SAX

P
sera aigu, par exemple; et I’angle SAY obtus. D’ailleurs,
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d’aprés un théoréme de Géométrie élémentaire, ’angle
2N 2N
SAC sera plus grand que l'angle SAX; donc, dans le

développement, le point C viendra quelque part en C,,
S et C, étant de part et d’autre de XY,

S
L’angle SAY étant obtus, il en est de méme del’angle

2N PN
SBY, qui en différe infiniment peu. L’angle SBD est

plus petit que 'angle /SB\Y, done, dans le développe-
ment, le point D viendra quelque part en Dy; S et D,
étant du méme coté de XY.

On voit donc que AB, qui, a la limite, coincide avec
la courbe transformée, traverse cette courbe. Le point A
est donc un point d’inflexion. La démonstration est
dailleurs en défaut, si la génératrice SA est perpendi-
culaire au plan sécant.

Autre démonstration. — Considérons un cone et,
par trois génératrices quelconques de ce cone, faisons
passer un come de révolution. Siles trois génératrices
se rapprochent indéfiniment, le cone donné et le cone
de révolution seront osculateurs le long de la généra-



- (67)
trice de contact; les sections dans ces cones par un
méme plan seront également osculatrices au point qui
correspond a la génératrice de contact, et il en sera de
méme pour les développements de ces sections.

On est donc ramené a la détermination des points
d’inflexion dans le développement de la section plane
d’un cone de révolution. Si I'on désigne par p et w les
coordonnées polaires d’un point de la projection hori-
zontale d’une courbe tracée sur le cone de révolulion,
et par p, et w, les coordonnées polaires du point qui lui
correspond dans le développement, on a les formules

w =

ng’ p = p; sin0,
§ désignant I’angle au sommet du cone.

D’ailleurs, la section plane du céne se projette sur le
plan horizontal mené par le sommet suivant une co-
nique qui admet pour foyer le sommet et pour direc-
trice la trace du plan sécant sur le plan horizontal.
L’éqnation de cette conique est

. P

O T e
1— e Ccosw
ctla transformée a pour équation

4 .

wy N
1 —ecos( —
sin §

) « o, . ;e
Pexcentricité e est égale a tangptangh, § désignant

p1sind =

’ A . . .

I'angle au sommet du cone et o I'inclinaison du plan
sécant sur le plan horizontal. Les points d’inflexion de
cette courbe, caractérisés par la relation
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sont donnés par I'équation

tang?f _ tangh
e ~  tango

CosS = —

D’autre part, on trouve aisément pour 1'équation du

plan tangent au point (p, w, z),
z cosw -+ y sinw — z tangh = o,
vy . .
et, pour qu’il soit perpendiculaire au plan
3 —ztango = o,

mené par le sommet du coéne parallélement au plan sé-
cant, il faut avoir

tang8

COSW —= — )
tango
T

ce qui est bien la relation précédente. Le théoréme est
donc démontré.

LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SESSION DE JUILLET 1895. — COMPOSITIONS.

Lyon.

Erreuve pratique. — Le g juillet 1893, a 10" temps
moyen = 17" 10™18%,65 temps sidéral (méridien de
Paris), la Lune aura pour coordonnées équatoriales
géocentrigues :

Ascension droite..... a= 21"32™40% 49

Déclinaison.......... 8§=—126°47" 8,6

Parallaxehorizontale == 54 12",6
» b

.

Calculer la position apparente de cet astre (2 et 3)
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pour un lieu situé & la surface de la Terre et défini
par les coordonnées suivantes :

Longitude E. de Paris........ L= 9™47%, 58
Latitude géocentrigue......... 9' = 45°30’ 10",3
Log. de la distance au centre

rapportée au rayon équatorial. l.p = g9,9992590

En introduisant 'angle horaire ¢ et la distance A, et

p
L
AL
A =
Ny 8
/s
¥
Py el Sud
Vs it
\\(\41'
A
oo™

Quest

en accentuant les symboles relatifs au lieu d’observa-
tion A, on peut écrire immédiatement :

A’cosd'cost'= Acos8cost — pcose’

(1) A'cosd’'sin ¢’ = Acosdsin ¢

A'sin &' = Asin 8 — psing’.

.. . A’
Divisons partout par A; faisons 5 = f, et rappelons

qu’en prenant pour unité le rayon équatorial, on a

= sinT.

Bl
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Les équations (1) deviennent

fcosd' cost’ = cosd cost — pcose'sinm
(2) fcosd sint' = cosd sin¢
Ssin ¢’ = sin 8 — psing'sin w.

Une transformation facile donne ensuite, si’on re-
marque que ' — ¢t =a —o:

Jfcosd'sin (z—a')=pcos¢'sinwsin¢ = 13

(3) { fcosd'cos(a—a')=cos8—pcosg'sinm cost = cosd + 1

Ssind =sind —psin ¢’sinw =sin 8 + §.

On sait que le temps sidéral local § est égal au temps
sidéral du méridien origine, plus la longitude

0= 6, L.
On a, d’autre part,

{=0—a.

Nous pouvons donc résoudre les équations (3).
D’ordinaire, on demande le demi-diamétre apparent I/
de la Lune vue du lieu A, étant connu le demi-diameétre
apparent D rapporté au centre de la Terre. Comme les
diamétres apparents sont en raison inverse des distances,
on a
L 7 dob sinD'=sinD .

11 suffit de prendre D'= ;

Nous donnons ci-dessous le Tableau des calculs. On
remarquera que nous substituons aux caractéristiques
négatives leurs valeurs complémentaires, et que nous
metlons ‘seulement 6 décimales aux logarithmes des
produits ou figure sin w. Le signe qui précéde chaque
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logarithme indique par convention le signe du nombre
correspondant.

0, 17.10.18,65 l.cosg¢’ -+9,845640
L 9.47,58 l.p -+9,999259
0 17.20. 6,23 l.sinw +8,197788
a 21.32.40,49 l.sing’ -+9,853263
f—a=1 19.47.26,74 l.sint —9,950430
t 296°51'26", 51 lpcosg'sinm  —+8,042687
l.—cost —g,6544916
l. cosd -+9,9507046 l.sind —9,6538443
l.q -—7,697603 l.Z —8,050310
coso -+0,8926981 sin g —0,4506551
T, —0,0049843 L —o0,0112282
€080 -+ 7 —+0,8877138 sind+¢ —o0,4618833
l.fcosd' cos (e — o) -+9,9482730 l.fsind' —g,6645323
l.cos(z—a') ~+9,9999733 l.cosd"  -+9,9479810
l.:=1.fcosd'sin(a—a') —7,993117 /.fcosd' -+9,9482997
l.lang (x —a') —8,044844 l.tang 8 —g,7162326
T 4,685593 & —a7°29'12"5
l(a—a) —3,359251
i | —o0386",9 l. jl, 9,9996813
[ — 2m32°,46 i.D .
-3 21.35.12,95 LD

SESSION DE NOVEMBRE 1895. — COMPOSITIONS.

Grenoble.
Anavyse. — 1. Intégration de I équation

(1) P4 gl —2px — 2qy + 22y =o.
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. 2+ yt
Changeant de fonction en posant z, =z — 4

’
. dzt _ 0z, ly ’ t. , . I.f
aveepy = 5 ¢, = F équation proposée se simplifie
et devient
(2) pi+gqi—2(z—y)=o.
Des équations de Cauchy on déduit

(3) dpy+ dgy=o,
d’ou
(4) P+ q1=a,

a étant une constante arbitraire. A I'aide des équations
(2), (4), 'équation dr, = p, dx + ¢, dy devient

dry= 2 (de +dy) + > (de — dy) /a(e — y Ji— a3,

qui, intégrée, fournit, pour I'équation proposée, la so-
lution complete

2 2 , o —
z="2 -}2—}' +a(x:—))+r 4‘y¢2(w—y)’~a2

at  (z—y)WarVax —y)i—a?

— —=log A ’
4v2

b étant une nouvelle constante arbitraire.
Remarque. — En ne changeant pas la fonction cher-

chée, les calculs seraient encore trés simples. Au lieu
de (3), on aurait dp —dx+dg—dy=o, dou
(p—x)+(q—y)=a, qui conduirait avec (1) 2
I’équation

dr:(xdx-&—ydy)-i—g-(dx—}—dy)
Ndz—dy)a(z —y)r— at
‘ w2 (dz—dy)/a(m—yy—a,

laquelle améne a la solution compléte déja obtenue.
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1I. Lignes asymptotiques de la surface définie par
I'équation
3 =xt— 622y2+y*

L’équation différentielle des lignes asymptotiques
projetées sur xOy est alors

(1 (=py¥)de*— jzydedy — (22— y*)dy*=o.
ou
(xde — ydy) = (xdy +ydz)?,
d’on
zdr —ydy =% (xdy + ydzx).
En intégrant, on a

(2) r?—y?==Ftoxy +a,

a élant une constante arbitraire.

Les lignes asymptotiques projetées sur x Oy forment
donc deux familles d’hyperboles équilatéres, concen-
iriques, ayant, dans chaque famille, les mémes asym-
ptotes. En outre, les deux familles de courbes sont symé-
triques par rapport a Ox et a Oy et forment deux
systémes orthogonaux.

Remargue. — 1’équation (1) aurait donné
(3) dy xz—y @_f:__zw—y
der ~ z+y’ dz z—y’

¢quations homogénes en x, y, qu’on intégrerait, sui-
vant la régle, en posant y = (.

Les équations (3) sont aussi linéaires en z, y, et pour-
raient encore s’intégrer par différentiation. Mais cette
marche est plus longue que les précédentes.

Mecanique. — K'tant donnés trois axes rectangu-
laires fixes OX, OY, OZ, dont le dernicr OZ est wer-
tical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, on con-

Ann. de athémat., 3¢ série, t. XV. (Février 18¢6.) 6
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sidére la parabole située dans le plan vertical X7 dont
Uéquation est X2 = 2pZ, et I'on suppose qgu’elle tourne
avec une vitesse angulaire constante » autour de OZ.
Un point matériel pesant est assujetti a rester sur la
parabole sur laquelle il peut glisser sans frottement.
On demande son mouvement relatif, son mouvement
absolu et la réaction de la courbe.

On discutera d’abord les circonstances générales du
mouvement, puis on examinera en particulier le cas
sutvant :

Au temps t = o, la parabole est dans le plan XZ;
le point est placé en O avec une vitesse relative v,
donnée par la formule

"0:P\/;?—‘ %)

o
ce qui suppose © > \/% On demande, dans ce cas, la

nature de la projection de la trajectoire absolue du
point sur le plan horizontal (g est Uintensité de la
pesanteur).

En supposant, comme on peut le faire, la masse du
point égale a 'unité et la rotation w de sens dircct;
appelant x et z les coordonnées relatives du point; X, Y,
Z ses coordonnées absolues, de telle sorte que on ait

x?

X =2 cosw¢, Y =xsinwt, 7=35="—,
20

on peut écrive les équations du mouvement relatif sous
la forme (1)

2
‘—flt—f = w?zx + Nua,
d
(1) ¢ 0:—2(03‘}!;+N",
d2s = — o+ Ny,

diz
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et celles du mouvement absolu sous la forme

;dxX
\ am =N
d2Y
(2) ﬂ de? =Np“
a7
( @ =Nn—#

N étaut la réaction; a, 8, vy ses cosinus directeurs par
rapport aux axes relatifs; ay, By, v, ses cosinus direc-
teurs par rapport aux axes fixes.

Des premiéres, on déduit immédiatement 'intégrale
des forces vives dans le mouvement relatif, que I'on eiit
pu écrire dircctement puisqu’on sait que le travail de la
force centrifuge composée est nul :

vi=w2zl—ogr+nh= <w‘-’-—— %) x2+ h.

2

o 2\ dx . .
Comme ¢2= (14 2 ) @ on voit que le probléme

est ramené a une quadrature elliptique

) z?\ dx? &
—_— ) —— = 2 =2 .
(3) <|+ /f’) ek <w p) .y

Si 'on se sert des équations (2), il suffit de remarquer
que
oX oY oZ
Moy TRGy T T
et par suite
d2X oX = d2Y oY 27 oL
i or T de ow <7m‘+é’>a;=°-
Cette équation développée fournit immédiatement
I'équation différenticlle du second ordre, qu’on obtien-
drait également en formant 1'équation de Lagrange, re-
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lative a la variable x :

2\ d2x r dr? g
4 )y Rl eselll S w2 —
(1) <1+1ﬂ> dt2+p2 dt'l+<p w).r_o.

T 2dr . ., y

Multipliant par == ct intégrant, on retrouve I'équa-
tion (3).

’ ’ . ’ . ’

x étant déterminée en fonction du temps, les équa-
tions (1) ou (2) donneront la grandeur et la direction de
la réaction 4 la maniére ordinaire.

L’équation (3) montre immédiatement que le mouve-
ment relatif se poursuivra indéfiniment, au moins a
partir d’un certain moment, sur une méme moitié de la

. . . e
parabole, ou sera oscillatoire, suivant que w®— ; scera
> o ou < 0. Si w2— £ — o, Péquation peut étre inté-

» y L eq P
grée par les fonctions élémentaires. Si en méme temps
la vitesse relative initiale est nulle, il y a équilibre re-
latif. Enfin, dans le cas particulier indiqué, on "voit

., dxr . .
aisément que — demeure constant; la projection hori-
q dt ) P .]

zontale du point décrit unc spirale d’Archiméde.
Quand le mouvement est oscillatoire, en appelant x,
le maximum de x et posant
Z = ptango, zo= p tange,,
puis

sin¢g = sing,sinf,

on trouve aisément, avec I == 0 pour x = x,,

wld

& 2 14 d0 s . 20—:2‘
\/;——m (:ost,':oz,,( (1 —sin%2pgsin2b) 2,

Si o< p, on peut poser xo=psinfy, x=psinf, sinf,
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ct ’on obtient

ks

& ’ -1
2 — w2t =f db (1 + sin20,sin20) =,
P 0

La durée T d’une oscillation simple est donnée, dans
le premier cas, par la formule

e —_‘) T S 3 .
\ 2 —w? =T{I 4 —e=sin2@g+...
S P €os @y ( 2 2

+[3.5...(2n——1)?] 2n—+1

1n2n .
2.4...2n—2 4 n? s "P°+"'€
dans le second, par la formule
> 1\ 2 2 2
\ é—w*T:n%l—k(-‘-) sin200—<-l-> <1> sin*fy—+...
P \ 2 2/ \4

+ (et [L@L—_?’_)]

I .
——sin2%0, ... 3.

4nt

2.4...20 —2

Errevve pratique. — Calculer, pour un liew donné,
lazimut du coucher d’une étoile de déclinaison con-
nue et la durée de la présence de cette étoile au-dessus
del'horizon du lieu, en tenant compte de la réfraction.

Données. — Latitude du lieu (Grenoble) :

A= 45°11"23";
Deéclinaison de l’étoile (a Lyre) :
® =38°41"16";
Réfraction & Uhorizon :
6 =33'47";

M Position de I'étoile au moment du coucher apparent,
A Azimutde M;

% Angle horaire absolu de M ;
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Dans le triangle de position PZM, on connait les
trois cOtés, et ’on doit calculer deux des angles.

Posons
a =PM = go— ®,
b =1IM = go + 9,
¢c=PZ=go—2;
on aura

COLé =\/Sin(zp—l.1)sm(p—c)»
sinpsin(p —a)

2
Lt sin(p—c)sin(p—«)
ng 5 _\/ sinpsin(p—0)

On trouve
A = 153044587,

2 =143"29" 8"8;

enfin, le temps cherché T, correspondant a une rota-
tion 24 de la sphére, sera

T =1g"23m53".

Caen.

Axavyse Br Geomerme. — L. Intégrer Uéquation
aux dérivées partielles qui détermine le facteur inté-
grant u. de l’équation

, (By—2yt)dr +(y3z —a2z*)dy =o.

L’intégration de cette équation, facile a former, re-



(79)

vient a celle du systéeme

dzr _ dy _ dp .
xyt—azt T ayt—ady T gu(ad—y3)’

(1)

Pégalité des deux premiéres fractions raméne a ’équa-
tion donnée, qui s’intégre soit comme équation homo-
géne, soit en divisant par x3y3.
Premiére intégrale de (1)
x3 -+ y3
ztyr .

Egalant la troisiéme fraction & une combinaison des
deux autres, on a

du. _ 2dx + yidy
(@ —y?) T 2(yi—af)

» (@t i =4

intégrale générale

-3 x3 +)»3
p— 3 3 2 er —_— ).
p=(z r?) ‘f< 7% )2
Il. Lieu des sommets des paraboles qui ont un con-
tact du second ordre avec une courbe plane donnée en
un point donné A.

Rapportées a la tangente et a la normale en A, a étant
constant et A variable, les paraboles ont pour équation

(x 4+ Ay)2—fbay =o,
ou

) 2a) \? _ fa < Ao+ al\? )
<’”+ y—m) BT A Ty
Sommet :

>

_2h+ )8 _ Ma _bay —x?—2y?
T O e VT ey ()\_ 3zy )

(¥4 y2 —dax’y + jay*~+ fja y? =o.
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Mtcanique. — 1. Déterminer les positions d’équi-
libre d’une barre trés mince, pesante et homogeéne,
dont les extrémités A, B sont assujetties a rester sur
deux droites fixes et parfaitement polies : l'une, OX,
horizontale, l'autre, OY, dirigée dans le sens de la
pesanteur. Chaque élément de la barre est attiré vers
le point O avec une intensité proportionnelle & la lon-
gueur de l’élément et a inverse du carré de sa dis-
tance au point O.

Soient AB = 2a, BAO = {; les atlractions ont une
résultante passant en O :

X f (a +r)cosb dr - 7 Y

asin2®

3
A(a@4 r2+ 2arcos20)2

formules résultant aussi d’'un théoréme conunu sur l'at-
traction d’une droite.
Equations de I’équilibre :
N P L
asin20 ’ asinaf

2N sinh +~ (2Ny— P)cosh = o;

— P =o,

R Pa?
tang3 0 — tang?0 -+ ( 1+ ——) tangh —1=o0;
P.
ane seule racine réelle entre o et 1.

. Unpoint M non pesant, de masse m, est assujetti
arester surla surface polie d’un ¢y lindre de révolution
qui tourne avec une vitesse constante v autour d’un
diamétre AB, supposé fixe, de l'une de ses sections
droites S; il est attiré vers AB par une force perpen-
diculaire i cette droite et égale au produit de mw? par
la distance du point M & AB. Déterminer le mouve-
ment du point sur le cylindre, en supposant qu'a l'in-
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stant initial le mobile soit en A avec une vitesse égale
. wAB, dirigée tangentiellement a S.

Axe des x suivant AB, axe des z suivant ’axe du
cylindre ; équations du mouvement relatif de la forme

2z z
m—— =—NZ
de R’
a2y y ds
m-—==—N=% +2mw—-
diz R de’
a2z
m-—— —=— 2w -5
de di’
avec les données initiales et, en faisant ’};/ = tangf, on
trouve
1 oWt — g—wt et 4 e—wt
tang;():: m’ ..-_———-Rlog———-
N = {mw?R cos20.
Erreuve pratiQue. — Calculer, & 0”1 preés, la lon-

gitude et la latitude héliocentriques d’une planéte :

Inclinaison de U’orbite : 18°24'35",2;
Longitude : §) 21°45'32", 4;
Longitude vraie de la planéte dans son orbite :

342°3'28",7.

Longitude : 343°31'46",3;
Latitude : 11°38'18",7.
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LEgoNs NOUVELLES sUR L’ANALYSE INFINITESIMALE ET
SES APPLICATIONS GEOMETRIQUEs, par M. Ch. Méray,
professeur a la Faculté des Sciences de Dijon. —
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PALES FONCTIONS D'UNE SEULE vanriasLE. Paris, Gauthier-
Villars et fils; 1893. Un Volume gr. in-8° de x1-495
pages. Prix : 14",

I.

I1'y a un an, j’eus le plaisird’annoncer aux lecteurs des Nou-
velles Annales I'apparition de la premiére Partie de ’Ouvrage
de M. Méray; et je disais alors : « Il faut bien se garder de
juger ce premier Volume isolément. Chaque Chapitre est une
introduction toute préte a des Chapitres des Volumes sui-
vants, ... » et je promettais aux lecteurs de nombreuses sur-
prises, des méthodes nouvelles, a la fois ingénieuses et pro-
fondes. Je suis heureux de pouvoir dire de suite que M. Méray
ne m’a pas fait mentir et que le nouveau Volume dépasse méme
nos espérances.

Il contient, faite au point de vue personncl de 'auteur, une
étude monographique, trés détaillée parfois, des principales
fonctions d’une seule variable, fonctions dont les plus simples
sont les matériaux usuels des calculs courants : radicaux, irra-
tionnelles algébriques (renfermées ici dans le cas bien plus
vaste ou il s’agit d’'une fonction implicite engendrée par la ré-
solution d’une équation olotrope entre elle et la variable), la
fonction logarithmique et I’exponentielle, les fonctions circu-
laires; enfin, ce qu’il y a d’essentiel dans la théorie des fonc-
tions elliptiques et dans celle des fonctions eulériennes.

Fidéle a son principe fondamental et aussi @ sa promesse,
M. Méray continue a faire sortir toutes choses, méme les par-
ticularités numériques, de la considération exclusive des séries
entiéres qui lui fournissent parfois les ressources les plus inat-
tendues (Gh. III, IV, V).
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S’attachant de préférence aux idées générales, dédaignant
les expédients et les artifices, et ne se souciant que d’assurer
aux raisonnements une rigueur absolue, il apporte a 'appui
de chaque fait analytique la preuve la plus propre a en faire
saisir la cause et pressentir les conséquences.

Une particularité curieuse que je signalerai de suite est I’éli-
mination, consommée définitivement dans ce Volume, des con~
sidérations de Trigonométrie géométrique avec le secours
desquelles on traite, d’ordinaire, d’abord les fonctions circu-
laires, puis 'exponentielle imaginaire et, & leur suite, 'équa-
tion binome.

S’ils peuvent choquer des habitudes invétérées, le plan et
les procédés de M. Méray lui ont permis de montrer que la
seule conception du nombre entier abstrait suffit a toute
P’Analyse, qu’en dépit de leur variété infinie, les vérités analy-
tiques qui offrent un caractére normal, d’une utilité certaine,
ne sont, au fond, que de simples propriétés des séries en-
tiéres.

II.

Entrons maintenant dans quelques détails sur les treize
Chapitres dont le Volume se compose. Le premier Chapitre
contient l'extension des propriétés fondamentales des poly-
nomes entiers a des fonctions olotropes quelconques. J’y si-
gnalerai, tout particuliérement, une démonstration du théo-
réme de d’Alembert qui, non seulement établit I'existence des
racines d’une équation entiére, mais encore fournit ipso facto
pour elles un procédé de calcul effectif. Elle avait déja paru
dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 1891, mais
précédée de certains préliminaires qui, ici, se trouvent a leur
place, ailleurs. A la suite, I’étude de la variation des fonctions
d’une variable réelle par les dérivées.

Le second Chapitre est consacré a la définition et a I'étude
des propriétés générales des fonctions méromorphes, c'est-
a-dire de celles qui sont aux fonctions olotropes ce que les
fractions rationnelles sont aux polynomes entiers.

Comme aucune question de principe ne se trouve engagée
ici, M. Méray abandonne une terminologie qu’il avait employée
autrefois, pour se rallier a 'expression proposée plus tard par
Briot et Bouquet; en cela, tout au moins, il ne montre pas
lintransigeance qui Iui a été imputée quelquefois. Dans un
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paragraphe spécial, on trouve la discussion des expressions se
, . ) :
présentant sous les formes indéterminées PR SRR

c’est-a-dire, d’aprés I'auteur, de certaines fonctions composées
entrant dans des phases singuliéres. Vient enfin une exposition
trés compléte des principes du Calcul des résidus. Depuis
longtemps déja on ne parle plus guére que de la relation si
connue existant entre l'intégrale définie et le résidu intégral
d’une fonction méromorphe, pris sur un contour fermé.
M. Méray dit lui-méme : « Le Calcul des résidus n’a pas I'im-
portance de ces théories qui dominent les vastes parties de
PAnalyse »; mais en ajoutant aussitdt : « il a fourni quelques
formules d’une rare élégance », il légitime la place qu'il lui a
faite, peut-étre un peu par respect pour GCauchy, son
maitre.

111.

J’arrive, maintenant, au Chapitre III, la Fonction radicale
simple, qui, je m’empresse de le dire, est un petit chef-
d’ceuvre. A lui seul, tant je le trouve instructif, je voudrais
pouvoir consacrer toute cette analyse; mais, hélas! il faut sa-
voir se limiter. Il débute par la régle de convergence de Gauss
exposée magistralement sous une forme plus générale, et ce-
pendant plus simple, qui devrait lui valoir droit de cité dans
P’enseignement : Pour une série dont le terme général u,

n+1

reste réel et positif et ot le rapport . est une Jonction
n

1 1 ,
de e olotrope en o =0 se développant en

.lfﬁﬂ = ey _l. : 2 L :
u, TSR TE (n) e
il ¥ a convergence quand gy est < — 1, divergence quand
&1 :ﬁ_"-— 1. ’

M. Méray nomme fornction radicale simple la fonction
implicite u de z définie par I'équation rationnelle binome

um —xn = o,
la plus simple de toutes, évidemment. La théorie générale,

depuis longtemps exposée dans le premier Volume, en fournit
immédiatement le développement exécuté a partir des valeurs



u; (r—ax))k
+p(‘u—1)...(;.:.—k+1)x—',‘_(A—_”)-—k...,
; !

, n - , .
ot 'on a posé p = e A cette série f(u, ) est aussitdt

substituée la pseudo-fonction ¢ (u, ) qui n’est autre chose
que la fonction précédente construite avec les valeurs initiales
particuliéres # =1, 1t =1. Il ne reste plus qu’a étudier cette
série en elle-méme, abstraction faite de son origine, et alors
on voit immédiatement qu’on est conduit 3 la définition géné-
rale de la fonction ¥ pour toutes les valeurs de p, méme
imaginaires. Le procédé qu’on emploie d’ordinaire consiste a

poser, ex abruplo,
zh = el

mais, tout de suite, on sent ce qu'il comporte d’artificiel. Ne
parait-il pas peu logique de passer par deux transcendantes,
Pexponentielle et le logarithme, pour définir, d’'une fagon gé-
nérale, la fonction si simple zi! Nous devons savoir gré a 'au-
teur de nous avoir fait enfin descendre a des considérations
analytiques, débarrassées de toute transcendante, et plus d’un
professeur regrettera que le temps trop limité dont il dispose
ne lui permette pas de suivre cette autre marche si naturelle
et au fond si simple.

L’étude de la fonction Y (u, z), faite directement sur la série
et ses prolongements successifs, conduit a la connaissance de
toutes ses propriétés caractéristiques, extensions de celles des
puissances proprement dites. On a méme du coup le dévelop-
pement de la fonction suivant les puissances du paramétre p.
Ensuite, on arrive tout naturellement aux déterminations mul-
tiples de ¢(u,z) au bout des chemins non équivalents par
lesquels = peut atteindre une méme valeur donnée, c’est-a-dire
de ceux que sépare lorigine, seul point ou la fonction entre
dans une phase critique. En z = X, ces déterminations U4
sont liées a 'une d’entre elles U, choisie arbitrairement, par

la formule
Uh) = q>:/rU,

ou P désigne un facteur ne dépendant que de p.
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Ici se présentait une certaine difficulté. Dans les questions
de pure Algébre, M. Méray pousse I'horreur des transcen-
dantes, ou plutdt son souci d’établir entre toutes choses une
filiation étroite et naturelle, jusqu’a bannir la Trigonométrie
élémentaire. I1 ne nous a jamais parlé de 'argument d’une
imaginaire, et il ne nous en parlera pas avant d’avoir étudié
la transcendante logarithmique en son lieu et place. Cepen-
dant, I'étude compléte de ¢ (i, x) et du multiplicateur con-
nexe $ () exige des connaissances é¢quivalentes a celle de la
maniére dont varie avec u ce que nous appelons 'argument
de cette derniére quantité. II tourne bien simplement la diffi-
culté, en substituant a la notion de I'argument celle de la
pente d’'une imaginaire.

La pente d’une imaginaire a + bi(aZo, b20) est le quo-

tient — ou nous verrions la tangente trigonométrique de l'ar-

gument. On concoit aisément que ce nouvel élément puisse
remplacer I'argument, et M. Méray réussit ainsi & nous donner
une idée trés nette et trés compléte de sa fonction Y(w, ).
Il établit directement, d’une facon tout a fait élégante, les pro-
priétés du multiplicateur ®(u) qu’il discute facilement, puis
il arrive naturellement a la résolution numérique de 1’équation
binome. Pour la racine m*™ de I'unité, on trouve, en particu-
lier, les valeurs

d)(O):l, (I!(-L), q)<_%_>, cen, ¢<m—1>.
\ 1 m m

La discussion des phases critiques d’une fonction impli-
cite u de x, définie par la relation

Sflx,u)=o,

ou f(z, u) est une fonction olotrope, fait I'objet du Cha-
pitre IV. C’est la généralisation, opérée par des procédés nou-
veaux, de I'étude de l'irrationnelle algébrique au voisinage des
points critiques xo, &, en lesquels on a

J
Jﬁf(r’ u)=o,

question *dont la solution, d’un intérét si capital, a illustré le
nom de Puiseux. M. Méray établit encore I'existence de ces
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fonctions implicites, dans les circonstances exceptionnelles ou
I'on se trouve placé, par des développements en séries entiéres
exécutés toujours directement; mais il lui a fallu imaginer
des moyens particuliers imitant les procédés lumineux de la
théorie courante des équations algébriques et remettant en
jeu la méthode des coefficients indéterminés. 11 recherche
d’abord les racines olotropes (tendant vers u, en méme temps
que x vers xo) et il raméne ensuite la recherche des racines
non olotropes & la précédente, en montrant qu'on peut tou-
jours assigner un exposant entier n tel que ’équation

S(xog+t", u)y=o0

offre, en £ = 0, u = u,, des racines fonctions olotropes de ¢.
1
Il suffit alors de faire la substitution inverse ¢ = (x — )",

pour obtenir des développements spéciaux propres aux racines
non olotropes. La méthode de calcul pratique ne différe pas
de celle de Puiseux, consistant & former le contour polygonal
qui enveloppe les jalons, c’est-a-dire les points par lesquels
on a représenté graphiquement les paires d’exposants des
divers termes effectifs du développement de f(z, u). Ici, je
reprocherai 8 M. Méray de ne pas avoir appuyé ses explica-
tions par une figure, et surtout de ne pas les avoir illustrées
par un exemple numérique dans l'étude duquel les lecteurs
novices auraient trouvé un grand secours; l’espace, sans
doute, lui aura manqué ici comme ailleurs.

Toute cette partie de ’Ouvrage est certainement celle qui a
dd couter le plus d’efforts a auteur, celle qu’il a dd polir et
remettre sur le métier le plus souvent. C'est aussi celle ou se
mettent le mieux en lumiére ses grandes qualités de logicien
ct de mathématicien consommé.

IV.

Au Chapitre V on aborde I’étude des transcendantes clas-
siques. Pour M. Méray, « toutes les transcendantes peuvent
étre considérées comme des résultats prochains ou éloignés
d’intégrations exécutées sur des expressions de nature aupara-
vant connue »; en conséquence, il les définit par de telles in-
tégrations, par linversion des fonctions ainsi obtenues, etc.
Cette méthode, qui est bien souvent la méthode historique,
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est celle aussi qui, dés Pabord, fait le mieux concevoir la por-
tée et l'utilité de pareilles conceptions.
La fonction /() et son inverse e sont définies simplement

par U'intégrale .
Tdx
() =~/: —

et par I'équation différentielle

du

——=u
dx ’

inverse de la relation précédente. De 14, par la seule applica-
tion des principes généraux, découlent immédiatement les dé-
veloppements et toutes les propriétés spécifiques de ces fonc-
tions. Je note, en passant, une expression nouvelle qui me
parait heureuse : par le mot augment, M. Méray désigne ce
que nous appelons d’ordinaire la période du logarithme, lais~
sant ainsi a ce dernier le sens naturel qui lui est attaché dans
la théorie des fonctions périodiques. M. Méray rattache aux
intégrations génératrices du logarithme, et 4 'existence de son
augment, le théoréme de Cauchy établissant la relation si
connue entre les intégrales définies et les résidus. Il en rap-
proche également son autre fameux théoréme sur le nombre
des racines offertes par uue équation a lintérieur d’'un con-
tour fermé; on sait que celui de d’Alembert peut étre considéré
comme un corollaire de ce dernier. M. Méray ne parait repro-
duire cette remarque qu’a regret. Il n’aime effectivement que
les grandes routes bien droites, évitant les petits sentiers qui
ménent quelquefois plus vite au but, mais sans laisser bien
apercevoir ol 'on va ni par ou l'on a passé.
Le Chapitre VI traite des fonctions circulaires.
Contrairement 4 nos habitudes, l'auteur commence par
P’étude des fonctions tang x, cotz, arc tangz, arc cotz, définies
par des intégrations de fractions rationnelles
e

dr
arctangz =

«'0

P ceee

Son point de vue spécial aurait pu lui faire placer cette
€tude aussi bien dans le Chapitre précédent, pour y rassem-
bler tout ce qui concerne I'intégration des différentielles ra-
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tionnelles. Mais il aura préféré n’embarrasser d’aucun acces-
soire sa théorie du logarithme et de 'exponentielle, et laisser,
avec les fonctions circulaires, tout ce qui en porte le nom et
en a 'importance dans les applications.

La réduction de l'intégrale ultra-elliptique la'plus générale,

fF [x, ;/;9-(—@‘)] dzx,

aux types des trois espéces précéde I'étude des fonctions sinz
et cosz. Comme on voit, de suite, que les deux cas ol le
degré k& du polynome ¢(z) est = 22— 1 ou = 27 se raménent
toujours 'un a lautre, celui ot k = 2 (fonctlions circulaires)
se réduit & celui ot k=1; ce dernier conduisant i une diffé-
rentielle rationnelle, par une substitution évidente, on aper-
¢oit, en somme, que les intégrales circulaires sont exprimables
au moyen des fonctions rationnelles, radicales et logarithmi-
ques, et que leur étude revient aussi a celle de fonctions con-
nues.

Le sujet principal du Chapitre VII est le développement
des fonctions circulaires, des fonctions unipériodiques polari-
sées, pour parler plus exactement, en séries de fractions sim-
ples, puis en produits infinis. La méthode qui fournit les
développements du premier genre est, sauf la complication
résultant de la présence de séries de fractions simples au lieu
de sommes de pareilles fractions, identique & celle qui, dans
le Chapitre II, avait procuré une décomposition analogue pour
unc fraction rationnelle quelconque. Une intégration, suivie
d'un passage des logarithmes aux nombres, conduit ensuite
aux produits infinis. Le premier paragraphe mérite une men-
tion toute spéciale. Le plan servant a la notation graphique
de la variable z, d’'une fonction unipériodique, peut étre dé-
coupé en bandes égales, a bords rectilignes tous paralléles,
dans une seule desquelles il suffit d’étudier la fonction. Une
direction polaire conduit & l'infini, parallélement au bord des
bandes; elle est boréale ou australe suivant qu’on s’éloigne
dans un sens ou dans l'autre. La fonction est alors dite pola-
risée si elle a des limites u +, v — (ou bien estinfinie) quand
z s'¢loigne indéfiniment dans les directions polaires, boréales
et australes, respectivement. Les fonctions pourvues de ce ca-
ractére jouissent de propriétés tout a fait semblables a celles
des fonctions bipériodiques, et leur étude est la meilleure pré-

Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. XV. (Févricer 1896.) 7
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paration a celle de ces derniéres. La recherche des développe-
ments en question conduit aux fonctions

m=+k

£; = -—-———————‘ ’ V=
sz, 1) ZA(.r—mll)i (k= =),

m=—hk

o(x, ”)2"'<I+§>z<'—%>'”<‘—’,‘§ﬁ>'”
f:l[i. @, H;—;}_] dr
=ze

qui, toutes, sont unipériodiques et polarisées. Enfin, on trouve,
presque immédiatement,

et

b

Un dernier paragraphe de deux pages fait connaitre le ré-
sultat trés intéressant de lintégration d'une fonction unipé-
riodique polarisée quelconque.

Une théorie sommaire des fonctions elliptiques, élargie
bientot 'jusqu'a embrasser toutes les fonctions bipériodiques
méromorphes, forme la matiére des Chapitres VIII a XII.
Pour point de départ, M. Méray reprend lintégrale

> = du
_f\/??_(—u—)

ou o(u) est un polynome du troisiéme ou du quatriéme degré
en u. L'inversion, faite ici d’'une maniére tout a fait rigou-
reuse, fournit une fonction de z, indéfiniment méromorphe,
que l'auteur désigne par E () lorsque le degré de ¢(u) est 4,
par E,(z) lorsqu’il est 3. Ges fonctions sont bipériodiques, et
je signale tout spécialement I'élégante démonstration du fait
que le rapport des périodes est imaginaire, c’est-a-dire qu'il y
a effecivement deux périodes.
L’équation en z

E(z)=u
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a des racines distinctes dans chaque parallélogramme élémen-
taire, sauf le cas ou u a I'une des quatre valeurs a, b, ¢, d,
racines de I’équation ¢ (u) = 0, cas ou les deux racines sont
confondues. Ces quatre quantités a, b, ¢, d, qui jouent un
grand role dans la théorie, sont ce que I'auteur appelle les va-
leurs cardinales de E(z) [pour E,(2), I'une d’elles peut étre
considérée comme étant infinie ].

L’existence de fonctions bipériodiques méromorphes ayant
été ainsi établie, M. Méray étudie leurs propriétés générales
rattachées a ’hypothése de la double périodicité. Pour arriver
a la notion capitale de I'ordre d’une fonction bipériodique, il
ne passe pas par la considération des infinis, des résidus, etc.;
il montre simplement, en s’appuyant sur la théorie des fonc-
tions implicites, que toute variation de la quantité u dans

I'équation
flz)=u

laisse invariable la somme des degrés de multiplicité des ra-
cines z qui sont contenues dans le parallélogramme des pé-
riodes. L’emploi de ces moyens si simples le conduit méme au
célébre théoréme de M. Hermite formulant la nullité de la
somme des résidus, proposition qu’on avait toujours ratta-
chée a la considération d’une intégrale définie.

Dans un Chapitre spécial sont traitées, pour les fonctions
bipériodiques, et cela par une méthode absolument identique,
les questions résolues au Chapitre VII pour les fonctions uni-
périodiques polarisées. Ici, les éléments simples faisant pen-
dant aux fonctions E;(z) sont les fonctions

+ o +®

_ . I
.:.l(.’t‘) = llmZ Zmii
—® — ®

sommes de séries de fractions simples quadruplement infinies,
Pour 7> 2, ces fonctions sont parfaitement définies; mais
pour i =1 ou =2, la limite de la somme dépend du mode de
sommation. En particulier, on obtient ainsi une infinité de
fonctions =, (). Le role de la fonction o() du Chapitre VII
est joué ici par une infinité de fonctions O(x) liées chacune a
une fonction X, (x) par la méme relation

0(z) = ze fo [E‘.,(x) — ;:] dz.
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Parmi les fonctions =;(z), O(x), se trouvent les fonctions
IDE, (), MO (z), qui admettent la période II sans étre po-
larisées, ni bipériodiques. Au fond, la derniére n’est autre
chose que la fonction 8, () de Briot et Bouquet.

Aprés ces généralités, M. Méray passe aux points saillants
de la théorie des fonctions bipériodiques du second ordre, les-
quelles ne différent pas des fonctions E(z) et E,(z). Dans sa
démonstration de la formule générale d’addition, il fait jouer
un role important et intéressant a lirréductibilité de I'équa-
tion différentielle. Puis il expose une simple ébauche du pro-
bléme de la transformation pour s’attacher seulement au cas
ou illa dit primaire. Une transformation est primaire lorsque
les deux fonctions f(z) et fi(x) sont liées homographique-
ment. On voit facilement qu’on doit avoir alors

Si(x) =f(x+T),

noe n+Q
I" ayant une des quatre valeurs O, P i

, et 11, Q dé-

signant les périodes élémentaires communes aux deux fonc-
tions. Ceci conduit a deux relations importantes, l'une et
lautre de la forme

af(@)f (2= 3)+ 8 [r@rr (24 )] 1 =0,

ou les constantes a, B, y sont données en fonction des valeurs
cardinales «, b, ¢, d par les équations linéaires

abr+(a+b)B+ v =o0,
cda (¢ +d)B+~ =o.

C’est en cherchant ensuite les fonetions du second ordre,
pour lesquelles la transformation primaire relative a  prend
la forme de simplicité maxima

‘ f(x)—+—f<x —+ £—3> =0,

que M. Méray arrive enfin & la fonction elliptique canonique
de Jacobi A(z) ou sn(x), puis a cn(2), dn(z), tn(z), dont
les propriétés particuliéres ne sont plus que des corollaires
faciles de la théoric générale.

Je suis forcé d’exprimer encore un regret, celui que M. Méray
n’ait pas songé a parler aussi des fonctions canoniques de
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M. Weierstrass. On tend de plus en plus a substituer a celles
de Jacobi ces derniéres, qui sont beaucoup plus commodes, et
tous les Traités récents sur les fonctions elliptiques, ceux en
particulier de MM. de Sparre, Halphen, Tannery et Molk, pro-
cédent presque exclusivement ainsi. Il semble donc que, dans
un livre de 'importance de celui dont je parle, il et été bon,
ne fut-ce qu’a titre de renseignement, de faire connaitre, au
moins a grands traits, des notations. dont 'usage est en passe
de devenir courant. Mais je compte peut-étre encore une fois
sans I'exiguité de 'espace dont M. Méray pouvait disposer.

Le Ghapitre XIII, le dernier du Volume, contient un précis
trés condensé de la théorie des fonctions B(p, ¢) et T'(p) ou
I'on retrouve les soins et la méthode facile auxquels I'auteur
nous a habitués.

Cet examen rapide montre que cette deuxiéme Partic de
I'ccuvre de M. Méray ne le céde en rien a la premiére. Il me
semble facheux que toutes deux n’aient pas été publiées en
méme temps, car celle-ci aurait beaucoup gagné a étre illus-
trée et expliquée par celle-la. En lisant le Volume récent, j'ai
dia revenir souvent au premier,” et alors seulement j’ai senti
I'importance de certains détails, que leur utilité dans le second
peut seule rendre tout a fait visible.

Je termine en conseillant plus vivement encore la lecture
des Lecons de M, Méray a tous ceux que les Mathématiques
intéressent; elles contiennent des apercus originaux, d’une
grande hauteur et d’une grande netteté, sur toutes les ques-
tions vitales de I’Analyse générale et je ne connais que fort
peu d’ouvrages qui soient aussi bien ordonnés, aussi logiques,
aussi abondamment nourris de grandes et belles conceptions.

C. BOURLET.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1406.

(1882, p. 336.)

0, 1, 6 sont-ils les seuls nombres triangulaires dont les
carrés soient triangulaires? ( LIONNET. )
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SOLUTION
Par M. H. BROCARD.

Le probléme revient a la résolution en nombres entiers de
I'équation indéterminée

(> +1)2 yiy—+1)
(1 = :
4 2
ou
2y42y —xt(xr+1) = o0.
On en tire
li\/l—-i——‘z.z"z(.r—v—l)?‘
’

2

Y=

et, cn posant z(z—+1) = v, la question est ramenée a la réso-
lution de I'équation bien connue

1+ 202 = y? ou ut— 202 =1.
Celle-ci admet pour solutions les valeurs

u=r1, 3, 17, 99, 577, 43363, 19601, 114243, ...,
v=o0, 2, 12, 70, 408, 2378, 13860, 80782, ....

dont la loi de récurrence est donnée par les formules

Upvy = 6Up— Up—y,

Ont1=60p —0py.

Voir, au sujet des équations u?— 292 =1, par exemple :
N. A., quest. 953, A. Laisant, solution par Moret-Blanc, 1872,
p- 173 ; quest. 1338, Lionnet, 1881, p. 373 ; N. C., 1878,
p. 166-167; quest. 233, Ph. Breton, solutions, 1877, p. 194,
et 1879, p. 285, E. Catalan ; quest. 89, Ed. Lucas; .J. £., 1884,
p- 15-19, G. de Longchamps ; Mathesis, quest. 282, de Roc-
quigny, 1886, p. 162 ; J. §., quest. 360, E. Lemoine, solution,
1893, p. 23, E. Catalan; quest. 87, S. Realis, solution, 1893,
p. 117-120, H. Brocard, et p. 139-140, Boutin; J. E., 1894,
exerc. 323, Boutin, etc.

Les valeurs de u ont une corrélation assez curieuse avec
celles d¢ z dans ’équation

(2) r2—oyt=—1.
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En effet, on a vu (loc. cit., J. S., 1893, p. 118) que les va-
leurs de & ont pour expressions
1, 7, 41, 239, 1393, 8119, {7321, ...,
avec la condition

Ty = 6xpn— 2p—y.

Si on les additionne successivement a partir de la premiére,
on aura :
1, 8, 49, 288, 1681, 9800, ...,
sur lesquelles on reconnait, alternativement, des nombres carrés
¢t des nombres de la forme K2—1. Or, précisément, on trouve

ainsi
8 =3>—1, 288 =172—1, 9800 = yg2—1, ceey
c'est-a-dire les nombres 3, 17, 99, ... représentant les valeurs

de u. Ainsi, ces derniéres sont alternativement de la forme
kz—1, 2+ 1. Si on les sépare en deux groupes, on a égale-
ment entre les valeurs successives de & ou de { la relation de
récurrence

knyr =06k, —kyy,

comme on pourra le vérifier sur les séries

koooo.. 2, 10, 58, 338, 1970, 11482,
et
l...... o, 4, 24, 140, 816, 4756, ....

Toutes ces relations ont ici leur utilité, parce qu’elles faci-
litent les vérifications et qu’elles dispensent de passer par la
formation des carrés ¢? et I’extraction de la racine carrée des
nombres 202 -1.

L’équation (1) est, en réalité, de la forme

Yoy +n _ p
2

ce qui revient a dire qu’il faudrait, au préalable, chercher
les nombres qui sont a la fois triangulzaires et carrés, question
déja ancienne, car elle est traitée, avec beaucoup d’autres ana-
logues, dans I'dlgébre d’Euler (N. C., 1877, p. 194, remarque
de S. Realis).

Or, nous avons, dans ce qui précéde, les éléments de la so-
lution de cette question, car les nombres a la fois triangulaires
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et carrés ont pour expressions
1, 36, 1225, 41616, ...,
carrés de
1, 6, 35, 204, 1189, 6930, 40391, ...,

Y v
c’est-a-dire des valeurs de --
2
. . v
Il resterait donc, parmi ces valeurs de -, a chercher celles
2

. . . NPT i+
qui sont triangulaires, c’est-a-dire de la forme —, 2 ouce

qui revient au méme, a résoudre 'équation v = 22+2. On y
parviendra aisément sans avoir 4 décomposer ¢ en ses facteurs
premiers. Il suffira, en effet, d’extraire la racine carrée de ¢
et de constater si le reste de 'opération donne le méme nombre
que la racine, par analogie avec ce qui a été fait pour la réso-
lution de Péquation (2) (loc. cit., J. S., 1893, p. 117).

Cette méthode est exempte de tatonnements, tandis que la
détermination des facteurs et leur groupement en produits de
deux nombres consécutifs seraient certainement beaucoup plus
laborieux.

Mais si cette recherche est rendue relativement facile, on ne
peut dire qu’elle soit aussi fructueuse. Elle réussit, il est vrai,
pour les trois premiéres valeurs de ¢, données dans I’énoncé,
puisque 0 = 02+ 0, 2 = 12+1, 12 = 32+ 3, mais elle a échoué
pour les valeurs suivantes, au moins jusqu’au 15° terme.

Il nous parait fort possible que le probléme n’admette pas
d’autres solutions.

Question 1554.

(1885, p. 535.)

Six, y, 5 sont trois nombres positifs dont la somme est
égale a l'unité, on a

(h—x)(1—y)(1—23) < 8xys.
( WOLSTENHOLME. )
SOLUTION

Par M. GaLLuccr.
On a

(1—)(1—y)1—3)
=1—(r+y+3)+y3+ 30+ x) —I¥3
=¥S+ I+ Sy —xys

=.1‘_}'~'(i—4— ——l>.

I
r ¥

-

L)~
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Or, on sait que, si la somme de plusieurs nombres est con-
stante, la somme des inverses est un minimum lorsque ces
nombres sont égaux entre eux; donc

—+

v

9

K=
t -

8=

ct, par conséquent,

1 1 1
— =+

- —12 : l_ * l_ > =
Z 7 z 128, myz<m+ -+ 1>:82v_yg,

Yy 3
(1—2)0—y)(1—3)z8zys,

ce qu'il fallait démontrer.
Remarque. — Si z, y, 3 sont trois nombres positifs dont
la somme est = a, on a

(1o-2) () (=)o

Il faut distinguer deux cas : 1° lorsque les facteurs du pre-
mier membre sont tous les trois positifs; 2° lorsqu’un seul
d’eux est négatif (il n’y a pas d’autre cas possible). Dans le
second cas, on a évidemment

I 1 1 A 1
(-a—x -a— -—a—3) < =-xTys
\2 > <2 _}’> <‘l ) 8 r
car le premier membre est une quantité négative; le lecteur
pourra aisément démontrer le premier cas.

La question 1334 peut donc étre complétée ainsi : Si z, y,
s sont trois nombres positifs dont la somme est =1, on a

(3-2) (2 =r) (3—5) corssga—mp—p0—2).

Question 1635.

(1892, p. 30°.)

D’un point quelconque M du plan d’une lemniscate de
Bernoulli, de centre O, on méne les tangentes MT;, MT,,
MT,, ... & la courbe et I’on abaisse les normales MN,,
MN3, MNy, ..., Montrer que l'on a la relation

OT,.0T,.0T;...=ON,.ON,.ON;....
(E.-N. BARISIEN.)
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SOLUTION
Par M. ERNEST FoucanT.
Soit
(1‘2—4-)’2)2*' az(xﬁ_},‘_’) =0
I'équation de la lemniscate, ou en coordonnées polaires

p? = a?cos2w.
Les points de contact des tangentes issues du point
M(zy, y1) sont sur la courbe précédente et sur la cubique
r) (222~ 2y?— a)x
+yi{222+2yt4-a?)y —at(x?—y?%) = o.

En tenant compte de 'équation de la lemniscate, on a

Vaz= ot \/“2_92

r=pgcosw=p—-——, y=psinw =5 -—->o"—.

(Lﬁ a‘/;

I’équation aux p des points Ty, Ty, Ty, ... est donc

r(202— a)yal+ g+ yi1(2p2+ a?)ya> — papdya = o.

Faisant disparaitre les radicaux, et ordonnant par rapport

oy | Gzt — byt —2atrr Ghatyy ottt
-+ am(.l‘?—‘y% )=o.
Les pieds des normales issues de M sont sur la courbe
(r —x) (22 + 22+ a?)y =(y —)1)(2x2+ 2y — a?)x.
I.’équation aux p des points Ny, Ny, N3, ... s’obtient comme
la précédente; c'est

paya2ya— ot — (202 + a?)yy/ar— o*

+yi1(2pt—a?)ya+p2=o,

ct, en ordonnant,
(2) [(42}—4yt—2a2)+ 64zxiyi]elt+...+ al2(x]—y})2

La comparaison des ¢égalités (1) et (2) donne la relation &
établir. °
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EXERCICES PREPARATOIRES A LA LICENCE
ET A L’AGREGATION.

FACULTE DES SCIENCES DE NANCY.

Licence és Sciences mathématiques.

Application du Calcul infinitésimal @ la Géomé-
trie. — On donne le cylindre défini par les équations

= Recosu. y=Rsinu, s=y9,

ou u et ¢ sont des variables indépendantes; a chaque
point M de ce cylindre, on fait correspondre une sphére
ayant pour centre ce point M et pour rayon une fonc-
tion donnée 5 (u, v) des deux variables.

1° Déterminer les deux points caractéristiques de
chaque sphére;

2° A quelle condition doit étre assujettie la fonc-
tion o pour que les deux points caractéristiques d'une
sphére quelconque soient confoudus en un méme
point?

3° On joint ce point au centre de la sphére corres-
pondante; on obtient ainsi une congruence de droites.
Déterminer les courbes situées sur le cylindre et dont
chaque tangente appartient a la congruence précé-
dente.

Agrégation des Sciences mathématiques.

Analyse. — I. On considére la parabole y*= 4x et
la podaire de cette courbe par rapport au point z = 2,
Yy =a2.
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1° Trouver, en appliquant le théoréme d’Abel et
sous forme réelle, les conditions nécessaires et sufli-
santes pour que trois points de la podaire soient en ligne
droite.

Déterminer les points d’inflexion, et étudier la réalité
de ces points.

2° Trouver la condition pour que six points de la
podaire soient sur une méme conique; déterminer les
points ou la conique osculatrice a un contact du cin-
quiéme ordre; déterminer les systémes de coniques os-
culatrices en deux points.

Discuter les problémes précédents en examinant les
différentes valeurs de .

1. On considére la courbe C représentée par I'équa-
tion
(22 fy*— 8P —16x2y2(r2+ 32— 06) = o.

1° Construire la courbe et déterminer son genre.

2° Démontrer que le nombre des conditions néces-
saires et suffisantes pour que 6¢ points de C soient sur
une méme courbe C, d’ordre ¢ ne passant par aucun
point singulier est inférieur a 10 si ¢ est plus petit que
4, et égal a10 si g est égal ou supérieur a 4. Chercher
ces conditions.

3° Examiner le cas ou la courbe C, passe par un ou
plusicurs points singuliers.

4° Par 6g — Ju points non singuliers donnés sur la
courbe C, faire passer une courbe G, de degré ¢ >3
qui ait en A points & déterminer un contact d’ordre
% — 1 avec la courbe C, u points d’intersection étant
confondus en chacun des A points 4 trouver.

Fxaminer successivement les trois cas A>10, =10,
W <1o.
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Dans les deux premiers cas, A210, on démontrera
que, si parles 6g — Aw points donnés et par les A(p —1)
points de contact de x — 1 courbes solutions, on fait pas-
ser une courbe de degré ¢, les ) autres points ou elle
rencontre la courbe proposée sont aussi sur une courbe
solution.

5° Trouver une cubique qui, en tout point ou elle
rencontre la courbe C, ait avec ¢lle un contact du pre-
mier ordre.

Probléme d’élémentaires. — On considére un cercle
fixe et les triangles ABC conjugués par rapport a ce
cercle.

1° Démontrer que le cercle circonscrit 4 ces triangles
ct les cercles des neuf points sont orthogonaux a des
cercles fixes.

2° On suppose que les cotés AC et AB passent res-
pectivement par des points fixes By et C;; déterminer
le lieu du sommet A; discuter la nature de ce lieu
lorsque, I'un des points By ou C, restant fixe, 'autre
varie d’'une maniére quelconque dans le plan.

3° On considére le cas particulier o les points B, et
C, sont situés sur une méme tangente au cercle donné;
démontrer que le triangle ABC reste circonscrit a un
triangle T, et inscrit dans un autre triangle T, et de
plus qu’il est homologique & chacun de ces triangles.
Déterminer le lieu du centre d’homologie et I'enve-
loppe de I’axe d’homologie du triangle ABC et de cha-
cun des triangles Ty et Ts.

Probléme de spéciales. — On donne un ellipsoide E
¢t une sphére S de centre ©; on considére un plan va-
riable P assujetti a cette condition que son pole p par
rapport & S soit situé sur son diameétre par rapport a E.
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1° Licu du pole p du plan P, et enveloppe de ce
plan.

2° Démontrer que la courbe C, lieu du point p, passe
par les sommets du tétraédre conjugué commun a l'el-
lipsoide et 4 la sphére; réciproquement, tout point de
cette courbe est le sommet d’un tétraédre conjugué a
Pellipsoide et a une sphére §' de centre w et de rayon
convenablement choisi.

3° On fait varier le centre w de la sphére S sur une
droite A, et I'on choisit de plus le rayon de cette sur-
face de facon qu’clle passe par le centre de I'ellipsoides
déterminer la surface £ licu de la courbe C et I'enve-
loppe du plan P. Pour quelles positions de la droite A la
surface I est-elle de révolution?

4° On considére un point M et les plans polaires de
ce point par rapport a toutes les quadriques passant par
la courbe C relative & une sphére fixe S; démontrer
qu’ils passent par un méme point M'; déterminer le
lieu de ce point M’ lorsque M décrit une droite D.

5° On suppose, en particulier, que la droite T) passe
par le centre de Tellipsoide et est située dans le plan
osculateur de la courbe C en ce point; montrer que le
lieu de M’ est une droite D', et trouver le licu de cette
derniére droite lorsque D varie en satisfaisant aux con-
ditipns indiquées précédemment.

QUESTIONS.

1711. Quand on déroule une épicycloide sur la tangente au
sommet, lc liew des extrémités du rayon de courbure est une
conique. (Ricearr).
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1712. On considére une série d’hyperboles équilatéres homo-
thétiques par rapport a leur centre commun O, et dont 'axe
transverse commun est OX. Dans chacune d’elles, on trace un
rayon OM qui détache un secteur d’aire donnée a partir
de OX. Trouver le lieu du point M. (C.-A. LaisanTt).

1713. Trouver par l'analyse le lieu du foyer mobile d’une
conique d’excentricité donnée dont l'autre foyer est fixe et
dont la directrice correspondant a ce foyer enveloppe une
courbe donnée. Vérifier le résultat trouvé par la Géométrie.

(B. NIEWENGLOWSKI).

1714. Etant donnés, dans un plan, quatre couples de points
(A, Ay); (B, By); (C, Gy); (D, Dy), tels qu'aucun des quadri-
latéres analogues au quadrilatére A'A; BBy, ne soit inscriptible,
prouver qu'il existe dans ce plan deux couples de points
(X, Y), tels que chacun des quatre quadrilatéres analogues
au quadrilatére AA; XY soit inscriptible.

(X. ANTOMARI).

1718. On appelle nombres de Mobius les nombres p(n) dé-
finis de la maniére suivante :

p(r)y=r.

u(n)=o quand n est divisible par un carré autre que
Punité.

w(n)=+1 quand nn’a que des facteurs premiers différents
en nombre pair.

uw(nr)=—1 quand » n’a que des facteurs premiers diflérents
en nombre impair.

Dans cet énoncé, 'unité n’est pas comptée comme facteur.

Montrer que la somme

W)= p(2)+.. .+ 22(n)
. s 6 N . y ! ~
est égale & —; n + ¢, expression ol la‘valeur absolue de ¢ est
inférieure a 3 /. (J. FRANEL.)

1716. On considére une série de coniques semblables qui ont
méme corde normale NN'(N et N" sont des points fixes). Cher-
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cher I'enveloppe de ces coniques et le lieu de 'extrémité de la
corde de courbure au point N. (CL. SERvars.)

1717. Le lieu des milieux des cordes d’un cercle ayant une
projection donnée sur un diamétre fixe est une quartique. Dis-
cuter cette courbe ; la construire, en étant donnés deux points,
et donner la construction de la tangente en un point quel-
conque. (GaLLucer.)

ERRATA AUX TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON.

Page 405, logtang 33°31" 20", au lieu de g,8211 438 lisez g,8211488.

ERRATA.

3¢ série, t. X1V, 1895, p. 385; ajoutes, aprés le titre Sur un pro-
bléme de Géomeétrie: voir méme tome, p. 4g.

Méme tome, p. 442, ajoutes aprés le méme titre > voir méme tome,
p- 385.

RECTIFICATION.

3 série, t. NIV, 1895, p. 39". Deux questions distinctes ont été
confondues sous le n° 1704. Il y a lieu d’attribuer le n° 1704 bis a la
seconde, qui commence par les mots: « Demontrer que, etc.... ».
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CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1896.

Sujet.

Soit F(x) un polynome du quatriéme degré,
dont les quatre racines a, b, c, d sont distinctes;
on divise le carré de la dériovée par ¥'(x). St l'on
désigne parQ et R le quotient et le reste de cette

division, on a
F2(2) =T (2)Q + R.

1° Prouver que Q est carré parfait.
2° Prouver que le polynome
F(x)-+pR(z)
est carré parfait pour trois valeurs différentcly
de p.
3° Trouver tous les polynomes du quatriéme

degré G(x) qui sont tels que le polynome
F(x) -+ G (z)

soit carré parfait pour trois valeurs distinctes
de ¢.

4° En général, le reste R est du troisiéme de-
gré; pour qu'il s abaisse au second, il faut et il
suffit que la condition suivante soit remplic :

F'(a)+F'(b) +F(c)+T'(d)=o.
Ann. de Matheémat., 3° série, t. XV. (Mars 18¢6.) 8
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Le reste R est alors carré parfait; il ne différe
de Q que par un facteur constant.

Montrer que ce cas est caracterisé par ce fait
que Uaddition a ¥ (x) d’une constante convenable
rend le polynome carré parfait. La réciproque
est-elle vraie?

Dans ce cas, les paragraphes 2° et 3° subissent-
ils quelque modification?

Conditions.

Le concours est ouvert exclusivement aux abonnés
des Nouvelles Annales de Mathématiques.

Le meilleur Mémoire envoyé en réponse au sujet pro-
posé donnera droit, au profit de 'auteur :

1 A un crédit de roo d’Ouvrages i choisir dans le
catalogue de MM. Gauthier-Villars et fils;

2° A la publication du Mémoire;

3> A un tirage a part gratuit de 100 exemplaires.

Les manuscrits devront étre parvenus a la rédaction
AVANT LE 1D ocrosre 1896, terme d’absolue rigueur.

Les auteurs pourront, a leur gré, se faire immédiate-
ment connaitre, ou garder provisoirement I’anonyme.
Dans ce dernier cas, le Mémoire portera un signe, une
devise ou un numéro d’ordre arbitraire, et sera accom-
pagné d’un pli cacheté renfermant, avec la mémeindica-
tion, le nom et I'adresse de 'auteur ct la justification
de sa qualité d’abonné. Les plis cachetés en question ne
seront ouverts par la Rédaction qu’a partir du 15 oc-
tobre, ot a‘prés le jugement prononcé.

Aucune limite n’est fixée quant a I'étenduc des Mé-
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moires. Mais, a mérite égal, les plus concis seraient pré-
férés par les juges du Concours. Chacun comprendra du
reste que 'insertion d’'un travail trop étendu serait ma-
tériellement impossible.

Le jugement du Concours sera prononcé avant le
1°* janvier 1897, et le résultat en sera, sans retard, pu-
blié dans le journal.

La rédaction, et les juges du Concours qui se seront
associés a elle, se réservent la faculté :

1° De partager les récompenses ci-dessus mention-
nées, au cas tout a fait exceptionnel ou deux Mémoires
y auraient droit avec un égal méritc;

2° De ne pas attribuer de récompenses si, parmi les
Mémoires envoyés, aucun ne semblait en étre digne.
Dans ce dernier cas, les avantages stipulés seraient re-
portés sur un Concours ultérieur, et 'annonce en serait
faite dans le journal en temps utile.

L’auteur du Mémoire récompensé sera immédiatement
avisé par la Rédaction et voudra bien faire immédiate-
ment connaitre s’il désire que la publicationde son Tra-
vail ait licu sous son nom, ou sous forme anonyme. Son
silence serait interprété comme une autorisation de pu-
blierlIe nom.

Les RepacTEues.

ERRATA.

3¢ série, t. XV, 1896, p. 553, question 1707 : daps les quatre der-
niéres lignes du premier alinéa, permutez les lettres M, et M'.



(108)

[A3e]
SUR LES CONDITIONS SOUS LESQUELLES UNE EQUATION
NVADMET QUE DES RACINES A PARTIE REELLE NEGATIVE;

Par M. A. HURWITZ (de Zurich) (1).
(Traduit par M. L. LAUGEL.)

I.

A T'instigation de mon honoré collégue, M. A. Sto-
dola, je me suis occupé il y aquelque temps de la ques-
tion de reconnaitre quand unc équation de degré n a
coefficients réels

QT+ a4+, ..+ a,=o0

n’admet que des racines dont la partie réclle est néga-
tive.

Bien que la résolution de cette question, d’aprés les
méthodes de Sturm, Liouville, Cauchy et Hermite, ne
présente aucune difficulté de principe, néanmoins, je
prends ici la liberté d’exposer le résultat auquel je
suis arrivé, parce que, sous sa formesimple et commode
dans les applications, il offre peut-étre un certain inté-
rét (*).

(') Mathematische Annalen, t. XLVI.

(*) M. Stodola se sert de mon résultat dans son Mémoire Sur le
réglement des turbines (Schweiser Bau-Zeitung, t. XXIII, n°>* 17,
18), Mémoire dont les résultats ont trouvé une application couron-
née du plus remarquable succés & I'Etablissement des turbinesa Davos
(Engadine). La question, comme me I'a fait remarquer M. Sto-
dola, avait été proposée dans la Natural Philosophy de Thomson
(Lord Kclvin) et Tait (1886, Partic I, p. 390) et sa solution y est
indiquée comme étant trés désirable. 2¢ édit., Partic I, p. 3yo; 18go.
Refait ct augmenté par les auteurs.
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L’exposition du résultat me donne en méme temps
Poccasion de présenter la méthode d’Hermite-Jacobi
sous une forme qui peut éire généralisée a divers points
de vue.

On peut évidemment, ce que nous ferons ici, s’en te-
nir au cas ou le coeflicient a, est positif. En effet, s’il
en était autrement, on pourrait multiplier tout le pre-
mier membre de I'équation par le facteur — 1.

Formons maintenant le déterminant

. a; az as ... Q-—y

a, ay @ ... «Qg\—3

(1) M=o a a; ... an_;
| 2 5 Y

d’aprés la méthode qui consiste & augmenter successi-
vement les indices de deux unités dans la premiére ligne
horizontale et a les faire diminuer toujours successive-
ment d’'une unité dans chaque colonne verticale. On
devra aussi poser en général

ay=o,
lorsque P'indice k cst négatif ou plus grand que n.
Ceci posé, on a le théoréme :

Lacondition nécessaire et suffisante pour que l'équa-
tion

(2) a2+ ay x4+, .+~ a,= o,
.

ot le coefficient a, est supposé positif, n’admette que
des racines & partie réelle négative est que les valeurs
des déterminants

(3) A1=a“ Ag, A‘}, ceay Au

sotent toules positives.
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A ce théoréme ajoutons la remarque suivante. Le dé-
terminant A,, comme c’est facile 4 reconnaitre en le
développant suivant les éléments de la derniére colonne
verticale, est égal a

anlh,_q.

Ainsila condition que A,_; et A, doivent étre positifs
est équivalente a cette autre que A,_; et a, doivent ¢tre
positifs.

Le théoréme reste donc valable lorsquel’on remplace
A, par a,.

Voici encore une autre remarque :

Si I'on considére la suite de déterminants

(/l) Ah A,, AZ&» A,

les termes de cette suite s’évanouissent identiquement
partir du (n+1)®¢ inclus, c’est-a-dire pour des va-
leurs indéterminées de a,, a4, ..., a,. En eflet, les
éléments de la derniére colonne verticale de Ay sont
tous nuls pour A > n. Par conséquent, la condition du
théoréme peut encore s’exprimer en disant que les
termes de la suite (4) qui ne s’évanouissent pas identi-
quement doivent étre tous positifs. Ces termes, écrits
tout au long, sont les suivants :

ay ag a.‘sl

o

0 ay

et, sans insister davantage, on en conclura aisément les
conditions welatives & toute valeur particuli¢re de n.
Par exemple, les conditions relatives a I'équation du
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quatriéme degré (n = 4), sont :

a, az o
a ag
a; > o, ! > o, Ao @ a, | >0,

o a; ag

| @ ag
a,> o.

M. Stodola a remarqué qu’une condition nécessaire
pour quel’équation (2) n’admette que des racines & par-
tie réelle négative est que tous les coelficients ay, a,, ...,
a, soient positifs. En cffet, lorsque la partie réelle de
toutes les racines de I’équation (2) estnégative, chaque
facteur linéaire réel du premier membre de Péquationa
la forme x—+ p et chaque facteur réel quadratique la
forme

(z+p)2+pi=a24pa+p
ol py pyy pay P’y P désignent des grandeurs positives.
Mais comme le produit de fonctions entiéres a coefli-
cients positifs a lui-méme dgalement tous ses coefli~
cients positifs, le premier membre de 'équation (2)
n’admettra donc que des coeflicients positifs.

1I.

Supposons que la fonction entiére rationnelle f(x),
dont les coefficients peuvent tout d’abord admettre des
valeurs complexes, ne s’évanouisse pour aucune valeur
de x purement imaginaire. Désignons alors respecti-
vement par N et P le nombre des zéros de f(x) qui
ont des parties réelles négatives et positives; on a

(5) N+P=n,

n désignant alors le degré de f(x). Soit maintenant ¢
uune constante (complexe) quelconque et

(6) ef (r)=pel™y,
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5 désignant alors le module (den absoluten Betrag, ta
valeur absolue) ct =7 Pargument de ¢f (x). L’angle ©
varie d’'une maniére continue avec la valeur de z et di-
minue en particulier de

<) N—P =2

unités, lorsque x parcourt la succession de valeurs nu-
mériques imaginaires pures de + % a — ioo. Ce fait se
reconnait de suite lorsqu’en faisant usage de la repré-
sentation géométrique habituclle des nombres com-
plexes, on étudie la variation de I’argument de chaque
facteur linéaire de f(x). Maintenant, en vertu de (5)
ct (7), ona

n—+ A ) n—A
’ P = .
2 2

(8) N=

La détermination de A scra alors ramenée de la ma-
niére ¢ne 'on sait, a celle d’un indice de Cauchy (').
Par indice d'nne grandeur R qui posséde, en chaque
point d’une ligne L parcourue dans un sens déterminé,
une valeur réelle déterminée, I’on entendra le nombre
formé comme il suit. On attribuera a chaque point de L
ot R devient infinie un des nombres o,0u + 1,0u —1,
selon que R, en passant par le point en question, ne
change pas de signe, ou bien passe d’une valeur négative
a une valeur positive, ou bien d’une valeur positive a
une valeur négative. L'indice de R relatif a la ligne L est
alors la somme de tous les nombres ainsi attribués aux
infinis de R. On admetici tacitement que R ne change

(1) Journal de U’Ecole Polytechnique, XV* Cahier; 1837. !L'in-
dice de Cauchy cst renferm¢ comme cas particulier dans la notion
introduite par Kronecker sous le nom de caractéristique d’un sys-

téme de fonctions (Monatsberichte der K. preuss. Acad. d. W.;
1859).
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son signe qu’en un nombre fini de points ou elle devient
infinie, et que {i est continue dans Ie domaine de ces
points.
Ayant ainsi rappelé cette notion, soit 5 une variable
réelle et

(9) ef(—iz)=U—+2V,

U et V désignant des fonctions entiéres de z & coeffi-
cients réels. Si ’on pose maintenant

(10) 3 = RG),
on a
. I
(117 0 = ‘r—:arctangR(z),

et il résulte de cette équation que A est identique a I'in-
dice de R(z) relatif a I’axe des z réels parcouru dans
le sens des z croissants (axe que 'on doit regarder
comme une ligne ou contour qui se ferme a l'infini).

Dans ce qui suit, je supposerai que R (z) ne devient
pas infinie pour z =0, ce qui est évidemment permis,
puisque 'on peut disposer arbitrairement de la con-
stante c.

IIL

Prenons maintenant pour R(z) une fonction ration-
nelle quelconque de z 4 coefficients réels et qui reste
finie pour z =cc.

L’indice de R(z) (relatif 4 I’'axe des nombres réels
parcouru dans le sens des z croissants) peut, comme
I'on sait, étre déterminé par le procédé de division de
Sturm, ou bien par la méthode d’Hermite au moyen
de la représentation par une forme quadratique dont la
signature cst un nombre identique a indice cherché.



(114)

Par « signature » d’une forme quadratique a coefli-
cients réels, jentends, avec M. Frobenius ('), la diffé-
rence entre le nombre des carrés positifs et des carrés
négatifs qui se présentent dans la représentation de la
forme par une somme de carrés de fonctions linéaires
réclles, le nombre desdits carrés étant le plus petit pos-
sible.

On est conduit a cette méthode d’Hermite pour la
détermination de 'indice d¢ R(z) de la maniére sui-
vante :

Si lon désigne par

O(3)=p0-+y15+y23t+...= yp_gsml
unc fonction rationnclle enti¢re de z dont les cocfli-
cients sont regardés comme des paramétres arbitraires,
alors 'intégrale

(12.) F ./’R(s)[(-)(;)]2 ds,

prise le long d’un contour curviligne renfermant tous
les poles de R(z), représente une forme quadratique
des parameétres ¥, 31y ¥ay -+ +y Ym1, qui, étantle coef-

v . 1 , E .

ficient de = dans le développement de R(z)[0(z)]? sui-
. 1 . .

vant les puissances ascendantes de - est facile a for-

mer(*). D'autre part, intégrale est égale a la somme

(") Swrla loi d’inertie des formes quadratiques (Sitsungberichte
der Kgl. preuss. Acad. d. W.; 189%).

(*) Aulicu de lintégrale (12), on peut également arriver au méme
[0 ()]
(5 —ayzm
tour du point 5= a, 2 désignant unc valcur récllec pour laquelle
R(3) demeure fini. Relativement & la derniére intégrale, 5 =a jouc
le méme réle que 3 =« par rapport a (12). En corrélation avec cette
circonstance, nous rvemarquons ce fait évident que lindice de

résultat en considérant l'intégrale e ﬁ{ () s, prise au-
2%
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des résidus de R(z)[O(3)]* correspondant aux poles
de R(z).
Soit z = a un pole simple de R(z) et

o c
(13) R(a+[)=;+c,+cgt+...;

alors le résidu relatif &4 z = a est
c[8(a)l®.

Lorsque a est réel, alors le pole 5 = a fournit a I'in-
dice de R(z) la contribution + 1, ou — 1 selon que ¢
est respectivement positif ou négatif.

Lorsque a est imaginaire, si 'on désigne par @ le
pole imaginaire conjugué de a, la somme des résidus
relatifs a @ et a est

e[0(a))t+2[B(a) = (P +iQ)? + (P —iQ)? = 2P —»Q?,

ou P et Q sont des fonctions linéaires réelles. De ceci
résulte [d'abord sous I’hypothése que R(z) n’admet
que des poles simples] le théoréme suivant :

Si U'on désigne par n le nombre des péles de R (z),
la forme quadratique F,, est représentable par une
somme de n carrés, out, en outre, la différence entre lc
nombre des carrés positifs et celui des carrés négatifs
est égale a ’indice de R(z).

Ce théoréme est encore valable au cas ou R(z) ad-
met des poles d’ordre de multiplicité quelconque, ct
I'on doit alors entendre par n le nombre des poles,

cs+d
des constantes réclles dont le déterminant ad — bc¢ est positif.

<a: +b) est égal a l'indice de R(s), lorsque a, b, ¢, d désignent
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chacun d’eux comptant pour son ordre de mudtiphi-
cité (*).
Pour démontrer ceci, soit 5= e un pdle de R(z),
d’ordre X et soient

c cy Cr—1
R(a+t)=§+ﬂ~_l+...+—t—-+...,

B(a+t)=06¢(a)+ 0 (a)t+ 6 (a)l+...,

0, (a), ©,(a), ... désignant des formes linéaires des
parameilres ¥, ¥iy o« oy ¥m_s. Le résidu relatif 4 z=a
sera

C)—102+ 20026001 +...+c(26)O\ -y +26,0)_5+...).

Maintenant, selon que A est pair ou impair, ce résidu
peut s’éerire respectivement sous la forme

8oy + O3 Wy ...+ By Wy [ =2p],

ou sous la forme

i

Oy Wy + O W) ...+ 6y Py +cOf [A =2p+1],

Wy, ¥y, ... désignant des fonctions linéaires des para-
meétres.

Si a est réel, les cocflicients de O, 0, ..., Wy,
Wy, ... sont également réels et le résidu peut étre

\

amené A prendre la forme
L3(80+ )" —[3 (80— T)]* +.. .+ [$(Op—y + Wy1)]?
— (38— )]?
()‘ = 2!“")!

(1) Kronccker, dans son Mémoire Sur la Theorie de l'élimina-
tion d’une variable entre deux cquations algebriques ( Monatsbe-
richte der Kgl. preuss. Acad. d. W., 1881) a remarqué que les
déductions relatives aux suites de Sturm restent encorc légitimes,
avee les modifications appropriées, lorsque les fonctions entiéres en
question admettent des factcurs lindaires multiples.
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ou

[380+ )] —[3(80 — W) +...+[$(Op—1 + ¥y ) ]?
—[-;-(Oy__, —_ 11‘9_1 )]2+ ceﬁ.
(A =2 +1),

expressions ou il se présente une somme de A carrés de
formes linéaires réelles.

Lorsque A est pair, il se présente exactement autant
de carrés positifs que de carrés négatifs; au contraire,
lorsque X est impair, il se présente un carré positif oun
bien un carré négatif en plus, selon les cas respectifls
ol ¢ est positif ou bien négatif. La discussion du cas
ol z = a est complexe, alieu d’une facon tout ana-
logue, et I'on reconnait ainsi que le théoréme précé-
dent est valable d’'une maniére générale.

IV.

Quand m > n, alors la forme quadratique I, pos-
séde un déterminant qui s’évanouit, puisqu’elle est re-
présentable par une somme de n carrés, et, par suite,
qu’elle se réduit 2 une forme dépendant d’un nombre de
combinaisons linéaires de yo, ¥y, .+ ., ym_ inférieur
i m. Au contraire, le déterminant de la forme F,, est
diflérent de zéro. On peut le démontrer, soit en prou-
vant l'identité de ce déterminant avec la résultante du
numérateur et du dénominateur de la fonction ration-
nelle R (z) écrite sous forme réduite (comparez § VI),
soit en procédant comme il suit :

Si le déterminant de F, s’évanouissait, 'on pourrait
trouver des valeurs de yq, )15 « - -y 3y D€ s’évanouis-
sant pas loutes, et telles que

JF, JF, JF,
d.}/o 3 2)_.}‘/—1_7 A ] d‘},”—I ’
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ct que, par conséquent aussi les intégrales
I .
(14) Z—ﬁ—i‘/‘ﬂ(z)e(z)s)\ds (A=o0,1, ..., n—1)

{ussent toutes nulles.
Maintenant lorsque

(15) R(2)6(z) = G(z)+ Ry(5),
G(z) désignant une fonction entiére de z et

. k' o
(16)  Ry(3)=R(3)0(5)— G(5) = = + — ...
une fonction rationncelle s’évanouissant pour z = o, il
st nécessaire, pour queces intégrales s’annulent, que
I’on ait
K= ko=, = k) =,

ct, par conséquent, que R, (5) soit infiniment petit de
Pordre n + 1 au moins pour 5 =occ. Mais comme R, (2)
ne peut devenir infini qu’en les poles de R(z), c’est-
a-dire au plus 7 fois, il faudrait donc que R, (z) s’éva-
nouisse identiquement ; mais I’équation suivante, que

I’on aurait alors
R(5)0(s)=G(3),

est impossible, puisque O(z) est au plus de degré
(n—1) et que R(z) posséde n poles.

V.

De ce qui précéde, nous tirons alors le procédé sui-
vant pour la détermination de I'indice de R(z).
Soit
c c C;
) R(s)=mew 0 & 22

- ~2
~ ~F
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le développement de R(z) dans le domaine de z = .

Le factcur de - dans le développement du produit de

R(z) par

(18) [6(;)]‘1=2y,-yk3f+’f (i, k=o0,1,...,m—1)
ik

est alors

W .
(19) F,n= 2 CitkYiYk (&hk=o0,1, ..., m—1)
i k

ct le déterminant de la forme IF,, se présente sous la

forme
Co €1 vt Cm—
¢y Cy ... Cm
(20) D=
| Cm—1 Cm ... Cam—2 |

Maintenant, dans la suite de déterminants
('Zl\) Dh D'27 D3a LR}

tous les termes sont, a partir de I'un d’entre eux D,
par exemple, égaux a zéro, tandis que D, est différent
de zéro. Alors n est le nombre des poles de R(z), et
I'indice de R(z) est égal a la signature de la forme F,,.

La signature de la forme F, nous sera donnée dans
chaque cas par I'examen des signes des déterminants
non évanouissants de la suite Dy, Dy, ..., D, (*).

Au cas ot aucun de ces déterminants ne s’annule,
F,, commel’on sait et ainsi qu’il est facile de le démon-
trer, peut étre représenté sous la forme

Dll
u ...+ D ug_y,
n—1

D,

Fp = Dyuj+

(') FroBENIUS, loc. cit., p. 410.
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ol u; désigne une forme réelle lindaire de Vis Vigtr s
Y-+
L’indice de R(z)est donc alors égal a la différence
entre le nombre des termes positifs et le nombre des
termes négatifs de la suite

D, D D,
D,” D, S

Dy,

Ce cas se présente, en particulier, lorsque I'indice de
R( z) prend sa valeur maxima n. En effet, alors I, est
unc forme définie positive etil en est de mémede F,,_,,
Fo o, ..., Fy, car ces derniéres formes prennent
naissance lorsque l'on égale 4 zéro certains des para-
métres ¥y 34y ++ .5 ¥t de Fypo Mais le déterminant
d’une forme positive est toujours positif.

L’on en conclut le théoréme :

Lindice de R prend toujours, et c’est le seul cas oit
ce fait a lieu, sa valeur maxima n, lorsque les déter-
minants Dy, Dy, ..., D, sont positifs.

VI

Soit maintenant R (z) donné sous la forme

bosV+by3v-1+...+ b
(22) R(3) = o — s
Ay 4 a V14 . +ay

le cacfficient a, étant, p:;r hypothése, différent de zéro.
Le degré v du dénominateur de R(z) est supérieur ou
égal an, selon que le numérateur et le dénominateur
de R(z) ont respectivement un diviseur commun oun
non. L’on peut maintenant transformer le déterminant
D,, (20), en un déterminant dont les éléments sont for-
més par les eoeflicients ay, ..., ay, by, ..., b,. Celte
transformation est praticable a I'aide du théoréme sui-
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vant que 'on déduit aisément du théoréme relatif i la
multiplication des déterminants :
Soient
(23) Py, Py, ..., P,
des séries de puissances de z qui, par Ueffet d’une mul-
tiplication par
(24) P=ri+kis+kyz2+...
peuvent étre transformées en de nouvelles séries de
puissances
(25) Py, Py oony Py,
et telles, par conséquent, que I'on ait en général

P,, = PP,,.

8t lon met & part alors dans chacune des séries res-

pectives
Ph P2) LR} pm,

’ ’ ’
19 2y va

les m premiers termes, et si l'on désigne respective-
ment par Ay, A, les déterminants des m fonctions en-
tiéres de z de degré (m—1) ainsi obtenues, Uon a
(26) Ay = Tm Ay,
Jappliquerai maintenant ce théoréme au cas sui-
vant :
Soit
by +b15+byz2+...
Ao+ A1 5+ Ay B2+, ..

=cH4cyz+ 132 +...;

les séries (23) peuvent étre prises comme il suit

Py =1, Py=c 4 o3+ 132 +4...,
Poyy = 22Py, Pores = APy
(A=1,2,...),
Ann. de Mathemat., 3° série, t. XV. (Mars 1896.) 9
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tandis que la série (24) sera identifiée avec
P=ay+ajz+ayz?—+.....
Les séries (25) seront alors

1 =P, P, =by+b13+ b232+...,
Pt = z* Py,
Pyis = le; ’
A=1,2,...).
Si 'on remplace alors dans ’équation (26 ) I'indice m
par 2m, cettc équation donnera la transformation dési-
rée du déterminant Dy, et 'on a notamment

(‘27) angm =R,

ou R,, désigne le déterminant

a ay ... Qam—
bo b1 ... bam—
0O ay ... Qam—2
(‘28) Rm =10 bo oo b?m——?
0 0 ... ap
o e b

Ce déterminant s’évanouit certainement pourvu que
m > n, puisqu’alors les éléments de la derniére colonne
verticale sont tous nuls. Maintenant, pour arriver a la
détermination de I'indice (et en méme temps du nombre
n des poles) de la fonction rationnelle (22), on procé-
dera comme il suit :

On formera la suile des déterminants

Ry, Ry, ..., Ry.

Lorsque R, est le dernier terme de cette suite qui ne
s’annule 'pas, n sera le nombre des poles, ou, ce qui
revient au méme, le degré du dénominateur de R(z),
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lorsque R(z) est écrit sous forme rédaite. L’indice de
R(z) sera alors fourni par I'examen des signes des
termes non évanouissants dans la suite R, R,, ..., R,.

VIL

En particulier, I'on obtient maintenant facilement le
théoréme énoncé au § 1. Soit

(29) fx)=aqpxr+ajz"1+...4+ ap=o,

une équation a coefficients réels. On aura alors

(30) irf(—iz)=(aga"—azz"2+..)+ (a1 3" —az 5"—3+.. ),
et le nombre désigné par A au § II est 'indice de

n—1t_.. gh—3 e
(3]) R(Z): a3 as -+ .

Ay 3t — Ay 32 4. .,

L’équation (29) a maintenant toujours, ainsi qu’il
résulte de (8) au § I, des racines a parties réelles néga-
tives au seul et unique cas ou A =n. Il s’ensuit que le
numérateur et le dénominateur de R(z) doivent étre
sans diviseur commun. En effet, s’il en était autrement,
R(z) devrait étre représentable comme un quotient dont
le dénominateur serait de degré n' << n et l'indice de
R(z) serait au plus égal a n'.

La condition nécessaire et suffisante pour que 1'équa-
tion (29) n’admette que des racines a partie réelle né-
galive est par conséquent celle-ci : la forme

(32) F,,:Q-:;mez)[e(z)]zdz

doit étre une forme définie positivede yo, ¥4y - ooy Yn_s.
Par suite de ce fait que R (z) est une fonction impaire
de z, I, est décomposable en deux formes dont I'une
ne renferme que les paramétres yo, ¥2, ¥4, ..., et



(124

I’autre que les paraméires y, y3, 5, . . . Soit, en effet,

a st — @,z ..,
agsh —ayzh—14. ..

(33) H(z)=

n n—+1i . .
()\ = —ou selon que n est PESP(}CUVGHIGD[ pair ou
2 2

impair); on a évidemment
R(z) = sH(z?).

Réunissons ensuite dans ©(z) les termes A puissances
paires et les termes a puissances impaires en posant par

conséquent
0(z) =0y(32) +3508,(32).

Si Pon introduit alors dans intégrale (32), 52={
comme nouvelle variable d’intégration et si ensuite
on remplace de nouveau { par 5, on trouvera la dé-

composition en question
. 1 1
(34) Fa= Py H(z)[80(3)]2ds + r;?i‘/‘:,H(::)[Gl(z)]’dz.

Le fait énoncé par cette formule, que l'indice de
R(s) est égal a la somme des indices de H(z) et zH(z),
peut se déduire, ceci soit dit en passant, de la définition
méme de I'indice. Sil'on pose, en vertude § Vet § VI,
la condition pour que F,, ou, ce qui revient au méme,
pour que chacune des deux intégrales (34) représente
une forme définie positive, on sera, aprés une transfor-
mation facile du déterminant que l'on doit former,
conduit au théoréme du § I.

VIII.

A Taide de I'équation (8) du § II et de la méthode
dévcloppée au § VI pour la détermination de I'indice
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d’une fonction rationnel]e, on a résolu en général le
probleme qui consiste a déterminer le nombre de ces
racines d’une équation f(xr)=o0, qui ont une partie
réelle négative, sous I’hypothése que I'équation n’admet
comme racine aucune valeur imaginaire pure de x. (On
peut d’ailleurs s’affranchir de cette restriction si I'on
convient de compter chaque racine imaginaire pure avec
Pordre de multiplicité 3 comme une racine a partie
négative aussi bien que positive). Ce probléme, comme
le fait voir la substitution de — ix aux lieu et place
de z, n’est pas essentiellement différent de cet autre
probléme, qui consiste a déterminer le nombre des ra-
cines d’une équation de degré n

(35) Si(z) +ify(z) =0
qui ont une partie imaginaire positive, f, (x) et fa(x)

désignant des fonctions enticres a coeflicients réels. Ce
nombre sera donné également par la premiére for-

A ..
» A désignant alors

; n -+
mule (8), et par conséquent par

Ja(z)
Si(z)

Ce dernier probléme a fait I'objet des recherches de

Pindice de

M. Hermite dans deux Mémoires (!) auxquels je renver-
rai le lecteur. Pour conclure, je remarque encore ceci :
de la définition de l'indice, résulte évidemment qu’une

Sfa(2)
Jitz

au seul et unique cas ou le dénominateur f,(x) s’éva-

fonction rationnelle

possede toujours I'indice &= n

nouit en n points de 'axe des quantités réelles [x =
devant étre regardé comme un zéro de f, (x) lorsque f, (x)
atteint seulement le degré (n — 1)], et lorsqu’en méme

(') Journal de Crelle, t. 52, p. 3y, ct Bulletin de la Socicte
mathématique de France, t. VII, p. 128.
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temps f2(x) prend des valeurs de signe contraire pour
deux racines consécutives quelconques de f,(x)=o.
L’on conclut encore de ceci que la valeur maxima = n

. . (> ’ .
de l'indice defZ( ) se présente toujours au seul et

Ji(z)

unique cas ou chacune des équations f,(x)= o,
f2(x) = o admet n racines réelles distinctes entre elles
ct ou en méme temps les racines de I'une des équations
sont séparées par celles de 'autre. En particulier, les n
racines de I'équation (35) ont toujours leurs parties
imaginaires toutes positives ou bien toutes négatives,
au seul et unique cas ou les racines des équations
fi(x)=o0 eL fo(x)= o, jouissent de la propriété pré-
cédemment énoncée (*).

[F2]
QUELQUES EXEMPLES DE SERIES DOUBLEMENT PERIODIQUES;
Par M. P. APPELL.

1. On sait qu'on nomme fonction doublement perio-
digue une fonction uniforme f(2) vérifiant deux rela-
tions de la forme

f(z+2 K] = flz)

(0 (x4 2iK') = f().

Les constantes 2K et 2K’ sont les deux périodes.

Lorsque la fonction doublement périodique n’admet,
a distance finie, d’autres singularités que des péles, on
dit qu’elle est une fonction elliptique.

»

(*) Comparer BIEHLER, Journal de Crelle, t. 87, p. 350, et
LAGUERRE, Journal de Crelle, t. 89, p. 33g.
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Nous nous proposons ici d’'indiquer quelques séries
représentant des fonctions doublement périodiques.
Pour cela, considérons la fonction ©(x) de Jacobi,
définie comme il suit :
Posons
K

g=¢ XK,

ol le module de ¢ est supposé moindre que 'unité : la
fonction © est définie par la série

n—-® nmare
(2) 8(z) = 2 (—nrgn*e K ,
ou encore,

Tr

8(x)=1—2q cos K

-+ 2qg*cos 2T _
q K .
Cette fonction satisfait aux deux relations suivantes,
faciles a vérifier 4 I’aide du développement (2)
‘ 8(x+2 K)=6(z)

Txi
() t 9(x+2iK')=—ée—T9(x).

On conclut de la seconde relation = fois répétée

(4) 8(z +2niK')= e K 8(x),

(_ l)” _nmxi

q’l
ou n peut aussi étre pris négatif.

2. Ceci posé, soit p un entier positif fixe; considé-
rons la fonction définie par la série

n=+ o
I

(5) 9(z) = E ep(.z-+2niK’)’

n=-—awo

ou la fonction ® du dénominateur est élevée a la puis-
sance p. Si cette série est convergente, il est évident
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qu’elle définit une fonction doublement périodique
admettant les deux périodes 2K et 2/K’. En eftet, chaque
terme de la série admet la période 2K, et, quand on
change x en x + 27K/, chaque terme ne fait que reculer
d’un rang, et la somme de la série ne change pas. Or la
convergence résulte immédiatement de la formule (4):
car, d’aprés cette formule, dont on éléve les deux
membres a la puissance p, on peut écrire

=4 .
n=+ rnTaxl

?(@) = OIIEZ') 2 (—1)rpgrte B

n—=—w

Dans cette nouvelle série, la convergence est évidente,
car le module de 4 est moindre que l'unité. Cette série
définit une fonction holomorphe de x, G(x), de sorte
que la fonction doublement périodique ¢ (.r) se présente
maintenant sous la forme .

x
e(z) = or(z)

C’est une fonction elliptique, car elle n’a que des
poles a distance finie, a savoir les zéros de ©. On sait
que la fonction ® n’a qu’un zéro simple dans chaque pa-
rallélogramme des périodes 2K et 2/K’. La fonction ¢
a donc un seul pole d’ordre p dans chaque parallélo-
gramme.

Si p =1, il semble que la fonction ¢ n’ait qu’un pole
simple dans un parallélogramme : mais alors elle doit
s¢ réduire a une constante, ce qu’il est aisé de vérifier,
car,sip=1, on a-

G(z)=6(=z), P(x)=1.

3. Soit maintenant a une constante différente de zéro.
La série
n—-+

JUCEY p——
! a-0r(zx-~2niK'

nN=—x
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est encore convergente et définit encore une fonction
aux deux périodes 2K et 2/K’. Mais cette fonction
admet dans chaque parallélogramme des périodes une
infinité de poles qui sont les zéros des fonctions

a + 8°(x + 2niK').

Elle a donc des points singuliers essentiels a distance
finie et ce n’est pas une fonction elliptique.

%. On éiendra sans peine ces considérations de la
facon suivante. Soient ;, @2, ..., @, des constantes et
R(x) une fonction rationnelle a cocfficients constants
de O(x — ay), O(xr —dta), «v., O(xr —a,). Sila séric

n=-+ o
F(z)= 2 R(z +2niK’)
n=—a
est convergente, elle définit une fonction doublement
périodique qui est elliptique quand la fonction R(x) est
homogéne par rapport aux fonctions 6 qui la composent,
de facon a se reproduire multipliée par une exponen-
ticlle linéaire en x, quand x augmente de 2:K’.
En prenant les séries
n=—+w
. N\ el
Fi(z)= z arR(x +2niK’)

n——wo

ou

n=+® .
nmn XL

Fy(z)= Z argmnte K R(z +2niK')
Pr—
(m entier constant), on obtient des fonctions a multi-
plicateurs constants ou exponentiels.
Enfin, on peut former des séries analogues a celles
que nous venons de considérer, en les composant avec
des fonctions © de deux ou plusieurs variables.
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LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

SESSION DE NOVEMBRE 1895. — COMPOSITIONS.

Marseille.

Anavryse. — En appelant a et b deux fonctions uni-
formes de s, démontrer que la surface représentce
par les équations '

z = acosg,

y = bsing,
peut étre engendrée par le déplacement convenable
d’une ellipse variable avec z.

Déterminer le volume compris entre la surface et
les deux plans dont les équations sont

~
<&

= 3 et 5= zg+ h,

en supposant le produit ab constant. _

Former ensuite, dans le cas général, Uéquation dif-
Sérentielle en z et ¢ qui donne les lignes asymptotiques
de la surface.

Intégrer enfin cette équation différentielle dans le
cas ot l'on a

1 d?b 1
a = Kb, K = const., B da = &
Nota. — Les axes de coordonnées seront supposes

rectangulaires.

Une tranche du volume est comprise entre deux el-
lipses de méme aire, situées dans des plans paralléles.
Soit A I'aira d’une de ces ellipses; ’élément de volume
est Adh, et le volume entier A A.
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Les lignes asymptotiques sont déterminées par les
équations d*9=o0, d*z=o, pd*x + ¢qd*y = o, quand
z et ¢ sont les variables indépendantes. On trouve ainsi
I'équation générale

(a"b cos? q>'+ ab’sin?¢)ds?
—2(a'b—ab')sing cos ¢ dz dp — ab do?= o,
ou

n n
a b
— — 08209 + —sin?o ) ds?
< a ¢ b :

a b
—2(— — —) sing cos o ds dp — de? = o,
a b '
en appelant o, &', a”, b" les dérivées de a et b par rap-
port a z.
Dans le cas particulier proposé pour l'intégration,
I'équation précédente se réduit a

?b—” dz?— do? = o,
ou a
%i — de?=o.
Il est facile d’achever.
Dijon.
Anavyse. — L. Intégration des équations différen-

Y

tielles linéaires & coefficients constants, dépourvues
ou pourvues de seconds membres.

1. Zrouver, en coordonnées rectangulaires, une
ligne plane pour laquelle Iaire limitée par elle, par
les axes des coordonnées et par ’ordonnée du point m
mobile sur cette ligne, reste proportionnelle au carré

de la distance du méme point m & 1’origine.
P

o

En appelant z ’abscisse du point m, y son ordonnée
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a considérer comme fonction de z, et k un coeflicient
constant dont la valeur dépend de la proportionnalité a
réaliser d’aprés I'énoncé, ’équation de ce probléme est

x
—L 2 2 .
fo y dz = 5 (2+y?),

dont la ditférentiation conduit a I’équation différentielle
homogéne
dy _ky—=,
de ~  y
Aprés I'intégration de cette derniére, la valeur de la
constante arbitraire se détermine par la condition ini-
tiale ¥ = o pour x = o, dont la nécessité est évidente.

MtcaniQue. — 1. Mouvement d’un corps solide au-
tour d’un point fixe, la réaction du point fixe étant
la seule force extérieure agissant sur lui.

II. Question. — Un fil homogéne pesant, attaché a
deux points fixes situés & la méme hauteur, aﬁécle la
Jorme d’un arc de cycloide, la tangente au sommet
étant horizontale. On demande quelle doit étre la loi
de la section.

La section en un point doit étre inversement propor-
tionnelle au cube du cosinus de I’angle de la tangente
en ce point avec la tangente au sommet. On voit que les
deux points fixes ne peuvent étre les points de rebrousse-
meut de la cycloide; ce qui est un cas particulier de la
proposition plus générale que la tangente en une ex-
trémité fixe d’un fil pesant ne peut étre verticale.

Erreuve praTiQUE. — Une surface de révolution a
pour axe wne droite verticale dont le pied sur le plan
horizontal est @ o™,02 en avant de la ligne de terre;
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elle est engendrée par la rotation d’une circonférence
de o™, 025 de rayon, située dans le plan vertical, dont
le centre placé a gauche de la projection verticale de
Uaxe, au-dessus de la ligne de terre, est séparé de ces
deux droites par des distances toutes deux égales a
o™, 04. Construire le plan tangent & cette surface en
un quelconque de ses points, ainsi que son contour ap-
parent sur le plan vertical.

Paris.

:\NAL\'SE. — 1 Illtéo"l'(,’l' l'é(]uation
d.)’
“+ 2?) == = 2 9,2,

Cette équation, étant unc équation de Bernoulli, de-
vient linéaire quand on prend pour fonction inconnue
I'inverse de y. On trouve ainsi pour son intégrale gé-
nérale

2 /l -+ a?
y=

_log(z—f—\/l—{—xz)—w\/l_m—f—()’

C étant une constante arbitraire.

2* Trouver les lignes asymptotiques du conoide qui
a pour plan directeur le plan des xy, pour directrice
l'axe des z et qui est circonscrit & la sphére
(z—1)2 42+ 32=1.
On sait que les asymptotiques non rectilignes du co-
J

noide z =10 (—) onl pour équation finie
: xr

\
720 ('f—;) = const.

Pour déterminer v, on pose y =xZ, Z étant la fonction
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inverse de ¢, et I'on écrit que cette droite coupe la
sphére en deux points confondus, ce qui donne
x2(1 + 22) = 1. L’équation du conoide est donc

a(+8) = e[ @) =0 )
D’aprés cela, I'équation

4 3 = const

(M2t

représente les asymptotiques cherchées, qui sont algé-
briques.

DynamiQue. — Une tige rectiligne pesante OA, non
homogene, d’épaisseur infiniment petite, est mobile
autour d’une de ses extrémités O supposée fixe.
Trouver le mouvement de cette tige, supposée placée
dans des conditions initiales quelconques.

On prendra pour axes fixes la verticale descen-
dante O z et deux axes rectangulaires Ox et Oy dans
un plan horizontal. On appellera § Uangle z OA et o
Uangle z0A avec le plan 20 x.

Désignons par M la masse de la barre, par MK? son
moment d’inertie par rapport au paint O, par / la dis-
tance de son centre de gravité au point O. Le théoréme
des forces vives donne

. , 2lg
(1) 9'?sin20 + 02 = e cosb =h, (h=const.).
Le théoréme des moments des quantités de mouve-
ment par rapport a 'axe Oz donne une seconde inté-

grale .

(») %'sin20 = const. = C.
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Eliminant ¢’ on aura, pour déterminer l'inconnue

u = cos 0, a intégrer la différentielle

dt = du
\/(l—-tﬁ) (2—/c12£u+h)—c2

On tirera ensuite ¢’ de I'intégrale (2). Méme expres-
sion de n que pour le pendule sphérique ; méme discus-
sion.

.

CinemaTiQue. — Les cétés AB et AC du quadrila-
tére articulé ABCD sont égaux, ainsi que les cétés DB
et DC. On fixe le c6té AB et I’on considére le mouve-
ment de la bielle CD : ce mouvement peut étre obtenu
par le roulement d’une courbe liée & CD sur une
courbe fixe.

Déterminer ces deux courbes. Démontrer que la
manivelle AG fait deux tours pendant que la mani-

velle BD en fait un (').

Les courbes cherchées sont les lieux du centre instan-
tané I dans le plan fixe et dans le plan mobile. Ce point I
est a lintersection des cotés CA et DB prolongés.

Soient a la longueur des c6tés issus de A et d celle des
cOLés issus de D. On prend dans le plan fixe pour pole B,
pour axe polaire BA; dans le plan mobile pour podle D,
pour axe polaire DCj; les coordonnées de I étant r, 0
dans le premier systéme, ry, 0, dans le second, la pro-
priété de la diagonale AD d’étre bissectrice des deux
angles en A et en D, donne les relations

a d—+r rn—a

P Va*+r? —osarcosd

al e

-
va*+ri—ar;cosd,

(") L’énoncé devrait ajouter : si AC est plus petite que BD.
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qu’on peut écrire

‘?;‘:a_d—a_l (d— acosly).

Les deux courbes cherchées sont donc deux limacons
de Pascal.

Si lon suppose d > a, le point D décrit une circonfé-
rence qui entoure le point A donc quand la manivelle
AD fait un tour complet, il en est de méme de la
droite AD; I'angle DAB augmente de 360°;1’angle CAB
étant double du précédent, son coté AC fait deux tours.

ra
rzg;f_—a;(a—kdcos()). ry=

Cavrcur AstroNomiQUE. — En un lieu de colatitude X,
on observe le temps sidéral du passage d’une étoile
d’ascension droite A et de distance polaire P, au
fil vertical de la lunette d’un théodolite. La lecture
du cercle azimutal est L.

On pointe ensuite la lunette sur une mire terrestre;
soit I la lecture correspondante. On demande de dé-
terminer I azimut absolu de la mire.

On prendra

A =41" ¢'48",0; t =5"20m5¢9%5; L =120° 8'56",4
P=30°45'24",2; A =8M33m45%3;  L'=155051" 4°,5.

Les lectures croissent de U’est a l'ouest par le sud.

Lyon.
Axnavvse. — L. On prend sur une surface les lignes
de courbure pour lignes coordonnées curvilignes.

Le ds? devient ds® — E(u, v)du* + C(u, ¢)dv:. Expri-
mer en un point le produit des rayons de courbure
principaux.

1. Intégrer les équations aux dérivées partielles
F(s—pxr—gqy—pg)=0o et F(pz+py-+pg)=o,
F fonction quelcongue.
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Mtcanioue. — L. Etablir la relation entre la force
vive totale d’un systéme, la force vive dans le mou-
vement relatif par rapport au centre de gravité et la
force vive du centre de gravité, etc.

II. Mouvement d’un point pesant sur une circonfé-
rence qui tourne uniformément autour d’un diamétre
vertical.

Cas particulier o, & Uorigine des temps, le point
est dans la situation de repos relatif al’extrémité du
rayon horizontal.

Rexnnes.

Anavyse. — L. Trouver I’ équation aux dérivées par-
tielles des surfaces telles que leur plan tangent en
chaque point (x,y, z) détermine sur l'axe OL et &
partir de U'origine une longueur qui ne dépend que
du rapport ~-

Transformer 'équation du second ordre obtenue,
par la substitution

E =x, Y= Z;
"en déduire son intégrale générale.

On intégrera ég(zlemenz cetlle équation en partant
de Uintégrale intermédiaire immédiatement fournie
par l’énoncé.

1. Etude de Uintégrale

e2ais _ p2biz
——— d3,
z

prise le long du contour formé de deux demi-circon-
Sférences de rayons
R et r
ayant Porigine pour centre commun et relices par les
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Mars 18¢6.) 10
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portivns de Uaxe réel gu’elles interceptent entre elles.
On supposera a et b réels et positifs.
En fuisant tendre R vers U’infini et r vers zéro, on
déduira la valeur de Uintégrale définie
o . -
SInax sin P‘Z‘
( e

dxr
(2 et B reels).

La premiére question concerne les surfaces r()’glées
qui admettent I’axe des s comme direcirice.

Quant 4 Pintégrale réclle

e .

[‘ sinazsinfr de,

e w
qui dépend de la seconde question, on peut ainsi définiv
son mode de détermination @ soil @ une uantité positive
que Pon choisira égale a la plus petite des deux quan-
tités positives

[2] et |83

soit enlin ¢ == 1, choisi de méme signe que le pro-
duit 25; intégrale précédente aura pour valeur

TJW. 2,

Micintgun. — Ddterminer et étudier les formes
d’équilibre d’un fil homogeéne, inextensible, dont les
points sont sollicités par une force émanant d’un
centre fixe et inversemenlt /)/'()/Jorliolmelle aua carre
de la distance.

Former le systéme des équations propres & fournir
les constantes arbitraires lorsqu’on donne la longueur
du (il et les positions de ses deux extrémitds.

La courbe cherchiée, towjours rectifiable, se résout en
deux variétés 5 une de ces variétés est une transformée
d’hyperboke quon obtient en faisant tourner les rayons
veetenrs issus d'un foyer, de maniére que Pangle d'un
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rayon avee axe focal de 'hyperbole soit. amplifié dans
un rapport constant K; la longueur du rayon vecteur
est, bien entendu, conservée.
Le licu de Textrémité du nouveaun rayon vecteur est
la courbe cherchée.
Le rapport constant K est 1ié trés simplement a Pew-

centricité de I'hyperbole. o
Erreuve pramioue. — Sur la Terre, regardée comme

sphérique, on demande la distance kilométrique des
deux points A et B, déterminés par leurs coordonnées

glographiques :

N Latitude . .. ..... o = 59”.56'.3(;
' Longitude....... L= 27.58.13
B { Latitude ... ..... ¢ =— 33. 1.55
| Longitude....... L'= 286. 2.38
Lille.
Axavyse. — 1° Question de cours. — [ntégration

d’une équation linéaire aux dérivées partielles du
premier ordre.

Application aux équations des cones, des cylindres
et des suifaces de révolution.

2¢ Probléeme. — Une courbe plane (C) est tangenir

en O a une droite Ox. C étant le point ot la norniale
en O rencontre la normale en un point quelconque M,
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on décrit du point Cdeux arcs de cercle OP, MQ, limi-
tés a ces deuwx normales.
Déterminer la courbe par la condition que les trois
arcs OM, OP, MQ vérifient la relation linéaire
@.0P 4+ 5.MQ = OM.

L'équation générale des tangentes a (C) étant
[ ]

xsina — y cosa = f(a),

on formera U'équation différentielle & laquelle satis-
Sait la fonction f (2); on achévera Uintégration dans
le cas ot a=b =}.

MricaniQue. — Premicére question. — Etendre le
théoréme des forces wvives, le théoréme des moments
des quantités de mouvement, et, en particulier, celui
des aires au cas du mouvement relatif d’un systéme
auwtour de son centre de gravite'.

Deuxiéme question. — Un point matériel non pesant
M, de masse m, est assujetti a se mouvoir sur U'hélice
circulaire

xr = acosu, ¥y = asinu, 5= aucotl,

que Uon suppose dépolie. On demande d’étudier le

mouvemeny du point M, sachant qu’il est soumis & une
Jorce dirigée vers le point N o la tangente en M &
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Uhélice rencontre lé plan xO) et égale a

MN
mae ¢ .

On tiendra compte du frottement. A instant initial
le mobile est en A dans le plan xOy et sa vitesse est v,.

AstronomiE. — En un lieu de latitude connue 7, on
a mesuré le temps sideral T qui s’écoule entre les deux
passages d’une méme étoile connue (., 8) dans un plan

vertical déterminé. Calculer les heures sidérales de
ces deux passages.
Application :
A = 50°38'44",0 (B),
T = 1" 14™46°,
@ =10"57"14"97,
8 =62"19'3",5 (B).

GORRESPONDANCE.

Extrait d’'une lettre de M. Maillard, professeur
a la Faculté des Sciences de Poitiers.

La question d’Analyse proposée en juillet 1895 a
Pexamen de Licence devant la Faculié de Lyon (voir
Nouvelles Annales, 3¢ série, 1. XV, p. 48) peut étre
résolue par les méthodes ordinaires ().

Il s’agit d’intégrer 'équation sans second membre

2
:vlgx—‘}: '—-zx% -+ a?x?y =o.

o s . dy d'y .. .
; — ¢, depiv 7 et v o &
Faisons ax = ¢, éerivons ' et y” pour o7 L divi-

(') Voir, par exemple, SERRET, Calcul intégral, Chap. X.
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sons par ¢, il vient '
ly'—a2y'+ty =o.

Egalons a zéro les dérivées successives du premier
membre, faisons ¢ = o, nous aurons

’

. Yo =0, }';;=)/o,
puis
o p—— n =1

n—a-"’

d’ou, par la formule de Mac- Laurin

@ 3 5% o3
Y =Y l+‘)‘—!"—*/|r—r‘ ()——W—r—...)
vy [2td 405 61 829 \
2\ 3! Y 9! )
cest-a-dire

"
v =yo(cost+ tsint— ‘—Kﬂ(sinl—lcos{)
2

ou bien
¥y = M(cost + tsint)+ N(sinl{—tcost).

Appliquant a I'équation compléte la méthode de varia-
tion des constantes, remettant ax aulicu de ¢, on Lrouve
sans difliculté Vintégrale particuliére indiquée, on

1 (
A:-—, —_
a-&

VARIETES.

La Bibliothéque mathématique des travailleurs.

Les facilités matériclles données aux travailleurs con-
tribuent puissamment aux progrés des Sciences. 1l n’est

donc pas étonnant que la proposition faite au Congres
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de Caen (1894) par M. Lémeray, ct tendant a Porgani-
sation d’unce bibliothéque mathématique, aitété accueillie
avec la sympathic la plus sincére par les scetions de
Mathématiques, auxquelles cette proposition s’adressait.

Mais de I'idée a I'exéeution la distance est souvent
grande, ct Pentreprise a créer se trouvait hérissée de
dilficultés que personne ne méconnaissait. La premieére
pensée avait €1é d’adopter, ce qui semble assez naturel,
la forme coopérative. Or, le seul procédé pratique con-
sistait & créer la bibliothéque 4 Paris; et ce sont juste-
ment les mathématiciens habitant Paris qui en ont le
moins besoin. Comment amencr & coopérer entre clles
des personnes isoldes les unes des autres, et le plus
souvent ne se connaissanl méme pas?

Trés pénéuré cependant de Uimportance d’une telle
fondation, et de sa grande utilité, je crus devoir faire
connaitre la proposition de M. Lémeray par une ques-
lion posée dans U'lntermédiaire des Mathématiciens.

Bientot, répondant a cet appel, un jeune savant, le
D Hulmann, que je connaissais du reste depuis plu-
sicurs années, s’oflrail a essayer de meltre en pratique
I'idée de la création dont il s’agit. Peu de mois apres,
la Bibliothéque mathématique des travailleurs érai
fondée. Elle vient aujourd’hui de franchir le cap de sa
premicre année. Ce résullat rapide et inespéré a éié
obtenu par le concours d’'un grand nombre de bonnes
volontés ct d'initiatives individuelles, qui sont venues
encourager le D' Hulmann dans sa tache, et dont il y a
lieu de se féliciter.

La Bibliothéque mathématique des travailleurs
a pour but exclusif de préter des livres, journaux
ou Mémoires de Mathématiques a ses abonnés. La coopé-
ration aurait permis de faire plus, et d’organiser peut-
¢tre en outre la possibilité de la lecture sur place ; mais,
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comme nous I'avous dit plus haut, on risquait d’attendre
longtemps et peut-étre indéfiniment. Dépourvue de
toute complication administrative, ct réduite au mini-
mum de dépenses, la Bibliothéque peut consacrer
presque toutes ses ressources a enrichir le fonds initial
avec lequel elle a débuté. Aussitot fondée, cette utile
iustitution, qu'on ne saurait assez faire connaitre,
a trouvé les concours les plus dévoués de collaborateurs
apportant leurs avis, leurs livres, et leur active propa-
gande; puis les abounés ont répondu a I'appel qui leur
¢rait fait, comprenant bien qu’il y avait la une ceuvre
de désintéressement etde solidarité scientifiques, exempte
de toute pensée commerciale.

En juillet 1895, la Bibliothéque a publiée un premier
catalogue, comprenant 630 numéros, ¢’est-a-dire 630 Vo-
lumes. Lors de la publication du prochain catalogue,
qui aura licu au cours de la présente année, le nombre
total dépassera mille.

Ce n’est pas seulement le nombre qui fait la valeur
de ce fonds, mais encore la rarcté de certains Volumes,
dont quelques-uns sont pour ainsi dire introuvables.
Ce sont surtout des dons volontaires qui ont produit ce
brillant résultat.

Nous ne pouvons entrer ici dans aucun détail au sujet
du fouctionnement ct des conditions d’abonnement.
Ceux de nos lecteurs que la question intéresserait pour-
ront obtenir tous les renseignements en s’adressant au
D Hulmann, 4, rue-de la Cure, Paris (Auteuil). Nous
nous bornerons a signaler, comme condition essenticlle,
que tout livre ou recucil désiré par un abonné, et se
trouvant dans le commerce, est immédiatement acquis
par la Bibliothéque.

Si celte Mstitution, bien récente encore, prend les
développements que les débuts permettent Iégitimement
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d’espérer, il est a prévoir que, dans un avenir pas bicn
éloigué peut-ére, elle pourrait rendre encore de plus
grands services en organisant une salle de lecture, d’ou
la possibilité de travailler sur place. Malgré le nombre
et 'importance des grandes bibliothéques scientifiques
existant déja, il y aurait la.un nouvel élément de travail
des plus précieux, et qui serait bientor apprécié des
jeunes mathématiciens habitant Paris. Mais ceci est du
domaine de Vavenir. En ce qui concerne le présent, il
nous a semblé hon de faire connailre aux lecteurs et
collaborateurs des Nouvelles Annales, et principalement
a ccux qui habitent les départements ou I’étranger, ce
nouveau foyer de diffusion des vérités mathématiques, qui
s'appellela Bibliothéque mathématique des travailleurs.

C.-A. Laisant, Rédacteur.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Questions 1638 et 1639.
(1892, p. 30°, 31%.)

1638. On considére un cercle fire G et un faisceau de
cardioides ayant toutes méme axe de symétrie et méme
point de rebroussement O. La somme des inverses des
rayons vecteurs joignant le point O aux points d’inter-
section du cercle avec une des cardioides est constante.

1639. On considére un cardioide et une peint fixe P dans
son plan. Un cercle quelconque ayant son centre en ¥ ren-
contre la cardioide en huit points. La somme des longucurs
des rayons vecteurs joignant ces huit points au point de
rebroussement de la cardioide est constante.

(E.-N. BARISIEN.)
SOLUTION
Par M. ErNEST FoUCART.
Soicnt
o= R(1+ cosw),”

2i+yr—oar—a2by+ R?2=o0



(146)
les équatiens d’une cardioide et d'un cercle C de centre P(a, b).
On a

x:pcosw:pL—, y=psinw=p

— l/zpl{ —p?
R

R

Portant ces valeurs dans I'équation de la circonférence, on a,
pour déterminer les points communs aux deux courbes autres
que les points eycliques, I'équation

p—R

V2R — g2
R R

pt—oaap —2bp + R2=o0.

Développant et ordonnant par rapport a g, il vient

[(R—2a)p+4062]0t+ [R[a(R —a2a)—202]0®
+2R[2a2R 4+ R2(R —2a)]s2+ jaR'2R2p + R2R? = 0

la considération de cette équation donne la proposition du nu-
méro 1638 ou celle du numéro 1639, suivant qu'on y regarde R
ou R’ comme variable.

Il cat ¢té préférable, dans la question 1639, de ne considérer
que les quatre points communs autres que les points cycliques.

Question 1641.

{1892, p. ', )

Si un cercle a pour centre un point d’une hyperbole
équilatere et passe par le symélrique de ce point par rap-
port aw centre de U'lhyperbole, il coupe celte courbe en
{rois awtres points quisont les sommets d’un triangle équi-
latéral. (LEMAIRE.)

SOLUTION
PPar M. Er~xest Forcanrt.
Soient
2—y2—a=o

I'équation de Uhyperbole et aséco, atango les coordonnées
du point considéré. Transportons en ce point les axes de coor-
données paralléglement a eux-mémes ; hyperbole et le cercle
ont alors pour équations
»
e 2o aax sécs —2aylangs = o,

0.

24 y2— ja’(1+ sin?s)séelo
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L’équation aux coefficients angulaires des droites joignant
lorigine aux points communs a ces deux courbes est

m*—+ 2 singm?—3 (1 -+ sin2o) M2+ 2singm -+ sino = o,
ct, supprimant la droite qui passe par le centre de 'hyperbole,
m3—+3sinem?2— 3m — sing = o.

Cette équation définit les coefficients angulaires de droites
faisant entre elles des angles de 60°, car si 'on pose

tangw = — sing,
et

tang

wl €

=m,

on a la relation connue
3m—m3

—sing = .
! 1 — 3m?

¢quivalente a 'équation écrite.

Question 1644.

(1892, p. 31*.)

Sia est l’angle sous lequel une normale & une parabole
coupe l'axe de cette parabole, B ’angle sous lequel elle
coupe la courbe en son second point de rencontre avec
celle-ci, on a tangz = 2tang 3. (On demande unc solution
géométrique.) (D'Oca6NE.)

SOLUTION
Par M. ErNesT Foucarrt.

Soient A, le pied de la normale AB; G, le pole de AB; F, le
milieu de AB; D et E, les points de rencontre deaxe avec AB
et AC. On a

AE = AD tangax,

AC = ABtang8,
d’ou, en tenant compte du parallélisme de FC et DL,

ADtangaz  AE AD

ABtangB = AC ~ AF’
el comme

AB = 2 AF,

tangx = 2 tang 8.
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Question 1645.
(1832, p. 32*.)

On considére une lemniscate de Bernoulli (L) dont le
point double est en O et ’un des sommets en A.

On considére aussi U’hyperbole équilatére (H) ayant un
de ses sommets au miliew de OA et pour asymptotes les tan-
gentes au point double de la lemniscate.

Montrer que le cercle qui a son centre en un point quel-
conque C de (1) et qui passe par O est tangent a la lem-
niscate (L) en un point K tel que O\ est bissectrice des

droites OC et OK. (E.-N. BARISIEN.)
SOLUTION
Par M. ERNEST FOUCART.
Soient
(L) (24 y2)2— ja2(x?2—y?)= o,
x4+ y? — 2z —2aytango = o
Y cosa ytange = o,

les équations de la lemniscate et du cercle de centre

a \
G ’ atango).
cos e '

I’équation aux coefficients angulaires des droites joignant

Porigine aux points communs & ces deux courbes, autres que
I'origine et les points cycliques, s’obtient en éliminant la va-
riable d’homogénéité entre ces deux équations, ce qui donne
m2(sin?Q + cos2¢ )+ 2m sino + (1—cos?g) = o,
ou
(m +sing)? = o.

Cette équation montre que les deux courbes sont tangentes
cn un point K, tel que OK ait pour coefficient angulaire — sin¢:
orsing est justement le coefficient angulaire de OG, donc OC
et OK sont symétriques par rapport a Oa.

Question 1658.

(189%, p. 1*.)
)

On donne un triangle abe. Du sommet a, on abaisse sur
be la perpendiculaire aa'; de méme, de h on abaisse la
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perpendiculaire bl'. Du point i, centre du cercle inscritau
triangle a'cb', on méne des paralléles a ac et be.

Ces droites rencontrent ces cotés aux points af. Démon-
trer que la circonférence qui touche en o et B les cotés cb
et ca est tangente au cercle des neuf points du triangle
donné? (MANNHEIM).

SOLUTION

par M. A. Droz-FARNY.

Dans le losange ica, on a

c@:-Ci—.

c
2 COS —
2

Or le triangle a'cb’ est semblable au triangle donné, le rap-
port de similitude étant cose. Soit I le centre du cercle in-
scrit au triangle acb. On sait que
—c
C] = L— y

c

cos -

2

et, par conséquent,

eB= clcoscz(p—c)cosc :(_z_lz

c c
2 COS — 2082 —
2 2

Soit m le point milieu de ac. La puissance du sommet ¢ par
rapport au cercle des neuf points sera

ab
cb'.em =-— cosc.
2

Construisons sur ac un point B’ pour lequel ¢f8.cf'=c¢b'.cm.
On aura
cf =p.

Si donc on transforme la figure par rayons vecteurs récipro-
ques, par rapport au point ¢ comme centre et r2=cb'.cm
comme module d’inversion : 1° le cercle des neuf points se
transforme en lui-méme; 2° le cercle 23 a pour inverse un
nouveau cercle o'’ tangent aux cotés ac et be a une distance
cd =cB' =p.

Or ce cercle n’est rien autre que le cercle ex-inscrit au
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triangle abe dans Uangle ¢. Ce dernier étant tangent au cercle

des neuf points, il en scra de méme du cercle af et les points
de contact sont cn ligne droite avec le sommet c.

Question 1659.

(189%, p. 1* ).

Etant donnée une conique (C), on eonsidére le triangle
Sormé par les tangentes menées d’un point P & la conique
et la polaire de ce point par rapport a (C). Montrer que
Uorthocentre de ce triangle est sur la polaire du point P
par rapport au cercle orthoptigue de la conigue (C).

(E.-N. Barisiex.)
SOLUTION

Par M. \. Droz-IFan~y.

Soient P\ et PB les tangentes a la conique (C), PP, AN,
BB les hauteurs du triangle PAB, H son orthocentre, M le mi-
licu de AB et O le centre de (G). La droite A’B’ coupe AB
en 2 et 21l rencontre PM en a. On sait que PM passe par le
centre O, La circonférence décrite sur AB comme diamétre,
passant par A’ et B', il en résulte que al est polaire de P
par rapport a cete circonférence et quz, par conséquent, angle
Pax = qgo°. Le quadrilatére PaP’« est donc inscriptible et,
comme P’ et 2 sont conjugués harmoniques par rapport a A
et B, cette circonférence est circonscrite au triangle PP'a con-
Jugué par rapport a (G). On a donc, d’aprés le théoréme de
Faure,

Qa.0P = a2+ b2,

ce qui prouve que alla est une droite, et que cette droite est
la pnlniro de P par vapport au cerele orthoptique.

Question 1665.

IR9%. p. 2t

St trois cercles sont inscrits @ un triangle, les quatriémes
tangentes communes qu’'ils admetlent, pris deux a deux,
Jorment un ‘Iri(ul,;:/c lhomologique du premier.

(E. Durorco.)
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SOLUTION
Par M. A. Droz-FaRr~y.

Soient O, Og, O, O, les quatre cercles inscrits. La qua-
triéme tangente commune aux cercles O et O, coupe le coté
BC =@ au pied de la bissectrice intérieure de I'angle A; de
méme la quatriéme tangente commune aux cercles Oy et O,
coupe a au pied de la bissectrice extérieure de 'angle A.

Mais on sait que les six pieds des bissectrices intérieures et
cxtérieures des angles du triangle sont par trois sur quatre
droites. Les trois colés d'un des quatre triangles des tangentes
coupent donc les cotés correspondants du triangle ABC sui-
vant trois points en ligne droite; d’ou le théoréme.

QUESTIONS.

1718. f(z) désignant un polynome entier en 3, on al'égalité
sixl fl@) = f()) = [ fo)Lads,

S'(z) désignant la dérivée de f(3), et I'intégrale értant prise
dans le sens positif le long d’un contour fermé G, simple, par-
tant du point z, pour y revenir aprés avoir entouré lori-
gine O. (C. Botrrgr.)

1719. Si deux triangles homologiques ABC et A;B,;C; sont
inscrits dans la méme conique Q :

1° Le centre O d’homologie est le pale de Paxe X

2° Les points (BCy, B1C), (ACy, A, C), (ABy, A;B) appar-
tiennent & X, et les droites (bcq, b1¢), (acy, aic), (aby, a;b)
passent par O;

3° Si par O 'on méne une sécante A, les droites joignant les
sommets de chacun des triangles aux points ot les cotés cor-
respondants de I'autre sont coupés par A sont trois a trois
concourantes en deux points w et wy de Q. et ces deux points
sont en ligne droite avec O;
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4° Les droites joignant un point 8 de X aux sommets de
chacun des triangles coupent les c6tés correspondants de
Pautre en des points situés trois a trois sur deux droites p et p,
tangentes & la conique Qq inscrite aux deux trianghes, et ces
deux droites se coupent sur X.

5° Déduire de la une construction simple de la conique
passant par cinq points ou tangente a cinq droites.

(P. SoNDAT.)

1720. On sait que dans un triangle quelconque, le centre de
gravité, le centre du cercle circonscrit et 'orthocentre sonten
ligne droite. Etant donné un triangle A, on construit la droite
dont il vient d’étre question relative a chacun des triangles
formés par les points de contact du cercle inscrit et des cercles
ex-inscrits & A. Démontrer que les quatre droites ainsi obtenues
se coupent au centre du cercle circonscrit a A.

(J. FRANEL.)

1721. Détermincr un polynome entier du degré n, f, (z) tel
que le résidu de la fonction
, [ m—1 , . -
In (;) T (m nombre entier positif),

relatif au point # = o, soit égal a o quand m et n sont diffé-
rents, et a I'unité quand m = n. (J. FRANEL.)

1722. Par un foyer F d’une conique donnée, on méne une
corde quelconque MM'. Le cercle de diamétre MM' rencontre
la conique en deux autres points M; et M. Montrer que :

1° La droite M; M| passe par un point fixe;

2° Le lieu des points de rencontre des sécantes communes au
cercle et a la conique se compose d'une ligne droite et d’une
cubique. (E.-N. BARISIEN.)

ERRATA.

3¢ série, t. XV, 1896 : page 100, ligne 11, au lieu de osculatrices cn
deux points, lisez ayant en deux points un contact du deuxiéme
ordre. S
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[L*17a] SUR L'INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES (') ;
Par M. H. ANDOYER.

1. Soit

f= aux‘f -+ as_)_g.z'%—("' (1133.'5'3':— ar,v,x'i
= 2Q12 X 1 Xy + 2Q 13X T3+ 2Qy, T, D),
= 2Q3 T2 T3+ 2Q0, Tr T+ 243, 3T, = O

Péquation ponctuelle d'une quadrique quelconque $
rapportée a un tétraédre de référence quelconque
AAA AL

La quadrique S est une quadrique proprement dite
si les quatre équations

—()izo

oz (.5211‘2’3)4)

n’ont pas de solutions communes non toutes nulles,
¢’est-a-dire encore si le discriminant I de f n’est pas
nul. Alors la quadrique S n’a aucun point singulier;
tout point de 'espace a un plan polaire ct un seul ; un
point est situé dans son plan polaire s’il est sur S, et
son plan polaire est alors le plan tangent 4 S en ce
point; ce plan tangent coupe la surface suivant deux
droites distincles.

La quadrique S est un céne si les quatre équations

) \ .
Fx[_ = o ont un systéme de solutions non toutes nulles,
‘

(*) L’exposition suivante des résultats bien connus relatifs & I'in-
tersection de deux quadriques est celle que je donne dans mes con-
férences aux candidats a l’agrégation; elle me parait simple et
compléte. Il est d’ailleurs a peine utile de dire qu’elle ne présente
rien d’essentiellement nouveau.

Ann. de Matheémat., 3* série, t. XV. (Avril (896.) 1
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¢’est-a-dire encore si le discriminant ' est nul, sans
que tous ses mineurs du premier ordre le soient. Une
telle surface a un point singulier et un seul, le som-
met A du cone. Tout point de l'espace autre que A a
un plan polaire et un seul passant par A ; il est contenu
dans son plan polaire §’il est sur S, et son plan polaire
est alors le plan tangent & S en ce point; ce plan tan-
gent coupe la surface suivant deux droites confondues.
Le plan polaire de A est absolument indéterminé.

La quadrique S est un systéme de deux plans dis-
tincts, ou simplement un diédre, siles quatre équations
of e e \ .
gz, == oontune infinité simple de systémes de solutions
communes non toutes nulles, c¢’est-a-dire encore si le
discriminant I' et tous ses mineurs du premier ordre
sont nuls, sans que tous ses minenrs du second ordre le
soient. Unc telle surface a une infinité simple de points
singulicrs remplissant la droite D, aréte du diédre. Tout
point de I'espace non situé sur D a un plan polaire et
un seul passant par D ; il est situé dans son plan polaire
s'il est sur S, et son plan polaire est alors un des plans
du diédre S. Le plan polaire d’un point de D est abso-
lument indéterminé.

La quadrique S est un plan double si les quaure

of

équations oy, = 0 ont unc infinité double de systémes
i

de solutions communes non toutes nulles, c’est-a-dire
encore si le discriminant F ainsi que tous ses mineurs
du premier et du second ordre sont nuls. Une telle sur-
face a uneinfinité double de points singuliers, remplis-
sant le plan P qui, compté deux fois, constitue la sur-
face S. Tout point de 'espace non situé dans P a pour
plan polaire le plan P; le plan polaire d’un point de P
est absoldment indéterminé.
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2. Soit
g=byxri+.. .+ 2byx32, =0,

I'équation d’une seconde quadrique T, distincte de S;
nous supposons, en outre, que les deux quadriques S
et T n’ont pas de points singuliers communs ; 'étude
du systéme de deux quadriques ayant un point singulier
commun ne différe pas, en effet, de I'étude du systéme
de deux coniques.

Les deux quadriques S et T se coupent suivant une
courbe du quatriéme ordre C, ou guartique, car I'’hypo-
these faite montre que les deux quadriques, si elles se
décomposent toutes deux en systémes de plans, n’ont
pas de plan commun.

Les deux quadriques S et T' déterminent un faisceau ®
de quadriques U, représentées par I'équation

A+ pg=o,

X et p étant deux paramétres toujours finis, non nuls en
méme temps.

Deux quadriques U sont distinctes si clles corres-
pondent 4 deux systémes distincts (A, py), (ha, to), de va-
leurs de ) et u, c’est-a-dire tels que P'on ait

it — hgpq #Z 03

deux telles quadriques peuvent évidemment remplacer
les quadriques S et T pour définir le faisceau @, et, par
suite, nous pourrons toujours choisir, a notre gré, les
quadriques fondamentales S et T parmi celles du fais-
ceau.

Toutes les quadriques U du faisceau, en nombre sim-
plement infini, contiennent la courbe C; par un point

de T'espace non situé sur C passe une quadrique U et
une seule.



(136 )

Enfin, remarquons que tout ce que nous avons déja
dit, comme tout ce qui suivra, ne dépend évidemment
en rien du choix des coordonnées, et que, par suite, le
tétraédre de référence pourra toujours étre pris a notre
gré.

3. Le faiscean ® contient des quadriques singulieres,
¢’est-a-dire doudes de points singuliers. Ces quadriques
correspondent aux valeurs de )k et w qui annulent le dis-
criminant A de la forme ) f + p. 2. Les points singuliers
d’une telle quadrigue sont donnés par la résolution des
quatre équations

af Jg
o - = O.
Jor; M ox;

Une quadrique singuliére est un cone, si les valeurs
de 2 et wauxquelles elle correspond n’annulent pas tous
les mineurs du premier ordre de A ; elle est un diédre
si ces valeurs annulent tous les mineurs du premier
ordre de A, mais non tous les mineurs du second ordre;
clle est un plan double, si ces valeurs annulent tous les
mineurs du second ordre de A.

Appelons points singuliers du faisceau @ les points
singuliers des surfaces singuli¢res du faisceau. On voit
tout de suile que tout point singulier du faisceau jouit
de la propriété d’avoir méme plan polaire par rapport a
toutes les quadriques U du faisceau ; et réciproquement,
tout point jouissant de cette propriété est un point sin-
gulicr du faisceau. En effet, les points jouissant de cette
propriété sont fournis par les équations

of 9 9 of

Jdry Jry  Oxy Jz,
’ Jg T g T g ~ dg’

Jday - Jx, Jay dr,
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qui sont équivalentes a celles trouvées plus haut pour
dérerminer les points singuliers du faisceau.

Deux points singuliers appartenant 4 deux surfaces
singuliéres différentes, c’est-a-dire correspondant a deux
systémes distincts (A, ) (hs, o) de valeurs de & et w
annulant A, sont conjugués par rapport a toutes les sur-
faces du faisceau.

En ellet, si (z;) et (y,) sont les coordonnées de ces
deux points, on a les relations

] d .d
/\l_'_f_ +I«’-l—gt = 0, )\2~'f - Mo
ox; ox; 9y Uy

g

d’ou 'on tire

N 9 0g

i B g R =
: of oz
/\22 Xy (7)2 -+ 1122 X v 0,

ct, puisque P'on a Xy o — Ay py 5% 0,

Vhﬁ_Ehﬂ_ Ehﬂ_EAﬁr
A‘) ! vr; i ay =0 J or; i Jy -0

et enfin, %, u étant quelconques,

of o _
)\2)/151:1‘ -+ HEJ’: 57"" =0,

ce qui démontre la proposition.

En résumé, nous voyons que, si un point A ¢st singn-
lier, il est singulier pour une seule surface singuliére;
par rapport & toutes les surfaces autres que celle-ci, il
a un méme plan polaire, qui contient tous les points
singuliers des autres surfaces singuliéres.

4. Le discriminant A n’est pas en géndral nul identi-
quement; alors I'équation A = o, ou I'on peut considé-

A .
rer le rapport — comme l’mconnue, admet (qualre ra-
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cines distinctes ou confondues, ct, par suite, lc faisceau
® contient au plus quatre surfaces singuliéres, ¢t au
moins une. En outre, il est évident que si une racine
de A = o correspond a un plan double, ¢’est-a-dire an-
nule tous les mineurs du second ordre de A, cette racine
est d’un ordre de multiplicité au moins égal a trois; de
méme, une racine qui correspond a un diédre, c’est-
a-dire qui annule tous les mineurs du premier ordre
de A, mais non tous les mineurs du second ordre, est
d’un ordre de multiplicité au moins égal & deux.

Mais le discriminant A peut aussi étre nul identigue-
ment; étudions d’abord complétement ce cas excep-
tionnel.

Les quadriques U sout toutes singuliéres ; mais, parmi
clles, unc au plus peut étre un systéme de plans. En
effet, si deux d’entre elles étaient des systémes de plans,
on aurait, en les choisissant pour S et T,

_f: X1‘1, g:XgX,

L3l

les X; élant des fonctionslinéaires ethomogénes des co-
ordonnées, et I'équation du faisceau serait

AX N+ XX, = o.

Oril estimpossible que les quatre fonctions X; soient
indépendantes, car, dans ce cas, en prenant pour nou-
veaux plans ‘de coordonnées les plans X;= o, on voit
tout de suite que A ne serait pas nul identiquement;
mais il est impossible aussi queles fonctions X, ne soient
pas indépendantes, car, dans ce cas, S et T auraient un
point singulier commun. L’hypothése faite est donc ab-
surde.

Supposons donc que S et T soient deux cones; en
choisissant convenablement les coordonnées, on peut
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écrire
S=anr}+ anpr] + a2}
DAy XT3+ 2A3, T Xy =+ 2A3, T3,
£ = ()“.T?'J.—bgg.l‘g—l—bp,(l'z

+ 2043213+ 20 Ty, + 2 b3, w32,

de sorte que les sommets de S et T sont respectivement
A, et A,
On a alors
by o bz byu '

o asnh g h gy M

.
i

Digir agsh aggh +byyu ag h + by

b anh aph—+byp agh+bp |

"
les discriminants des formes a trois variables [ et g
n’étant pas nuls, I'évanouissement identique de A est
exprimé par les conditions

ay = 0, by =o, bysas, — by ar;=o.

Ces conditions expriment que chacun des cones S et T
passe par le sommet de I'autre, et que ces deux cones
ont méme plan tangent le long de la génératrice com-
mune A;A,. En prenant pour ce plan tangent le plan
Ay A, Ay d'équation x,= 0, on a

Qg3 =0, biz=o,

ct puisque S et T sont de véritables cones, les coelli-
cients ass, b33, ayy, by, sont difiérents de zéro.

En égalant a zéro tous les mineurs de A, on voit que
le faisceau @ contient un systéme de plans et un seul;
¢'est un diédre qui correspond a

azgzh + by = 03

ce diédre se compose du plan A; A, A; et d’un autre plan
ne passant ni par A, ni par A,.
Done, finalement, le faisceau ® se compose de cones
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tangents lelong d'une génératrice commune @ un méme
plan, et d’'un di¢dre formé par ce plan et un autre qui
coupela génératrice commune. Par suite, la courbe C
se compose de cette génératrice commune comptée deux
fois et d’une conique qui la rencontre en un point.

5. Le cas exceptionnel ou le discriminant A est iden-
tiquement nul étant laissé de coté, examinons mainte-
nant ce que 'on peut dire sur chaque surface singuliére
du faisceau et ses points singuliers.

1° Supposons qu’une surface singuliére du faisceau
soit un cdne; prenons ce cone pour la quadrique T, de
sorte que la racine correspondante de A = o scra

A =o.
En prenant pour A, le sommet du conc T, on a

& = by} + by32? + by, 2}
+2byyryxy+ 205, 29, + 203,237,
ct, par suite,
\ a“)\ (([2)\ (7x3‘/\ alh)‘

A A h Agak = by Aok +boyp ag k4 by

aizh A3k 4+ byzp Azsk by ag ko + by

(115)\ Qayy, A+ l)gt,p, a3y, I+ bs,r, I A=+ b‘v‘gl’l.

Si la racine % = o est simple pour 'équation A = o,
on a
@y #o;

ceci veut dire que l¢ point A, sommet du cone T, n’est
sur aucune autre surface du faisceau.
Si la racine )k = o est multiple pour’équation A = o,
on a
@y = 0,
puisque le discriminant de la forme g i trois variables
n’est pas nul. Donc le point A est commun a loutes les
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les surfaces U du faisceau, ct comme il a méme plan
polaire par rapport a toutes ces surfaces, celles-ci sont
toutes tangentes au méme plan en Aj si le faisceau aun
diédre comme autre surface singuliére, I'un des plans
de ce diédre est le plan tangent commun en A & toutes
les surfaces U.

Soit Ay A; A ce plan tangent commun en A, i toutes
les surfaces U; on a alors

Q19 = A13= 0,

et @y, n’est certainement pas nul.
On a aussi
| @ah —+bagun @zzh + by

A=—a?, N2 .
3. A !
* Ay h + byz azgzh + bazu |

i

La racine A = o n’est d’un ordre de multiplicité su-
périeur a deux que si Pon a

1)221)33— 1)%3 = 0,

c’est-a-dire sile plan A, Ay A, est tangent au cone T';
alors elle est au moins triple.
Laracine A = o est quadruple si l'on a en outre

a9 b33+ @33b0r— 253093 =0,

¢’est-a-dire si les droites d’intersection de Savec le plan
AyAs Ay sont conjuguées harmoniques par répport
aux droites d’intersection de T avec le méme plan :
comme celles-ci sont supposées actuellement confondues
avec la génératrice de contact du cone T avec le plan
AyAs Ay, il faut que cette génératrice de contact appar-
tienne a toutes les surfaces U du faisceau.

2° Supposons qu’une surface singuliére soit undiédre
quc nous prendrons pour la quadrique T, de sorte que
la racine correspondante de A = o sera

A= 0.
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En prenant Ay A, pour aréte du di¢dre T, on a

§=byxr}+o2byzs7,+ by, 7},
et par suite

Ak aph azh ay ‘
R Ajoh Aazh a3 @y A ‘
Ay h aph dyh by az, -+ by p 1I

P anh ag )k agh 4+ by ag h -+ by

Si la racine % = o n’est que double pour I'équation
A = o, et par suite simple pour tous les mineurs de A,

on a
Ay @yy—at, # o;

ceei veut dire que Paréte Ay A, du diedre T coupe la
surface S en deux points distincts. Comme plus haut,
on voil que ces deux points sont communs a toutes les
surfaces U du faisceau, et qu’en chacun d’eux ces sur-
faces admettent toutes méme plan tangent, distinct
de chacun des plans du diédre T. Sile faisccau a un
diédre comme autre surface singuliére, les deux plans
de ce diédre sont les plans tangents communs aux sur-
faces U en ces deux points.

Si la racine 7 =o0 est pour I’équation A=o0 d'un
ordre de muliiplicité supéricur a deux, on a

A dys—ai, = o,

puisque le discriminant de la forme g a deux variables
n’est pas nul. ‘
Alors, ou bien Varéte A, A, est tangente a la surface
P 2 g
S, ou bien elle appartient @ la surface S.
Dansle premier cas, soit A, le point ou A; A, touche
P ) I
S, de sorte que

Ay = Ay3== 0,
\J

@y, nétant pas nul. et soit Ay A, Ay e plan tangent a S
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en A, de sorte que
Y, al3= 0’
a,; n’étant pas nul.

On voit que toutes les quadriques du faiscean passent
en A, ety touchent le plan A} A, A, et la droite A A,.
De plus

5 )‘, agg\A (lgg)n
A=—al,r? 5 3
gk azggh + by

donc la racine X = o n’est quadruple que si ’on a
byy = o,

c'est-a-dire si le plan A A, A, est I'un des plans du
diédre T.

Ajoutons que, dans ce cas, on vérifie aisément que
la racine 2 =o n’est pas double pour tous les mincurs
de A.

Dans le second cas, on a

Ay = Ay = A3y = 0,

ct en prenant pour A, A, A, le plan tangent a Sen Ay,

on a en outre

apz3 =0,
avece

Ay, % 0.

Toutes les quadriques du faisceau contiennent Paréte
A, A; ctsont tangentes entre elles en chaque point de
cette aréte. De plus

de sorte que
a3 # 0,

et la racine A = o est quadruple pour A = o.

Ajoutons que, dans ce cas, on vérifie aisément que la
racine X = o est double, mais n’est pas triple pour tous
les mincurs de A.
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3° Supposons enfin qu'unc surface singuliére soit un
plan double que nous prendrons pour la quadrique T. de
sorte (ue la racine correspondante de I'équation A =o
est L=o0. Si nous supposons que le plan A, A, A,
compté deux fois constitue la surface T, on a

&=buz},
cl, par suite,
Ak @yl dygh ay,
Ayah sy h dlazh s,k
il Ay h agh gy g, h
Ayl Aok gk by

Si la racine A=o0 n’est que triple pour I'équation
AdA=o0o,0na
Ay Ay dgy
A1z dy Ay |?£0~,

Ay iy dyy |

c'est-a-dire que le plan A A, A;, non tangent a la qua-
drique S, la coupe suivant une conique proprement dite.
Toutes les quadriques U du faisceau passent par cette
conique et sont tangentes entre clles en tout point de
cette conique.

Si la racine 2 = o est quadruple pour A =o, le plan
AyA, A, tlangent 4 S coupe S suivant deux droites
distinctes sur lesquelles on peut répéter ce qui précéde.

Eufin, ajoutons que P'on vérifie aisément que la ra-
cine 1 = o n’est jamais double pour tous les mineurs du
sccond ordre de A, ni jamais triple pour tous les mi-
neurs du premier ovdre de A.

6. Il va dgvenir facile maintenant d étudier 1a nature

des quadriques d'un faisceau, leurs points de contact et
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leur courbe d'intersection suivant les propriétés des ra-
cines de I'équation A = o. Pour simplifier cette étude,
commengcons par faire les remarques suivantes :

Si deux quadriques d’un faisceau se toucheut en un
point, toutes les quadriques du faisceau se touchent en
ce point, sauf une, qui admet ce point comme point
singulier.

Si deux quadriques ont un point commun, qui n’est
singulier pour aucune d’elles, et n’ont pas méme plan
tangent en ce point, ce point est simple pour leur in-
tersection : car un plan quelconque passant par ce
point coupe les deux quadriques suivant deux coniques,
pour I'intersection desquelles ce point compte une seule
{ois.

De méme, on voit que si deux quadriques ont un
point commun singulier pour I'une d’elles, ce point es
multiple pour leur intersection; il en est de méme si,
le point n’étant singulier pour aucune des deux surfaces,
celles-ci ont méme plan tangent en ce point.

Une quartique gauche proprement dite ne peut avoir
qu’un scul point singulier, qui est double; les tangentes
en ce point sont distinctes ou confondues ; dans tous les
cas, une tangente en un point double coupe la courbe
cu trois points confondus au point double, et pas davan-
tage. Pour vérifier ces propositions, il suffit de remar-
quer qu'une quartique gauche est rencontrée par un
plan en quatre points seulement. Une cubique gauche
v’a pas de points singuliers.

Si P'intersection de deux quadriques contient une
courbe plane, cctte courbe est une droite ou une co-
nique.

Si un plan coupe deux quadriques suivant une méme
courbe plane, le faisceau déierminé par ces deux qua-
driques contient une surface singuliere composée de

-
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deux plans : car si xy = o est le plan sécant, on a

f:.Z‘b"!J(.Z‘h Ty, T3y ‘TS) -+ 1’7"(1‘1’ Z‘g, Z‘:J)y

g =x,y(xy, T2, T3, T, )+ ﬁ?(-’”h T3, Z3),

¢ et 7 étant des formes linéaires, ¢ une forme qua-
dratique, « et 2 des constantes; donc le faisceau
Af+ pug=o contient le systéme de plans 3 f—ag=o-
Enfin, si l'intersection de deux quadriques n’est pas
une quartique gauche proprement dite, elle contient
au moins une droite ou une conique proprement dite.

7. Ces remarques faites, examinons successivement
tous les cas qui peuvent se présenter d’apres les pro-
priétés des racines de Péquation A = o.

1 L’équation A = o a quatre racines simples.

Le faisceau @ contient comme surfaces singuliéres
quatre cones; les points singuliers sont les sommets de
ces cones, et chacun d’eux a pour plan polaire commun,
pav rapport a toutes les surfaces U, le plan des trois
antres. Comme ces points ne sont pas sur les surfaces U,
ils forment un tétracdre.

Les surfaces U ne se touchent en aucun point. .

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique,
sans quoi le faiscecau contiendrait un diédre; elle ne
contient pas non plus de droite, car c¢’est I'intersection
de deux cdnes n’ayant pas de génératrice commune :
c’est donc une (uartique gauche proprement dite, sans
point singulicr, puisque les surfaces U n’ont aucun point
de contact.

2° L'équation A =o0 a deux racines simnples et une
racine double n'annulant pas les mineurs du premier
ordre de A.

Le faisceai @ contient comme surfaces singuliéres

-



(167 )
trois cones; les points singuliers sont les sommets de
ces cones A, B, C.

Si A est le sommet du cone correspondant a la racine
double, toutes les surfaces U sont tangentes en A au
plan ABC. Les points B et C n’appartiennent pas aux
surfaces U; les plans polaires communs de B et C, par
rapport a toutes les surfaces U, passent respectivement
par AC et AB, et, par suite, les points A, B, C forment
un triangle. Les surfaces U ne se touchent qu’au
point A; leur plan tangent commun ne touche pas le
cone A.

La courbe C ne contient pas de conique; clle ne con-
tient pas non plus de droite, car c’est U'intersection de
deux cones n’ayant pas de génératrice commune : ¢’est
donc une quartique gauche proprement dite, ayant un
point double en A. En ce point les tangentes sont dis-
tinctes : ce sont les génératrices d'intersection du cdne A

avec le plan ABC.

3° L’équation A =o a une racine simple et une ra-
cine triple n’annulant pas les mineurs du premier ordre
de A.

Le faisceau ® contient comme surfaces singuliéres
deux cdnes; les points singuliers sont les sommets de
ces cones A, B. Si A est le sommet du cdne correspon-
dant a la racine triple, toutes les surfaces U sont tan-
gentes en A 4 un plan passant par AB et tangent au
cone Aj elles n’ont pas d’autre contact. Le plan po-
laire commun de B par rapport a toutes les surfaces U
passe en A. Comme plus haut, on voit que la courbe C
est une quartique gauche proprement dite, ayant en A
un point de rebroussemeant ordinaire : la tangente en ce
point est la génératrice de contact du céne A avec le
plan tangent commun & toutes les surfaces U en A.
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4" L'équation A= o a deux racines doubles .dont
aucune n’annule les mineurs du premier ordre de A.

Le faisceau ® contient comme surfaces singuliéres
deux cones, dont les sommets A et B sont les points
singuliers du faisceau.

Les surfaces U sont toutes tangentes entre elles en A
et B, ct n’ont pas d’autre contact; le plan tangent
commun en chacun de ces poims passe par I’autre, ct,
par suite, AB est génératrice commune aux surfaces U.

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique
ct contient la génératrice AB une seule fois, puisque
les cones A et B ne sont pas tangents le long de cette
droite : clle se compose done de cette droite et d'une
cubique gauche qui la rencontre en A et B.

5° L'équation A = o a une racine quad/'uplé n'an-
nulant pas les mineurs du premier ordre de A.

Le faisceau ® contient une seule surface singuliére,
un coéne dont le sommet A est le scul point singulier du
faisceau. Les surfaces U sont tangentes entre clles en A
et n'ont pas d’autre contact; leur plan tangent com-
mun est tangent au cone A suivant une droite D qui
appartient a toutes les surfaces U.

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique
et contient la droite D uune seule fois, puisque les sur-
faces ne sont pas tangentes tout le long de Dj elle ne
peut d’ailleurs contenir une autre droite, puisque celle-
ci appartiendrait au cone A. Elle se compose donc de
la droite D et d'unc cubique gauche qui lui est évidem-
ment tangente en A.

6° L'équation A= o a deux racines simples, et une
racine double annulant les mineurs du premier ordre
de A. v

Le faisceau @ coutient comme surfaces singuliéres
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deux cones de sommets A et B et un diédre d’aréte D.
Les points singuliers du faisceau sont les points de D et
en outre A et B. Les points A et B ne sont pas sur les
surfaces U; la droite D coupe les surfaces U en deux
points P et Q, et en chacun de ces points elles sont tan-
gentes aux plans PAB et QAB, distincts des plans du
diédre; elles n’ont d’ailleurs pas d’autre contact.

Les plans polaires communs de A et B par rapport
aux surfaces U sont les plans BPQ et APQ; les droites
AB et D ne se rencontrent pas.

La courbe C du faisceau s’obtient en coupant le cone
A par le diédre d’aréte D, dont les plans ne passent pas
par A : elle se compose de deux coniques proprement
dites se coupant en P et Q.

n° L'équation A = o a une racine simple, et une ra-
cine triple annulant les mineurs du premier ordre A,
malis n’annulant pas les mineurs du second ordre.

Le faisceau @ contient comme surfaces singuliéres un
cone de sommet A et un diédre d’aréte D. Les points
singuliers du faisceau sont les points de D etle point A.

Le point A n’est pas sur les surfaces U; la droite D
touche les surfaces U en un point P, et en ce point
elles sont tangentes & un plan passant par A et par D,
distinct des plans du diédre. Le plan polaire com-
mun de A par rapport a toutes les surfaces U passe
par D.

Comme plus haut, on voit que la courbe C se com-
pose de deux coniques proprement dites situées dans les
plans du diédre et tangentes entre elles au point A.

8° L’équation A =o a une racine double n’annu-
lant pas les mineurs du premier ordre de A, et une
autre racine double annulant tous ces mineurs.

Le faisccau ® contient comme surfaces singuliéres
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(170)

un coéne de sommet A et un diédre d’aréte D. Les points
singuliers du faisceau sont les points de D et le point A.
Le point A est situé sur les surfaces U, toutes tangentes
en ce point au plan qui passe par A et pacrD. La droite D
coupe la surface U en deux points P et Q, et en chacun
de ces points les surfaces ont un méme plan tangent
passant par A et distinct des plans du di¢dre. Les sur-
faces U ont donc un triple contact.

L’un des plans du diédre est le plan APQ, et, par
suite, la courbe C se compose d’une conique propre-
ment dite et de deux droites se coupant en A et rencon-
trant cette conique en P et Q.

9° L'équation A = o0 a deux racines doubles dont
chacune annule les mineurs du premier ordre de A.

Le faisceau @ conticnt comme surfaces singuliéres
deux diédres d’arétes D et D' qui ne se rencontrent pas.
Chacune d’elles coupe les surfaces U en deux points,
P et Q pour D, P’ et Q' pour IV. En chacun de ces
points les surfaces U sont tangentes et, par suite, elles
ont un quadruple contact. Le plan tangent commun en
P est le plan PP'(), appartenant au diédre d’aréte IV,
et ainsi des autres.

La courbe C se compose évidemment des quatre
droites PP, P(Y. QP', QQ', qui forment un quadrila-

tére gauche.

10° L'équation A = o a une racine quadruple an-
nulant les mineurs du premier ordre de A, mais n’an-
nulant pas les mineurs du second ordre; en outre, cette
racine w'est pas double pour tous les mineurs du pre-
mier ordre.

Le faisceau @ contient comme seule surface singu-
liére un diédre d’aréte D; les points singuliers sont
les points de D. La droite D touche les surfaces U en
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un point P; et, en ce point, toutes les surfaces U sont
tangentes entre elles, et n’ont d’ailleurs pas d’autre
contact. Leur plan tangent, commun en P, est I'un des
plans du diédre.

La courbe C se compose alors évidemment d’une co-
nique proprement dite et de deux droites se coupant
sur cette conique et situées dans un autre plan.

11° L'équation A = o a une racine quadruple annu-
lant les mineurs du premier ordre de A, mais n’annu-
lant pas les mineurs du second ordre ; en outre, cette
racine est double pour tous les mineurs du premier
ordre.

Le faisceau ® contient comme scule surface singu-
liere un di¢dre d’aréte D les points singuliers sont les
points de D. La droite D est située sur les surfaces U qui
se raccordent le long de cette droite.

La courbe C se compose évidemment de la droite D
comptée deux fois et de deux droites rencontrant I en
des points différents et déterminant avec D) deux plans
différents.

12° L’égquation A = o a une racine simple, et une ra-
cine triple annulant les mineurs du second ordre de A.

Le faisceau @ contient comme surfaces singuliéres un
cone de sommet A et un plan double P. Les poinis singu-
liers sont le point A et Jes points de P. Les surfaces Une
passent pas en A; le plan polaire commun de A par rap-
port aux surfaces U est le plan P. Le plan P coupe les
surfaces U suivant une conique proprement dite, le long
de laquelle les surfaces se raccordent; les plans tan-
gents le long de cette conique passent tous par A.

La courbe C se compose de cette conique compiée
deux fois.
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13° L'équation A = o a une racine quadruple annu-
lant les mineurs du second ordre de A.

Le faisceau ® contient, comme surface singuliére, un
plan double P dont les points sont les points singuliers.
Ce plan est tangent aux quadriques U et les coupe sui-
vant deux droites le long desquelles ces surfaees se rac-
cordent.

La courbe C se compose de ces deux droites comptées
chacune deux fois.

8. Nous avons ainsi épuisé tous les cas possibles, et,
chaque fois, nous sommes arrivés a des conclusions dis-
tinctes. Donc nous avons caractérisé toutes les espéces
possibles de faisceaux de quadriques, et toutes les formes
possibles de l'intersection de deux quadriques.

I1 serait facile, comme application, d’étudier la situa-
tion respective des deux coniques que I'on obtient en
coupant deux quadriques par un méme plan passant
par un point singulier de l'intersection.

Il est facile aussi de voir qu'un faisceau ® de qua-
driques est complétement déterminé par la courbe C de
ce faisceau toutes les fois que cette courbe ne contient
ni conique double ni droite double. Si cette eourbe con-
tient une seule droite double, il faut se donner en outre
le plan tangent aux quadriques du faisceau en un point
de cette droite autre que ses points d’intersection avec
les deux autres droites qui appartiennent a la courbe.
Si cette courbe est-une conique double, il fautse donner
en outre les plans tangents en trois points de cette co-
nique; si elle est formée par deux droites doubles, il
faut se donner les plans tangents aux quadriques en
deux points de l'une de ces droites et en un point de
I'autre. »

Enfin, ajoutons qu’il serait facile de transformer, par
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la méthode des polaires réciproques, tout ce que nous
avons dit et de faire une théorie toute pareille pour un
faisceau tangentiel de quadriques et la développable
circonscrite a deux quadriques : en faisant cette trans-
formation, on remarquera d’ailleurs que f'=o et
g = o étant les équations tangentielles de deux qua-
driques dont les équations ponctuelles sont f=o
et g=o0, les racines du discriminant de la forme
Lf'+ ng' se déduisent par une transformation simple
de celles du discriminant de la forme Af+ pg, et
par suite jouissent des mémes propriétés caractéris-
tigues,

[08d] THEOREME DE GEOMETRIE CINEMATIQUE:

Par M. Rsymoxp SEE,
Eléve a I'Ecole Polytechnique.

Un plan se déplace en restant tangent & une sur-
Jace; pour une quelconque de ses positions sa carac-
téristique passe par le point o il touche cette sur-

JSace.

Appelons (@) la courbe lieu des points de contact du
plan mobile et de la surface donnée, et a le point oule
plan, dans une de ses positions, touche cette surface.
On peut supposer que le point @ est un point marqué
du plan mobile et assujettirce point & décrire (a) lorsque
ce plan se déplace.

Dans 'une quelconque de ses positions, le plan est
tangent en a 4 (a), autrement dit, la trajectoire de a
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est tangente a ce plan; mais on sait (') que les points
d’un plan mobile, qui décrivent des lignes tangentes
ce plan, appartiennent a sa caractéristique; donc, le
théoréme est démontré (2).

Conséquences. — St un plan mobile passe successi-
vement par les génératrices d’une surface réglée, powr
une position quelconque de ce plan, sa caractéristique
passe par le point ot il touche la surface réglée (*).

Parce que le plan mobile, dans ses différentes posi-
tions, est tangent & la surface réglée.

Quand un plan se déplace en restant tangent & deux
surfaces, ou lignes, il enveloppe une surface dévelop-
pable : on obtient une génératrice de cette surface en
menant la droite qui passe par les points ot le plan,
dans U'une quelconquede ses positions, touche les deux
surfaces ou lignes données (*).

Parce que cette droite est la caractéristique du plan
mobile.

(') MannNuer, Cours de Geométrie descriptive, 2° édition,
p- 247.

(?) La mc¢me démonstration s’applique au cas ou le plan mobile
reste tangent & une ligne donnée (a).

(*) Loc. cit., p. 294.

(*) Loc. cit., p. foo.
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LICENCE ES SCIENCES MATHEMAMOQUES.
SESSION DE JUILLET 1895. — COMPOSITIONS.

Montpellier.

AnaLysE. — Déterminer une courbe plane telle que
la portion de tangente comprise entre le point de con-
tact et une droite fixe ait une longueur donnée. Etu-
dier la forme de la courbe; calculer son rayon de
courbure, et les coordonnées du centre de courbure.
Déterminer sa développée. Calculer I’aire comprise
entre la courbe, une normale et la développée.

Sorution. — Cette courbe est connue sous le nom
de tractrice. OY étant la droite donnée, elle doit véri-
fier I’équation différentielle

<(l}/ 2 at—x?
d—r> TR

d’ou

— a—+ar—z?

y=—yai—2?+alog - —
dy _ 1 m
Az = Ve

la valeur positive de y/a®>— 2 donnant la portion de
courbe située dans l'angle XOY, la valeur négative
donne une branche syméirique; x variant de 0 a a, y
varie de 4 o & o, ce quiindique la forme de la courbe.
Les formules connues donnent le rayon et le centre de



courbure

|
R:;‘/a-—z, ?

la développée est une chainette dont le sommet est le
point (a, o).
Soit w I'angle de la normale avec OY ; 'aire cherchée
8 5

est
2 w
A= f Ridw = — f tang?w dw

A

a? a?— x? x
= ——(tanfrw —w)= — <‘—/————— — arc cos—)-
2 z a,
MtcaniQue. — Une plaque circulaire infiniment

mince, homogéne et pesante, touche par U'un de ses
points un plan horizontal fixe parfaitement poli. Le
centre de gravité de la plaque étant maintenu fixe,
on imprime & celle-ci une rotation v autour du rayon
qui passe par le point de contact avec le plan fixe;
puis on l'abandonne aux forces qui la sollicitent.

On demande d’étudier le mouvement de la plaque,
et en particulier d’indiquer la forme de la courbe que
décrit sur le plan fixe le point de contact avec la
plague.

Sorurion.— OXY étant le plan horizontal fixe, ox,0y
deux rayons du disque, soient M sa masse, p son rayon,
et MR la réaction verticale appliquée au point de con-
tact. Soit (X, Y, Z) le centre du disque; on a

&X Y 7
dr T de = dt?

=R—g

Les momtents d’inertie sont A =B = M e C=M ?—j,
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et les équations d’Euler donnent, pour le mouvement
autour du centre de gravité,

ap
<dt “+qr )%— = Rpcosfcose,
(%;——pr)gi— — Rpcosf coso,
dr _
a=”

dJ
\ dt

g sing — pcoso = K
dy dy

r= =t —cosl =t.

dt dt

Enfin, I’équation Z = g sinf exprime que le disque
reste tangent au plan XOY.

Pour ¢=o0, soit 9, =14y =0;
I’énoncé donnent

les conditions de

X=Y=o, Po=ro=10; =o, d’ou r=o,

ce qui simplifie les équations précédentes. En élimi-
q plifie 1 quat P

nant p, g et Z, on a

dary dy db dy db
ar sin 0 + ar Fcosﬁ—l— dt =0
9 ,
Z? j: sin 0 — ilz'tg = éR cos0,
d20 do\2 . R—z2
7{50050—'(32) sinf) = p' s
de v _
€ ——cosea— =o0
On en déduit
d? dy d9
2—- — cotl = o,
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d’ou
dil . .
—d—: sin20) = 2 = g, sinf,,
puis
@h ‘doNe ’
(3—i—zcos)0)_(__ 2 sinof 4 28 cosh —u , cosb o
\ dt P sin3f)
di\ 2 (deZ o 0+4g Ginl o2
>\ 7 T — S9 22 g I
3 ,‘da) N \d1> cos> o PTET]
q3 | i& .
=f= —)—) = sin20,,

ou encore

’d()“!__ sinfy—sinf /8
(dt) T 5 — 4sin20)

sinf) I+ {costD

- Ssmy 2 gin2f, L VOO T
R= (5— 3} sin?(J)?[qu sin?6y sin*

sin20

sin§ + sin 0,
—q3 )’

ct

S

O

q

o £ si _3___ 1 \A.
+0<45|n0—|— e SsmOO)J

p d do
our { — o et pal smle l)l ennent lL 51gne dL

Y dez
g2 — ,: sinf,.

8
- s’annule pour une valeur 0,

Se 9
Sigy < (l+€m00) dt

de § comprise entre o et ;, et § varviera entre 90 et 0,.

dy

e X reste positi 5 s
Dans ce cas, R reste positif, de méme que 2t eL - Les

coordounées polaires du point de contact sont

g
Il
w2l

-4, r =opcosh,

ce qui permet de déterminer la forme de la courbe, %
s’annulant pour § = 8, et 6, ; les valeurs correspondantes
de o sont donnéces par une intégrale définie, % étant
une fonction connue de 6.
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£ oo
Sigl < ’T” sinfl,, on a
0y > 6, sinon 0, < 0y

mais le mouvement est le méme dans ces deux cas, qui
ne différent que par le choix de la position initiale.

Si g} —Pi sinfly, 0 reste constant, et Pon a
— 9o —
Y= Sin®, x t, ¢ = qocotly > ¢.
DAg 2 g ; e entire
Si .T sinfly << ¢2 < m(g — 8sinf), 8 variec entre

B, et 5’ R reste encore positif, le disque passe par une

dy

bosition verticale ur laqu llef{i s’annule reste

positio rticale, po aquelle = s’annule, —=

positif.
Si g >

So0s? 0 (9 — 8sinf,), § augmente aussi ; mais

. T .
pour une valeur de 4, comprise entre 6, et > R devient

nul, puis négatif; le point de contact quittera alors le
plan, et le mouvement cesse de correspondre aux con-
ditions de I'énoncé, le disque n’étant plus soumis qu’a
son poids jusqu’au moment ou il reviendra en contact
avec le plan XOY. Le mouvement autour du centre de
gravité est alors celui d’un corps qui n’est soumis a au-
cune force extéricure.

Erreuve pratique. — Connaissant la longitude ¢
d’une planéte dans son orbite, ainsi que l'inclinaison v
de lorbite et la longitude Q du neud ascendant, cal-
culer la longitude et la latitude héliocentrique.

o = 178"19"13",4,
-
w= 7" 656", 7,

Q = 235°42" 8,1
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SESSION DE NOVEMBRE 1895. — COMPOSITIONS.
Besancon.
AnavLyse. — Un hyperboloide de révolution a une

nappe est donné par le rayon a du cercle de gorge et
par l'angle v que font les génératrices avec le plan de
ce cercle. Déterminer les courbes de cette surface telles
que U'angle a, sous lequel une de ces courbes coupe les
génératrices de l'un des deux systémes soit une fonc-
tion donnée de la distance r du point d’intersection de
la courbe et de la genératrice au point ot cette méme
génératrice rencontre le cercle de gorge.

“APPLICATION.

a2(1— 2cos*w)—+ r2 cos?w’

cosa ==+
a?—+ r?cos?w ’

on achévera lintégration dans tous les cas qui se pré-
sentent, de maniére a avoir les intégrales sous forme
réelle ; on discutera et l’on zndzquera la forme des
courbes obtenues.

Soit cosa = f(r); f(r) pourra étre considéré comme
donné. Les coordonnées d’'un point de ’hyperboloide
peuvent étre représentées par

Z = acosh — rcoswsin0,
¥ =a sin0 + rcosw cos0,

= rsinw,

(1]

» et § étant variables. Les courbes cherchées sont dé-
finies par I'équation différentielle

acosw(fr—1)*= fV/(1— f2)(a*sin2w + r2 cos®w) dr:

a? costw — af2— r2f?costw

Y =
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on voit qu’elles s’obtiennent par une quadrature. Dans
I'application indiquée, la quantité placée sous le radical
devient carré parfait. A I'un des signes du radical cor-
respondent les génératrices rectilignes de I’hyperbo-
loide du second systéme; a l'autre signe, des courbes
dont I'équation est facile & obtenir sous forme finie.
Cette équation contient des fonctions trigonométriques
ou des exponentielles, suivant que  est supérieur ou
inférieur a Go°.

MecaniQue. — 1° Un cylindre de révolution dont
Uaxe est OA est mobile autour de la droite fixe OB.
L’angle BOA est constant ; discuter la durée d’une
petite oscillation en fonction de l'angle B de OB avec
la verticale et de la distance OC =1 (C centre de
gravité).

2° Un céne droit dont ’angle est 23 est chargé d’un
poids M appliqué en un point de sa surface. Déter-
miner le mouvement de ce point quand on écarte le
cone de sa position d’équilibre. On suppose le cone
sans masse et assujetti & rouler sur un plan horizontal.

1°* ProsLime. — Calculer les moments principaux
d’inertie du cylindre relatifs a son centre de gravité.
En déduire, d’aprés les formules connues, son moment
d’inertie par rapport & une paralléle 2 OB menée par le
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point C, et enfin son moment d’inertie par rapport
a OB. Le mouvement sera donné par le théoréme des
aires. 1l a lieu sous I’action de la composante de la pe-
santeur dans un plan perpendiculaire 4 OB.

2¢ ProsLi:ve . — Soient § I’angle que fait, dans le cone
droit, le plan méridien du point M avec le plan méridien
vertical, ¢ la vitesse du point M. On peut prendre la
masse de ce point etla longueur OM égales a 1. On a
2

det’

v? = sin2f cos2B (1 — cos0)(1+ cos?P + sin2f cosh)

En appliquaut le principe des forces vives

. .6 s2 sin? s0
dt = sinf§ cos @ sin - 1+ €0 E—*‘gm p cos s
2V h— gsinfcosB(1— cosh)

intégrale elliplique. Dans un cas particulier remarquable
le radical se réduit a une constante.

Eenevve pratioue. — En un licu de latitude,
¢ = 47°54'19",

on a observé azimut a =+ 54°46'31" et la hauteur
h=39°18' 25" d’une étoile, i Uheure sidérale locale
0=8"13m528,3, la température étant T = 23,7, la
pression atmosphérique p = 742™™,65.

On demande :

1° De corriger h de la réfraction ;

2° De calculer I’ascension droite et la distance po-
laire € de ’étoile.

Bordeaux.

Maruimariques. — Calculer Uintégrale indéfinie

dz
f(zz_az)z Vat—1

a étant un nombre positif supérieur a l'unité.
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L’équation différentielle linéaire du second ordre
dry dy
—_ L -~ i =
dz? -+ dr - l“}’ o,
est telle que si y =y, est solution de Uéquation,
y =y est également une solution.
Déterminer la fonction y,.
Etablir la condition qui doit étre remplie par les
Sonctions L et M pour que l’équation admette des so-
lutions de la nature indiquée précédemment.

MécaniQue. — 1. Un systéme de forces est constitud
par n forces fixes et une force dirigée suivant une
droite fixe, mais dont l'intensité est variable. On de-
mande le lieu de ’axe central du systéme.

Cas particuliers : 1° la direction de la force va-
riable rencontre I’axe central du systéme des n forces
Sixes; 2° elle est paralléle & cet axe central.

2. Une plagque invariable de forme quelconque est
mobile dans son plan autour d’un point O, avec frot-
tement; le frottement se traduisant par un couple qui
agit en sensinverse de la rotation instantanée, et dont
le moment est proportionnel & la pression de la plague
avec le point O.

Aucune force extérieure ne sollicitant le systéme,
on assujettit le point O a prendre un certain mouve-
vement rectiligne.

Déterminer ce mouvement rectiligne et les condi-
tions initiales du mouvement de la plague, de maniere
que le mouvement angulaire de celle-ci soit (aw moins
pendant un certain intervalle de temps) uniforme.

Carcur. — Calculer pour Bordeaux, et pour le
18 novembre 1895, 'heure et I'azimut du coucher du



Soleil :
l.atitude de Bordeaux................... 44 50" '7 2
Déclinaison du Soleil 4 midi vrai (18 nov.). —19.14.48,8
» (1gnov.). —19.28.57,4

Les formules & employer sont :

cosly = — tango tanvo,
cosd sint
tangA = — o e .
— COS® SING —+ SIN¢ OS8O COS &y
Clermont.
Anavvse. — Par le pied P de chagque ordonnée,

PM = z, d’une surface, on méne une paralléle & la
normale en M & cette surface. Montrer que pour que
les droites ainsi obtenues soient normales & une sur-
Sace, il faut que p*+ g2 soit une fonction de z, p et ¢,
dérivées partielles de z. Intégrer I’équation aux déri-
vées partielles ainsi obtenue.

Soient «, {8, v les cosinus directeurs de la normale;
les coordonnées de S sont

z4+px,  y-+08  ers

N

¢
quand x varie seul, les cosinus directeurs du déplace-

ment sont

v 0o Jx E] a8 99 o
x+m¢—\—pb—i, B— 05, «(ﬂa—pé-



(185)
Ecrivons que ce déplacement est normal a po; on
trouve '

%
or ~ M
. R 0 . .
on aurait de méme 5}9-, = —B. La condition cherchée
est
ox _
dy  oa
ou
9 p =9 __ 9
W Virpiaqt 9T /i pri g2
ou

ya

o 9% [/ A
o )0 2er ) o
Le déterminant fonctionnel de z et de p2-+¢? est nul.
Remarque. — Le long d’une section horizontale, la

normale fait un angle constant; ces sections sont des
lignes de courbure. Résultat analogue pour le lieu de S.

AstronomiE. — Prendre dans la Connaissance des
Temps les trois coordonnées écliptiques héliocentrigues
vraies de Vénus :

longitude {{, latitude B, distance r au Soleil,

et les trois coordonnées cécliptiques vraies du Soleil :
longitude L — 180°, latitude a, distance R a la Terre,
le 12 septembre 1895 a midi moyen de Paris; en dé-
duire les trois coordonnées écliptiques géocentrigues
vrates de ¥V ¢énus, au méme instant t :
longitude A, latitude B, distance D a la Terre.
Démontrer d’abord les formules de résolution

D cosf cosh = rcosB cos { — B cosacosL,
D cosB sinA = r cos B sin{ — R cosa sinL,
D sin@ =rsing — R sina,
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Avril 18g6.) 13
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Nancy.

AnaLyse. — Premiére question. — Les axes Ox, Oy
étant rectangulaires, et A et B étant deux points don-
nés sur Qy, calculer I’intégrale curviligne

Slewres —myldo +[¢'(y)ez — m) dy,

prise le long d’un chemin quelconque AMB, allant du

point A au point B, mais limitant avec AB une aire

AMBA de grandeur donnée S; m désigne une con-

stante, et o( y) une fonction de y définie el continue,
.. ce Y

ainsi que sa dérivée ¢'(y).

M 4, B
M %M
7
A A
0 1 0 z
Deuxiéme question. — 1° Définir, d’aprés La-

grange, Uintégrale compléte, Uintégrale générale,
Uintégrale singuliére d’une équation aux dérivées
partielles du premier ordre entre deux variables in-
dépendantes et une fonction z de ces variables.

2° E'tant donnée la relation

am(xr+ay +b)=3yz2+ a + a? log (5 + /32 + at),

olt a, b et m sont des constantes, en déduire l’équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre inde-
pendante de aet de b, a laquelle satisfait la fonc-
tion z des deux wvariables x et y. Intégrer cette
équation. Revenir & la relation proposée en élimi-
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nant la fonction arbitraire de l'intégrale générale

=St L
AMB AMBA < AB

1. On est ramené a une intégrale suivant le contour
fermé AMBA, et & une intégrale le long de AB.

La premiére s’évalue parla formule de Green. Sup-
posons I’aire a droite de AB,

9Q  oP
de—!—Qdy:/f <——————)dirdy
-/A‘.\ms J Juireauna \9% 0¥

:ff mdrdy =mS.
aire

Si I'airve est & gauche, on a — mS.

De plus
d(ﬂ:fbdy[q'mef—m]=ex[<e(b)—q(a>]—m</)~a>-
Donc
fmnz-_tnzS+er[9<b)—:P(a)]—-m(b—a),

2. Etant donnée I'équation
am(x 4y + b)=zy32+ a*+ a? log(z + 32 a2)
les dérivées, par rapport 4 x et y, donnent, en po-
sant 22 = p, & =
’ or P ay 7>
m:\/z?+a§p, ma:‘/z2+:l—2_7.
En éliminant a entre les derniéres, on a
a? = p?52+ q2.

Pour intégrer, on remarque que, ’équation renfer-
mant z, p et ¢, on est conduit a poser 5 = f(x + ay),
ou a est une constante, ou bien  + ay = 9(z), ce qui



donne
pe(z)=1, g¢(z)=a
et
m? = 3+ af-
"(5)
Done

my'(z) = a4+ a2,
mle(s)—+ 0] :f\/mdz
s /F e+ atlog(s + VT @),
d’ou, enfin,
am(x+ay+ b)= 322+ at + atlog (s + Y3 + a?),

qui cst la relation qui a servi de point de départ. On a
ainsi une intégrale compléte; on en déduit toutes les
autres.

Mecanique. — Un point pesant de masse égale & un
gramme est lancé dans le plan vertical perpendicu-
laire au méridien du lieu sous un angle de 60° vers
Uest ou wvers [’ouest.

L’intensité de la vitesse initiale a été déterminée
au moyen d’un pendule balistique ; le point matériel,
lancé horizontalement avec cette vitesse, est venu se
Sfixer au centre de gravité du pendule ; la distance du
centre de gravité a ’axe de suspension du pendule et
le rayon de giration du pendule par rapport & son
axe de suspension sont tous deux égaux a un déci-
métre; la masse du pendule est égale a 10*¢; lorsque,
par suite du chac, le pendule s’est élevé, l’angle
d’écart avec la verticale a été de 6o°.

On tient compte de la rotation de la Terre, on
prend w = 0,000073; on néglige w?*; la latitude du
lieu est égale & 45°. Déterminer le point de rencontre
du mobilg avec le plan horizontal passant par sa posi-
tion initiale.
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1° Détermination de la vitesse initiale du projectile
par le pendule balistique.

Si ¢, est la vitesse du projectile avant le choc, w, la
vitesse commune du pendule et du projectile aprés, ona
myga =(MK2+ ma?)w,,
ou m = la masse du projectile = 1%, M celle du pen-
dule = 100008, a la distance du projectile i I'axe de
suspension = 10°™ et K le rayon de giration = a dans

le probléme.
Le pendule composé donne, pour I’angle maximum
d’écart 0, I'équation

o = 2 M{+ma . ©
° =2/ & MKimat o5

D’ou ici, comme [, distance du centre de gravité a
I'axe de suspension, est égale a4 @, comme K,

.0 /g m+M . 0 ,—
wozzsm;\/g, vo=—m—zsm§;/ga.

Le cas actuel, ou al = K32 est celui ou il n'y a pas de
percussion sur l’axe de suspension. Avec les données
(9 = 60°),

¢o = 10001 y/9809°™.

Pole Nord 4 w

2° Etudions le mouvement d’un projectile a la sur-
face de la Terre, lancé avec la vitesse ¢, dans un plan
vertical. Nous prenons comme axes fixes des axes pas-
sant par le centre de la Terre, Oz, vers le pole nord, de
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facon que la rotation ow soit positive ; au point A, nous
prenons un triédre de méme sens, dont Ax est tangent
au méridien vers le nord, Ay au paralléle vers I'est;
A z est la verticale vers le centre de la Terre. Les équa-
tions du mouvement relatif sont ici

drzx .y dy
mops = —amo sin A Tk
ary ., dx ‘ ds
m—e = 2mw sm)\—d—t—t—zmwcos)\a—ta
d2z dy
mogm =—ame cosh 77 Fmé

etil faut les intégrer; les conditions initiales sont, en
supposant le mobile lancé vers ’est dans le plan zAy,
sous ’angle o avec la verticale vers le haut,

dz\ 'dy == ¢y 082 i = — ¢y sin
-at 0——(), (\7[->0_ 0 CO 5 (m)o——- o SIN X,

Eu négligeant w, on aurait la premiére approxima-
tion

. 1
x = o, Y =vptcosa, s =—vypSInat -+ ;gt‘l;
enappelant §, 7, { les accroissements développés suivant

les puissances de o, limités a la premiére puissance,

on a
§ =-—weocosasinii2,

. gt
7, = -+ COSA | — vysinai2+4 =)
[ = —wcoshy, cosxl2,
Pour que le point atteigne le plan horizontal, il faut

poser 5 = o, ce qui donne

. t
l<-—v0 sina + g —wcos)\vocosul)zo,

» ; 290 sina
T g —2wcoshegcosa
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En remplacant et se limitant aux termes en w, on a

43 .
z =— -Lsin?xcosaw sini,
g2
202 cosasina 03 sina .
y= 0" .éw cosA —2——~ (3 cos?a — sinta).

& 3 &t

Pour o = 60°, le terme complémentaire de y est nul ;
donc I’y du point d’arrivée est le méme que si w est nul,
et il y a toujours une petite déviation vers le sud.

Pour 2 = 60°, ). = 45°, on a

3 - 03 203 /3

T =—=-wWy2—) Yy =
0V ig

CarcuL p’'AstroNomiE. — Déterminer ’azimut et la
distance zénithale d’un astre dont les coordonnées,
ascension droite et distance polaire, sont

R =18"15m53%,7, 8 = 25°37'26", 4.

La latitude du lieu est \ = 48°41'31", et I’heure de
U’observation est 14»28™35%, 4.

Poitiers.

Axavyse. — 1. Dans un plan, on donne deux axes
rectangulaires Ox, Oy; de Uorigine O, on abaisse
des perpendiculaires sur les tangentes a la courbe
enveloppe des droites représentées par I’ équation

Zcosw —+ ysinw = f(w).

[f(w) est une fonction connue du parameétre v).
Trouver Uaire de la courbe, lieu des pieds de ces
perpendiculaires. Application & Uellipse
zt 2

- +

P b2—l:0.
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Il. On donne trois axes rectangulaires Ox, Oy,

Oz : que représente I'équation
(x +my)=a’(1 4+ m?) (22 + y? -+ 32)?

(@ et m sont deux constantes réelles)?

Soit p = \/x? +y? + 22, éliminer la fonction F(p)
de U’ équation

[z +yF(p)]2= a?[1+ F2(p)] (x2+ y?+ 22).

Chercher si l'équation aux dérivées partielles (li-

néaire) ainsi obtenue admet des solutions vérifiant

aussi I'équation aux dérivées partielles des surfaces de
révolution autour de l’axe O z.

MtcaniQue. — Un point matériel est assujetti a se
mouvolir sur une courbe fixe, plane. On propose de
déterminer la nature de cette courbe, sachant que la
Jorce motrice donnée ¥, dérivant d’un potentiel, agit
dans le plan de la courbe, et que la réaction normale N

est aussi une fonction connue des coordonnées du
point. Applications :

| F=npy, N =o, vo=y0Vit,
2° F=—uy, N = pyocosg, Yo =0.

o est U'angle de la tangente & la courbe avec l'axe
des x.

Astronomie. — On a observe dans un méme vertical
au méme instant deux étoiles dont les coordonnées
sont connues. Trouver l’'heure sidérale de l’obser-
vation.

Etoiles. Ascension droite. Déclinaison.
2 Grande Ourse ..... 10"57m 158 -+ 62°19' 3,5
4 Gran(,le Ourse ..... 13" 1g™ 428 ~+ 55°28'25"

Latitude du lieu : 46°35'5" boréale.
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Toulouse.

Anaryse. — L. On considére la surface algébrique
du troisiéme ordre définie par les formules

u?—+- v?
=
2(u2—1)
.}/_—_0,
wu(v2—+1)
= ——
u—1

qui déterminent les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires x, y, z d’un de ses points en _fonction de deux
paramétres u et v :

1° Montrer que cette surface passe par la para-
bole P définie par les équations

z =0, yi+oazx =o,

et calculer ses rayons de courbure principaux en un
point pris sur cette parabole P;

2° Déterminer ses ombilics et ses lignes asympto-
tiques.

IL. Déterminer les constantes a, B3, vy de facon que,
parmi les solutions de U’équation différentielle linéaire
du second ordre

d? d
z(1—x) }Z;Zi +[vt—(2+B+1)2] ;1% —afBy =o,
se trouve un polynome entier en x. Comme application,

trouver Uintégrale générale de cette équation dans le
cas particulier o l'on a

Y=, =-—2,

I. — Un calcul facile donne pour les six quantités E,
F, G, D, IV, D" (Notations des Lecons de M. Darboux,
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t. I, p. 242 et suivantes) relatives a la surface qui
figure dans la premiére question d’Analyse :

E__(|+vz)2[u’l-—(n+u‘l)‘l] _ (1 4-e2)?
- (ur—1)* ’ T (ur—)3
F:_uv(l—l—cﬂ)[l—;—z(l—ku!)]’ D' =o,
(W =1y
L 0 (—1)2 - fule? v 1+ o2
G = (u2—1)2 ’ D T (w0

De ces expressions résulte immédiatement la solution
de la question. La parabole P est définie dans le systéme
(u, v) par I’équation u = o; tous ses points sont des
ombilics. L’équation différenticlle des asymplotiques,
savoir

dut  dv?
wr—1 i1’

s'inteégre immédiatement.

La surface précédente n’est autre que celle considérée
par M. de Saint-Germain dans le Bulletin des Sciences
mathématiques (2° série, t. XII, 1™ Partie, p. 177-180;
1888).

1. — L’équation différentielle dont il s’agit est celle
de la série hypergéométrique; elle admet comme solu-
tion un polynome entier si I'un des nombres 2, 2 est un
entier négatif; les candidats n’avaient pour l'établir
qu’a substituer un polynome entier de degré n dans le
premier membre de I'équation et a chercher si le poly-
nome de degré n, résultat de la substitution, pouvait
¢tre nul identiquement; on trouve d’abord, en égalant
a zéro le coeflicient de x”,

(n+a)(n+3)=o,

ce qui prouve que I'un des nombres a, 3 doit étre un
entier négatif, et cette condition, comme on le reconnait
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immddiatement en poursuivant 'identification, est suf-
fisante pour l’existence d’un polynome satisfaisant a
I'équation, et dont le degré est égal a celui des deux
nombres — o, — @ qui est entier.

Dans le cas ou y = a, = — 2, on obtient par ce qui
précéde la solution particuliére
(l - x)zr

et par 'application du procédé classique de réduction,
on parvient a I'intégrale générale au moyen de quadra-
tures.

Micanique. — Trouver la figure d’équilibre d’un
Jil flexible, inextensible, homogéne, de longueur don-
née, attaché par ses deux extrémités a deux points
Jixes et sollicité par une force émanant d’un point fixe
et proportionnelle & une fonction donnce de la dis-
tance de chacun de ses points au point fixe.

Calculer la tension du fil en chaque point; former
l’équation différentielle de la courbe d’équilibre.

Examiner les cas particuliers suivants : 1° la force
gui sollicite chaque point du fil est attractive et pro—
portionnelle & une puissance donnée du rayon vecteur
issu du point fixe; 2° la force est proportionnelle au
rayon vecteur.

Le commencement de la question de Mécanique n’est
autre que la question de Cours traitée, par exemple,
dans le Traité de Mécanique de M. Appell (t.1,p. 193
et suiv.); les deux cas particuliers & traiter en sont une
application immaédiate.

Erreuve praTiQue. — Le 13 janvier 1895, ¢ midi
moyen de Paris, la déclinaison du Soleil a été
— 21°48" 17", 5;

le 20 mars, a la méme heure — 0°8'52",3.
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La différence des ascensions droites du Soleil a ces
deux dates a été 4" 27;™33%, 72.
Calculer 'obliquité de Uécliptique.

Si 'on désigne par a, o les ascensions droites du
Soleil aux époques considérées et par 8, &' les déclinai-
sons correspondantes, on a, d’aprés la formule

tangd = sinc tangB

relative aux triangles rectangles, les relations
tangé = sina tanguw,
tangd = sina'tangw,

w étant l'obliquité de I'écliptique. On en déduit

+a'  sin(8+0d") a—a
= —— % tang ’
2 sin(6 — ') 2

a
tang

d’ot « + o', puisque 8, &', @ — o sont connus. On a cn-
suite .

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1668.
(1894, p. 3°).
Etant donnée une parabole de sommet O et de foyer F,
on trace une corde focale AB. Le cercle circonscrit au

triangle OAB rencontre l’axe de la parabole en un point P,
tel que FP = AB. (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. A. Droz-FARNY.

P
1—cos9p

OnauratA=—PF . FB= p __ P X

t—cosp’ 1 —cos(180-+09) 1+ cose

Soit rr = I’équation polaire de la parabole.
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2
Donc AB=FA +FB= —L_, FA.FB= -£_.
sin?o sin2o
Or
FO.FP = FA.FB,
d’otr

2
Fp—= £ . P _ 2P yp_aB.

sinZg * 2 sin%o

On nous a adressé aussi la solution suivante :
On sait que quelle que soit la corde focale on a

1 1
FA -+ B~ const.
Si I'on prend 'axe comme corde, on voit que la constante est
1 1 1 I
70’ on aalmsﬁ -+ FB = FO’
d'ou (FA+TFB)FO = FA < FB, donc, etc.

Question 1669.
(1883, p. 3°).

Par le foyer F d’une parabole, on méne une corde AB
et U’on décrit sur AB comme diamétre une circonférence =
qui rencontre la parabole en deuxr autres points C et D.
On porte sur FC, du cété opposé a C, une longueur FD'= FD
et sur FD, du cété opposé a D, une longueur FC' = FC,
Montrer que les points C' et D' sont situés sur la circonfé-
rence . (E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. A. Droz-Far~y.

Une circonférence quelconque de centre L a pour équation

polaire
pt—2apcos(v—a)+ at—ri=o,

a et a étant les coordonnées polaires du centre L.
En choisissant le foyer F comme origine et I'axe de la para-
bole comme axe polaire, la circonférence AB aura pour équa-

tions .
2p COSA prcosta P
2 gL _———cos(o—a) +———r — = =o0
O P Tdinta (¢ ) sinta sin*a ’
ou
2
2p cosa
92-—pp, —cos(r:-—u)~—.P—,—= ,
sinZa ! sinZa
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car
AB = 2P et A_FA-—FB__pcosa
" sinta - 2 " sinza

(')

Eliminons o entre I'équation du cercle et I'équation de la
parabole p = S
I —cosQ
De cette derniére, on déduit

p—p ; \/9“—(9~p>2
COsp = —— et sSinY = — .
Q P P o2

Portons ces valeurs dans I’équation du cercle développée,
elle devient

p%sin?a — 2pp cosa(cos® cosz + sinyp sina) — p* =o,

—_ T (5 —p)2
p’sinza-——zppcos?up Pp—zppcosa sina\/P————(——‘;T—P—)— —pt=o,
ou
p2sin2a-—').pcos?a(p—p)——p’:psinacosaz‘/p"——(p—p)“.

Cette ¢quation, élevée au carré, fournit

phsinta + 03 ( )+...+ pt=o,

d’on
FA.FB.FC.FD = -£_.
sin*q
Or
2
FA.FB= -2 .
sin2gy
Donc

FC.FD = FA.FB,
et, par conséquent,

FA.FB = FC.FC'=TFD.FD".

Question 1670.

(1894, p. 3%.)

Etant donnés trois points A, B, C sur une courbe quel-
conque, sotent A' le péle de BC, B' le pble de AG, et C' le

3

(*) Voir la solution de la question 1668 (p. 196 ci-dessus).
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pole de AB. Lorsque les points A, B, C se réunissent en un
seul A, on a

. (A’B’.A’C’.B’C’)
lim({ ————— =R,

R étant le rayon du cercle osculateur en A.
(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. G. TzITZEICA.

Soit R’ le rayon du cercle circonscrit 4 A'B'G’. On a
A'B +B'C 4 C'A'= fR'+ surface A'B'C’.
Il reste a montrer que

.

(l) IimR'=

| =

Je considére les coniques qui passent par A, B, C, c’est-
a-dire qui ont & la limite avec la courbe donnée un contact
du second ordre.

Il est évident qu’elles sont inscrites dans le triangle infini-
tésimal A'B'C’. Spécialement, les foyers des paraboles circon-
scrites 8 ABC se trouvent sur le cercle circonscrit 8 A'B'C/.
Alors la limite de R’ est le rayon du cercle, lieu des foyers des
paraboles ayant en A un contact du second ordre avec la
courbe considérée. Or, le rayon de ce dernier cercle est,

. R T . ;
comme on sait (1), 7 L’égalité (1) est par conséquent démon-

trée.

QUESTIONS.

1723. Trouver les limites de la fraction
sax — cbx

asx — bex ’

(*) Voir, par exemple, TISSERAND, Rec. compl. d’exerc. sur le
Calc. infinit. .
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lorsque
1° z=o,
2° T =¢e,
3 a=25,
respectivement, (R.-W. GENESE.)

1724. Démontrer I'identité

an (a—1)n (a—2)" oo (a—n)n
ar=t (a—nr-t (a—2)1t ... (a—n)r-1
ar—t (a—1)»? (a—2)? ... (a—n)"-2
a (a—r1) (a—2) .. (@a—n)

1 I 0 I
=1r.20-1.30-2 (n—2).(n—1)2 n,

(V. DE STREKALOF.)

1723. Si m et n sont deux nombres premiers, m2—1 4 npm—1—j
est divisible par mn. (J.-J. MILNE.)

1726. Si m, n, p sont trois nombres premiers,
(np)ym—t+(pm)t=t+(mn)P-1—1
est divisible par mnp. (J.-J. MILNE.)

1727. Etant donnée une surface quelconque F, pour laquelle
I'indicatrice est elliptique, la surface F', lieu des centres de
courbure de toutes les sections normales ou obliques que I'on
peut faire autour de chacun de ses points, est représentée par
I'équation
R; Rg(-’l‘z—i—.}’z) 2

xr?+ yr4- =
-7 Ryz?+ Ry?

Ry et R, étant les rayons principaux de F relatifs au point que
I'on considére.

Cela étant, vérifier.que Paire de la surface F' et le volume
qu’elle enveloppe ont respectivement pour expression

A= ﬂ(m_";ﬁ>\/nluz,

V= Z’%(m: -+ 2R, Ry + 3R3) VR, R,.

’ (A. IssaLy.)
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[R728]
EQIJATIGNS DU MOUVEMENT D’'UN POINT MATERIEL
SUR UNE SURFACE QUAND ON TIENT COMPTE
DU FROTTEMENT;
Par M. W. DE TANNENBERG.

Je me propose d’indiquer une méthode élémentaire,
permettant de trouver sous une forme simple les équa-
tions du mouvement d’un point matériel sur une surface,
quand on tient compte du frottement.

I. — NoTions pRELIMINAIRES.
1. Soient
(1) z =uw(u,v), ¥y =4d(u,v), s=7y(u,v)

les équations de la surface donnée S. Nous supposerons
qu’on ait choisi les variables u et ¢ de maniére que les
lignes coordonnées de la surface soient rectangulaires.
Dans ces conditions

; z 0z
po T dy oy 05 os

(2) T Ou dv Ju oy ou do

Nous désignerons par MU la direction de la tangente
a la ligne coordonnée (U)

¢ = const.

qui passe par le point M(u, v); de méme MV désignera
la direction de la tangente a la ligne coordonnée (V)

u = const.

passant par le méme point M. Suivant l'usage, MU cor-
respondra aux (u) croissants et MV aux (v) croissants.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, L. XV. (Mai 18¢6.) 14
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Soient
(3) u=a(t), v=4(1)

les équations d’un arc de courbe (C) passant par M;
nous prendrons pour sens positif de cet are, dans le
voisinage du point M, celui dans lequel se meut M
quand ¢ va en croissant. Soit alors MT la direction de
la tangente; nous poserons

PN
w=MU,MT.

Si (s) désigne Tabscisse curviligne du point M sur la
courbe C, on sait que

ds cosw =+ Edu,
(4) ds sin w =+ /Gdp.
ds?= Edu?+ Gdv?,

E, G ayant la signification habituelle.
Enfin nous prendrons, pour direction positive de la
normale a la surface, la direction MW, telle que le

tricdre MU, MV, MW ait la disposition directe.

2. Considérons le mouvement du triedre (MU, MV,
MW), quand l¢ point M décrit la courbe C suivant la loi
définie par les équations (3), et proposons-nous de trou-
ver la projection sur la normale MW du segment de la
rotation instantanée.

Les cosinus dirccteurs des droites MU, MV sont res-
pectivement

1 or 1 Jdy 1 0z

MU)  a=350 =350 9T 3w
ot ;\=+\/EZ

B 1 dr _ 1y . 103

\M\)‘ i [’2__(]4_?(_*’ z‘_,_Cx.

ot G =+ /G.
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La composante cherchée () est donnée par
da, 0 (ib‘! : de,

a, — b, 4y e
2 dt 2 dt 2t

r=

Si I'on développe i‘:{i{‘, on trouve

da;, 1 (o v s N\ dr (1(1
ar = Ao “F o) o w5 )

i) , 2o ont des expressions analogues. Donc, en tenant
dt ~ dt I gues. ’
compte de la condition (2)

p (S 0T PNy 0 0t
T A o0 our ° op ()um)’

c’est-a-dire

1 oA ’)C\
= —— (— A — Col — (1.
! AC ( Au o9 + G Ju ) I

Les formules (3) permettent d’éerire
P

re= 2 <— 2—\ COsm 4 £ sin m) .
AC Je du
3. Enfin cherchons la projection de Vaccélération du
point M sur la normale a la surface. Cette projection a
¢videmment pour expression (a, b, ¢ désignant les
cosinus directeurs de MW)

d2x 2y A2z
r”'—_‘—a?l—l—; —L‘OFIZ'_’—C?IT!_.
Mais
de ; dy o ds
« -(77—;— ,-ﬁi—‘r—c ;[; = O,
done

dadr +dbdy -— deds .
dt:

Yy=—

(') Voir la Théorie des Surfaces de M. DarBoux (2° Partic,
p. 385).
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Or, si au numérateur on remplace x, y, z, @, b, ¢
par leurs valeurs en fonction de (#, v), on trouve une
forme quadratique en du et dy, que I’on rencontre sou-
vent en Géométrie :

dadzr + dbdy + dcds =— (E'du?+ 2F' dudy + G'dv?).

Par suite
E'du?+ 2F'dudv + G dv?

Tn= dzz

II. — EQUATIONS DU MOUVEMENT.

Supposons qu’un point matériel M, soumis i une force
donnée F, se meuve avec frottement sur la surface S, et
écrivons les équations du mouvement pendant un inter-

valle de temps
<t < 1y,

ou la vitesse ne s’annule pas. Nous supposerons la demi-
normale MW dirigée du coté ou le point peut quitter la
surface; on peut évidemment reéaliser cette condition,
tout en conservant la disposition directe au triédre MU,
MV, MW (en permutant au besoin u et v). Alors la
réaction normale N de la surface reste positive pendant
le mouvement du point sur la surface. Pour direction
positive de la trajectoire, nous prendrons le sens de ce
mouvement; de sorte que

ds
P=g >0

et la force de frottement a pour expression (— fN).
Enfin la masse du point sera supposée égale a I'unité.
Ceci posé, écrivons que la force d’inertie fait équilibre
a la force active F et A la réaction R de la surface.
Soit MO la demi-normale a la trajectoire, située dans le
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plan tangent et définie par
/\ -
MT,M6 =+ 5"

Projetons toutes les forces sur MT, MO, MW. 1l

suffit d’exprimer que sur chaque axe la somme des pro-
jections est nulle.

Les projections de F et de la réaction R sont respec-
tivement

F,cosw -+ Fysinw, — Fysinw + F,cosw, F,.

— /N, 0, N.

Les projections de la force d’inertie suivant MT et
MW sont respectivement

_dp E'du+ 2F'dudv + G'dv?

dt dtz

Reste a calculer la projection sur M®. Soit MA le
segment représentant la vitesse a 'instant z. L'accéléra-
tion du point M est la dérivée géométrique du seg-
ment MA, prise par rapport a ¢, ou bien la vitesse rela-
tive du point A par rapport au systéme (Mx, My, M z),
paralléle au systeme fixe (Oxy, Oy, O z,). Cette vitesse
est la résultante de deux autres : 1° de la vitesse relative
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de A par rapport au systéme MU, MV, MW 2° de la
vitesse par rapport a Mx, My, Mz du point du plan
UMYV, qui coincide avec A, a ’époque ¢. Les projections
de ces deux vitesses suivant MO sont évidemment
(9 %‘%’) et (3r). Donc la projection dela force d'inertie

sutvant MO est

~

_[dw o) = dw o2 oA 08t G sinw
¢ ((1[ N ) T AC\ T o0 YT o

Les équations du mouvement sont done

d . o~
(hH ;];O.:F,Lcosm-*- F,sinw — fN.
i 5 (_[w P2 94 osw oG sin w
(1) Pdr T Ae\ T 0w YT (>
=—F,sinw + F,cosw.
() B dut + QF’(ZZCIV =G g N
1v) A d[l; = 5 cosw.
2
(V) G g;—) = psinw.

L’équation Ul permet d’exprimer N en fonction de
2, W, u, ¢. Les équations I, 11, IV ct V formentalors un
systéme de quatre équations différentielles du premier
ordr¢ par rapport aux quatre fouclions inconnues
Py W,y Uy V. .

On pourrait établir I’équation 1I en utilisant une for-
mule du Cours de Géométrie relative a la courbure
géodésique; j’ai pensé que la méthode précédente était
plus élémentaire et méme plus simple.

On peut appliquer ces équations au probléme traité
parDM. de Saint-Germain (Bulletin des Sciences mathe-
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matiques, 1392). Dans ce cas la surface cst le eylindre
zr = Recose, ¥ = Rsiny, 3= u.
La normale a la surface, dirigée vers I'axe, a pour
cosinus directeurs

a =—cosy, b = — sing, c=o0;
par suite
i YSdadr = — Rdv?,
.
d’ott

D’autre part
A=y, C=R.

On retrouve les équations auxquelles M. de Saint-
Germain a été conduit par un procédé tout différent.

[C2h]
SUR LA DEFINITION DE L'INTEGRALE DEFINIE:
Par M. Macvrice FOUCHE,

Professeur au collége Sainte-Barbe.

On rencontre, dés les Mathématiques élémentaires,
un certain nombre de quantités qui ne peuvent étre
définies avec précision que comme des limites de
sommes d’infiniment petits, parce qu’elles s’expriment
analyliquement par une intégrale définie. Tels sont la
longueur d’une ligne courbe, I'aire d’une figure plane
limitée par une courbe, le volume de la pyramide, celui
du sccteur sphérique, le centre de gravité d'une
ligne, etc. Toutes ces définitions, ainsi que celle de
Vintégrale définie qui les comprend toutes, sont géné-
ralement données par la considération d’une suite de
termes dont chacun est unc somme de quantités qu’on
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fait tendre vers o. Cette maniére de procéder a l'incon-
vénient d’entrainer des longueurs, parce qu’il faut dé-
montrer : 1° que les termes de la suite considérée
tendent vers une limite bien déterminée et 2° que cette
limite reste la méme, quelle que soit la maniére de for-
mer la suite convergente, car la méme quantité peut
¢tre définie au moyen d’une infinité de suites diffé-
rentes qui toutes tendent vers la méme limite. La défi-
nition de¢ la longueur d’une ligne courbe, qu’on ren-
contre la premiére dans l'ordre de I'Enseignement, est
assurément 'une des questions les plus difficiles que
Pon ait & traiter dans la classe de Mathématiques élé-
mentaires, a tel point qu’il est rare qu’on puisse Vex-
poser aux éléves avec toule la rigueur et tous les déve-
loppements nécessaires. La définition de D'intégrale
délinie, envisagée d’une maniére abstraite et indépen-
damment de toute considération géométrique, a paru
assez pénible pour qu’on ait cru devoir la supprimer du
programme d’admission 4 I'Ecole Polytechnique.

On obtient des raisonnements beaucoup plus simples
et beaucoup plus rapides, si, a la considération d’une
suite de termes ponvant étre rangés linéairement, on
substitue la considération des ensembles.

M. Tannery a montré qu’on pouvait définir un nombre
incommensurable par la propriété de partager tous les
nombres commensurables en deux classes telles que tout
nombre de la premiere classe soit plus petit que tout
nombre de la seconde. Toute régle qui permettra d’ef-
fectuer cette classification de zous les nombres commen-
surables définit, par cela méme, un nombre incommen-
surable qui sépare les deux classes. S’il arrive qu’un
seul nombre commensurable échappe a cette classifica-
tion, la r¢gle, au lieu de définir un nombre incommen-
surable, définit ce nombre commensurable unigque qui
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sépare tous les autres en deux classes. C’est ainsi que

\/g définit un nombre incommensurable, parce que tous
les nombres commensurables ont leur carré plus petit
que 2 (1™° classe) ou plus grand que 2 (2° classe), tandis
que la fraction décimale périodique

0,I1I11...
’ . 1
définit le nombre commensurableé, parce que cette

fraction est la seule qui ne puisse étre classée parmi les
fractions plus petites que P'une des fractions décimales

O"Y
0,11,
0,111,
0,11L...1,

ou parmi les fractions plus grandes que unc des frac-
tions

0,2,

0,12,

0,112,

e,

(OIS B I PN

En partant de cette idée si simple, il est facile d’éta-
blir une théorie compléte des nombres incommensu-
rables, de définir avec précision les opérations effectuées
sur cette sorte de nombres, et de démontrer en toute
rigueur que le nombre incommensurable est bien la
limite de ses valeurs approchées, en ce sens que la dif-
férence entre le nombre incommensurable et ses valeurs
approchées devient et reste aussi petite qu’on veut, dés
que 'excés de la valeur approchée par exces sur la va-
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leur approchée par défaut est lui-méme plus petit que
Perreur qu’on ne veut pas dépasser.

Clest encore en partant de la méme idée qu’on peul
arriver i définir trés simplement les quantités qui sont
des sommes d'infiniment petits.

Il ¢st inuatile de dire ce qu'on entend par un en-
semble de nombres. Je dirai sculement que je considére
des ensembles contenant une infinité de nombres com-
mensurables ou non. Je désigne un ensemble par E(=)
ct les nombres qui le composent par 2y, a5, 23, ..., sans
que les indices attachent a ces nombres I'idée de les
ranger dans un ordre quelconque.

Je dirai que deux ensembles E(«) et E(3) sout conti-
gus si : 1° tout nombre du premier est plus petit que
tout nombre du second :

g B
11<H/y

quels que soientles indices, et si 2°on peattrouver deax
nombres, 'un dans 'un des ensembles, 'autre dans
Pautre, tels que leur différence soit plus petite qu’un
nombre quelconque donné a avance :

Sr— <z,
e élant arbitraire.

Il est presque évident que deux ensembles contigus
définissent un nombre qui les sépare. On peut I'établir
rigourcusement en remarquant qu’a cause de hypo-
thése

- s/.’_ 2y < .

il est impossible que deux nombres A et B soient tous
les deux compris entre les nombres « et les nombres 3.
Donc, tout nombre commensurable sera ou plus petit
qu’un nombre a (1™ classe) ou plus grand qu'un nombre
B (2° cl:;sse), sauf peut-étre un seul. D’autre part, a
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cause de hypothése
2 << ‘Bjy

tout nombre de la premiére classe sera plus petit que
tout nombre de la scconde classe. Donce, d’aprés la défi-
nition de M. Tannery, les deux ensembles définissent
un nombre qui est incommensurable si tous lesnombres
commensurables sont classés, ¢t commensurable si un
nombre commensurable échappe i la classification. De
plus, le nombre A ainsi détini est bien la limite com-
mune des deux ensembles, au sens habituel da mot /-
mite, caron peut toujours choisir les indices de maniére
que les deux diflérences 3;— A et A — a; soient plus
petites qu'un nombre ¢, puisque chacunce de ces deux
difiérences est plus petite que

31'_ %

Ces principes préliminaires qui, du reste, peuvent
scrvir-a d’autres objets, par exemple a la définition de
a® quand x est incommensurable, étant bien établis,
yarrive a la définition de la limite d'une somme d'infi-
niment petits, et, comme toutes les questions de cette
nature se raménent a I'intégrale définie, je me bornerai
a traiter la définition de Pintégrale définie, le méme
raisonnement pouvant s’adapter aux questions géomé-
Iriques analogues qu’on voudrait traiter directement.

Soit f(x) une fonction de x que je suppose scule-
ment bien déterminée et croissante quand x varic de a
a b. Je considére une suite

Xy, Ta, X3y ..y Tn
de valeurs croissantes de & comprises entre @ et b :

a<r <y a3<. . Lo h,
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ct je forme les deux expressions

a=(zy—a)fla)+ (xa—x1) f(21)

+ (23— 22) f(22) +.. .+ (b—20) f (@),
B= (21— a)f(21) + (22— 21) f(@2)

4+ (23— 22) f(23) 4. ..+ (b— ) f(D).

Si ’on fait varier les nombresx,, x,, ..., Z,,achaque
systéme de ces nombres correspondront une valeur de
a et une valeur de 3. Je dis que toutes les valeurs de a
et toutes les valeurs de B forment deux ensembles con-
tigus.

En effet, en premier lieu, d’aprés nos hypothéses,
chacun des binomes x; — a, x,— x,, ... est positif, et,
puisqu’on a supposé la fonction f(x) croissante, chaque
terme de B est plus grand que le terme correspondant
de a. Donc, en faisant 1a somme, on a d’abord

B> a.

Si maintenant on considére deux systéemes différents
des nombres z,, 22, ..., Zp, soit

a =(rj—a)fla) +(x:—xy) f(x1) +...+(b—2,) f(2)),
B'=(2\— a) f(&)) + (2= @) f (22) +. ..+ (b —20:) f(D).

'

J lle = 1 br ;
appelle zy, 2z, 23, ..., 24y les nombres z; ou &

rangés par ordre de grandeur croissante, et je pose

2" = (51— a)f(a) + (32— 51) f(5) +e oot (0 — 304w) [ (Gnsn),

;ﬁ”: (31‘— a,)f(:l)—l—(:g—zl)f(Zg)—l—...—l—(b‘—3n+n')f(b)~
On aura, soit

. Xp— Xp-1= Jg— Bg—1,
soit

Xp—Tpy= (39— 3g=1) + (Sg-1— 3g—2)+. .. +(3,— 3p_1)

suivant que xp_y et xp seront deux termes consécutifs
ou non de la suite des z.
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Il en résulte que chaque terme de a est égal, soita
I'un des termes de o”, soit a4 une somme de plusieurs
termes consécutifs de 2" dans lesquels on aurait rem-
placé les valeurs différentes de f(z) par la premiére de
ces valeurs, laquelle est 1a plus petite. Donc

a<lad,
On verrait de méme que
p>p.

Mais on a 3’ > o”, comme on I’a vu précédemment
pour o et 3, et, par conséquent
I )y €Ly y

:'3'> a,

quelles que soient les valeurs de « et ', ce qui est la
premiére condition pour que les ensembles soient con-
tigus.

En second lieu, si 'on suppose chacun des binomes
xr—a, x;—xy ..., plus petit qu'un nombre 2%, la
différence

f—a=(2i—a)[ flx)) = fla)+(z2—z1) [ f(22) = f(21)]+...,

qui est une somme de termes tous positifs, sera plus pe-
tite que

hif(z)—f(a)]+r[f(2)—f(@)]+...+h[f(b) — f(@n)]
et, en mettant % en facteur commun,
B—a<RhLf(&)—f(a)],

quantité qu’on peut réduire autant qu’on voudra, puis-
que % est arbitraire.

Les deux ensembles E(2) et E(B), étant contigus, défi-
nissent un nombre A, qui est la valeur de I'intégrale
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définie, et qu’'on représente par le symbole

b
f S(x)de.

Cette valeur A cst la limite commune vers laquelle
tendent les nombres 2 et B quand la différence des
valeurs consécutives de o tend vers zéro, car chacune
des différences

B—A, A—2x

est plus petite que 3 — 2 et, par suite, plus petite que

hf(0)—fla)l.

quantité qui est elle-méme plus petite que ¢ dés que
toutes les différences xy —a, x,— ax,, ... sont plus
petites que

3

Nous avons supposé la fonction croissante de a a b.
1l w’y aurait presque rien a changer au raisonnement
précédent si clle était décroissante. Dans le cas géné-
ral, on partagera U'intervalle de variation en plusieurs
aulres satisfaisant a la condition énoncée, ¢t U'on fera
la somme des résultats.

Le raisonnement précédent ne suppose pas la fonc-
tion continue, mais il supposec qu’on peut partager
Pintervalle de variation en un nowmbre fini d’inter-
valles dans chacun desquels la fonction est constamment
croissante ou constamment décroissante. On peut le
modifier en remplacant dans les expressions de o et 3
les valeurs successives de /() par le minimum m et
le maximum M des valeurs de la fonction dans chacun
des intervalles :

a=(rp—a)ym;+ (ra—x )my~+...+(b—axy)m,,

B=(x;)—a)M 4+ (xs— a2 )My+...+(b—z2,)M,.
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On démontrera aisément, toujours par la considéra-
tion des quantités 2" ct B, qu'on a bicen la condition

a; < @j.
Mais, pour établir la condition
p — 2 < 2,

il faudra supposer qu'on peut prendre les intervalles
assez pelits pour que chacune des différences My — m,,
M, — ms, ..., soit plus petite quun nombre arbi-
traire €. Or on sait que cela est possible toutes les fois
que la fonclion est finie et continue.

Les deux démonstrations sont a peu prés aussi simples;
mais clles montrent que, pour qu’une fonction soit inté-
grable, il suffit qu’elle rentre dans 'un des deux cas
qui permettent de faire 'un ou Pautre raisonnement.
11 en résulte qu’ane fonction est intégrable dansles deux
cas suivants :

1® SiPon peut partager I'intervalle de variation en
un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels la
fonclion est toujours croissante ou toujours décrois-
sante;

2° Si l'on peut partager 'intervalle de variation en
un nombre fini d’intervalles dans chacun desquels la
fonction est finie et continue.

[L'9a]  SUR LES SEGMENTS DE CONIQUES
LIMITES A UNE NORMALE;
Par M. Mavrice D OCAGNE,

Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

Considérons l'aire du segment compris entre une
conique et une normale a cette conique, et cherchons la
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position de cette normale pour laquelle cette aire est
minimum.

Ce probléme a éié traité par Ossian Bonnet, au moyen
de calculs assez compliqués (NVouvelles Annales, 17 sé-
rie, t. III, p. 64). Nous allons le résoudre ici par un
procédé purement élémentaire en nous appuyant sur
un théoréme que nous avons donné dans ce Recueil
(3¢ série, t. V, p. 298).

Supposons que la normale en M 4 la conique
2 2
PR

(1)

=1 (on = ==1),

rencontre la courbe au point V.

Si Yaire comprise entre la courbe et la normale MV
est minimum, sa différentielle est nulle. Par suite, les
triangles formés avec la normale infiniment voisine
sont égaux. On en déduit immédiatement que le centre
de courbure o situé sur MV est le milieu de ce segment
de normale.

Le cercle osculateur en M, que nous représenterons
par (w), passe donc par le point V. Or, nous avons fait
voir a 'endroit cité que la corde commune a ce cercle
et a la conique passe par le point G dont les coordon-
nées 7 et { sont liées aux coordonnées « et § du centre
de courbure » par les équations
(2)

—+

=1,

@l

2
L
Ici, la corde commune n’étant autre que la nor-
male MV, le point G doit étre sur cette normale, ce qui
exige, x et y étant les coordonnées du point M, que 'on
ait

X

(3)

= 0.

) aﬁi‘—b?i:a!—bl’.
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Si, dans les équations (2) et (3), nous remplagons
a et 3 par leurs expressions

a2—cebh? a?—z b2
— g3 T T =3 =
e=u rammt g v T

nous pouvons les écrire

, nat Lb% .
(2") JF_ —}—3 =a?—ch?,
, nat  {eb?
(39 2 g O

L’élimination de 7 et € entre (2/), (3') et (4) est des
plus faciles. Elle donne

3) z?— y2= a?—z b2

Les points M cherchés sont donc & la rencontre de la
conique (1) et de I'hyperbole équilatére (5) qui a pour
sommets sur 'axe des x les foyers de la conique (1).

De (1) et (5) on tire

al b2

6 X = —————=— = ——
) r\/a‘l—u—sb?’ 7 + a4+ cb?

Il est dés lors trés facile de construire les points
demandés. Remarquons que de (6) on tire

aty = eblz,

ce qui prouve que la normale en M, dont le coeflicient
ay
sb2z
l'axe des x. Tel est le résultat qu’avait remarqué
O. Bonnet.

Si de lellipse on passec a la parabole considérée
comme sa limite, 'hyperbole équilatére, ayant pour
sommets les foyers et qui détermine les points demandés,

angulaire est égal a » fait un angle de 45° avec

devient la perpendiculaire a 'axe élevée par le foyer.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Mai 1896.) 15
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[R8cB]
SUR LE MOUVEMENT D'UN CORPS GRAVE DE REVOLUTION
SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE (DER KREISEL) (*);

Par M. Fguix KLEIN
(Traduit de I'allemand par M. L. LAUGEL.)

La théorie des fonctions d'une variable complexe
nous a depuis longtemps doté d’un systéme de formules
particuliérement simple pour la représentation de la
rotation d’un corps rigide autour d’un point fixe, sys-
téme qui, autant que j'en ai connaissance, n’a pas
encore été employé pour les applications de la Méca-
nique; il faut vraisemblablement croire que désormais
I’on pourra en faire usage avec un avantage tout parti-
culier.

Décrivons autour du point fixe O comme centre une
sphére sur laquelle, & I'instar de Riemann, on inter-
prétera une variable complexe €.

Les rotations autour de O sont alors simplement
données par ces substitutions linéaires unimodulaires

[

ou d’une part a et g, ct d’autre part 3 et — y sont ima-
ginaires conjuguées (comparez par exemple mes Le-
cons sur UIcosaédre, p. 32). Dans le traitement d’un
probléme quelconque de rotation on est donc conduit a
représenter les constantes en question o. 3, v, 8 comme
fonctions appropriées du temps £.

(&) Communication présentée a la Société Royale des Sciences de
Gottingue, le 11 janvier 18g6.
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C’est ce que j’ai effectué pour le corps de révolution
habituel (la toupie), c’est-a-dire le corps de révolution
soumis aux lois de la pesanteur et fixé par un point de
son axe.

Je désigne par { = o le pole supérieur de la sphére
décrite du point O comme centre dans l'espace fixe,
par Z = oo la pointe (der Kreiselspitze); d’une maniére
générale Z représente la variable complexe surla sphére
congruente liée au corps grave de révolution. Le ré-
sultat est le suivant : a, 8, v, & sont des fonctions ellip-
tigues de deuxiéme espéce qui au numérateur et au
dénominateur renferment une seule fonction théta.

Comme le dénominateur est le méme dans chacune
des quatre expressions la courbe que nous tirons de (1)
pour le mouvement de la pointe

' r= 2

(2) =g

renferme également dans sa représentation un seul fac-
teur théta au numérateur et au dénominateur.

D’un autre c6té, pour donner un nouvel exemple, on
obtient pour le cone de la polhodie, outre » = const.,
(3) p+z’q:zz’<p%—8?£>,
expression qui renferme par conséquent deux facteurs
théta au numérateur et au dénominateur.

I1 est bien intéressant d’examiner comment ces for-
mules simples se vérifient partout indirectement sur les
développements que I'on trouve dans la littérature du
sujet, sans avoir é1é jusqu’ici présentées directement
et sans que I'on ait songé a leur donner le premier role
dans le traitement de ces questions. Ainsi, par exemple,
au lieu de la courbe (2) tracée sur la sphére, on en a
Jusqu’ici toujours considéré la projection sur le plan
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horizontal ; mais pour celle-ci nous trouvons
(4) x4 iy =20aB;

alors il se présente deux facteurs théta au numérateur
et au dénominateur, ce qui, vu (2), est une complica-
tion inutile.

Note. — Porlesungen iiber dus Icosaeder und die
Auflosung der Gleichungen von 5t" Grade. Telix
Klecin, Teubner, 1884, p. 32, § 2. — Sur les transfor-
mations linéaires de (x + iy) qui correspondent aux
rotations autour du centre de la sphére. (Résumé.)

L’équation de la sphére étant prise sous la forme
(coordonnées rectangulaires)

B2+ 2=,

on introduit la variable complexe z=x 41y en la
représentant, comme d’habitude, sur le plan des &, 7,
plan de 'équateur. Ce plan, a 'aide d’une projection
stéréographique, sera représenté sur la surface de la
sphére, de sorte que 'on a les formules

xr = { = = xr -+ _ i
=7 ‘y_|~-_, Y= 1—7
ou
nx
E.: ., 3 .20
1+ 2243
i 2
T = y

s ——
1+ 724 y?

— i+ 2+ 2
1424 y?

On est alors conduit, par une suite de considérations
¢t de formules que Pon trouvera dans le célébre Ou-
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vrage de M. Klein, 4 la formule suivante

2+ (E i)
s'(1

o7 2 (4 in)
—0—(E+n)

sA0—0D—(E+1i7)

i
2

(5) e

Sformule générale pour une rotation quelcongue
d’ angle a.
Si l'on résout la formule (5) par rapport a 2z’ il sera
. . ’ . . .
commode d’introduire les abréviations suivantes

sm

oy

L . a .o a
- =ua, 7, sin = = b, Zsin = =c, cos— = d;
2 2 2
. . , .
il est clair qu’on a aussi
a0 d2 =1
et Pon obtient la formule trés simple

,_(d+ic)s — (b—ia)

(6) = _—([)._,:_[a);—f—((l-——lb),

formule qui a é1é6 donnée pour la premiére fois par
Cayley : Math. Annalen, 1879 « Correspondence of
homographies and rotations ». On voit aisément que
cette formule revient a la formule (1) de la Note de
M. Klein.

Remarquons que nous avons ainsi deuxr formules
pour chaque rotation. En effet, la rotation reste inal-
térée lorsque I'on augmente I'angle o de 2w; mais alors
les quatre grandeurs a, b, ¢, d changent de signe. Cela
tient & ce que le déterminant de la substitution (6) que
J’écriral

= Az+B
Cz—+D
est égal & AD — BC = a2+ b2 + ¢2 + d2, c’est-a-dire
par conséquent =1, ce qui nous indique bien encore la
double possibilité pour le choix des signes.

Remarquons encore que 'on a

a A+D
COS ~ == ————
2 AD —BC
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Pour plus de détails il est indispensable de consulter
lcosaeder.

Livres & consulter sur la rotation d’un corps grave
de révolution :

Lacrance, Mécanique analytique, 3¢ édition, tome
second.

Jacosr, OF uyres complétes, tome 11.

Heryite, Applications des fonctions elliptiques,
Gauthier-Villars.

Darsoux, Notes au Cours de Mécanique de M. Des-
peyrous, tome II, Hermann, 1886.

Puiseux, Note sur le mouvement d’un point mate-
riel, etc. (Journal de Math., 1*¢ série, tome VII).

Havenen, Fonctions elliptiques, tome II.

M. Klein en ce moment professe des lecons sur le
sujet a I’Université de Gottingue; elles seront sans doute
lithographiées prochainement, selon I'usage suivi depuis
un certain nombre d’années.

[I1] SUR LES FRACTIONS DECIMALES PERIODIQUES;
Par M. C.-E. BICKMORE M. A., New College, Oxford.

Dans le tome X1V des Nouvelles Annales, p. 115-
117, on trouve un Tableau des facteurs de 10f—1,
dénominateur d’une fraction décimale qui a une période
de k chiflres, pour des valeurs entiéres de k entre o et
61, ou plutdt des facteurs numériques du quotient de
cette expression par le plus petit multiple commun de
tous ses facteurs algébriques, 10/ — 1, f étant sous-

multiple de k.
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A part quelques erreurs typographiques, on doit faire
d’autres corrections dans le Tableau.

Pour trois valeurs de k : 45, 50, 60, 'auteur, le D*
Looff de Gotha, n’a pas divisé par tous les facteurs al-
gébriques ; dans ces trois cas, il faut diviser les facteurs
donnés dans le Tableau par 3, gogt, 10000000001,
respectivement. En outre, le D' Reuschle de Stuttgart,
dans son Ouvrage : Mathematische Abhandlung de
Pannée 1856, a donné plusieurs facteurs numériques,
non trouvés par le D' Loofl'; et M. W. Shanks, dans les
Proceedings of the Royal Society of London, t. XXII,
p- 382-384, a publié un Tableau des facteurs de 10—
continué jusqu’a k= roo.

Dans le Messenger of Mathematics de 1'année 1895,
jai donné quelques grands facteurs pour les valeurs
de k, 60 et 100; et J’ai remarqué que, pour la valeur go,
il faut diviser par 19 le nombre donné dans le Tableau
de M. Shanks.

Ce Tableau donne aussi une valeur incorrecte pour
k= 8o.

Le Programm n° 67 des Koniglichen Prinz-Hein-
richs-Gymnasiums in Berlin de 1895, par Herr Bork,
contient, comme appendice, un Tablcau calculé par le
Dr Kessler de Wiesbade, qui donne toutes les valeurs
pq_l étant la moindre valeur

de ¢ plus grand que 2,

de x, qui satisfait a la congruence exponentielle
10”=1(mod p),

ou p est un nombre premier moins grand que 100000.

A l'aide de ce Tableau, j’ai trouvé des facteurs addi-
tionnels pour les huit valeurs de & : 29, 55, 63, 72, 77,
87,95, 100; mais on doit observer que tous ces facteurs
(si’on excepte 98641, facteur de 1072 — 1) pourraient
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éire déterminés i I'aide des calculs, qui n’ont jamais été
publiés, de I'illustre D* Salmon, Provost de Zrinity
College, Dublin.

Le Tableau suivant a été calculé d’aprés une com-
paraison de tous les autres Tableaux cités.

Les * indiquent que la résolution est compléte, selon
les calculs des auteurs des Tableaux.

Lorsque £ =3, 9, 22, 42, etc., on ajoute les facteurs
3, 11,7, etc.; parce que ces nombres-ci divisent exac-
tement le quotient de 10— 1 par le plus petit multiple
commun de tous ses facteurs algébriques. Si k est un
nombre premier, on a, pour le facteur algébrique réduit
de 10F— 1, le nombre formé ecn écrivant le chiffre 1
k fois successivement; ce nombre-ci est un nombre pre-
mier, si k=2 et (sclon le D* Looff') si k==23; on n’en
a trouvé aucun facteur numérique pour les valeurs sui-
vantes de k: 17,19, 37, 47, 39, 67, 71,73, 83, 89, 97.

Pour plus de renscignements on pecut voir, dans le
Messenger of Mathematics, V'essai On the numerical
Jactors of a®"—1 par I'auteur de cette Note.

Tableau des facteurs de 10" —1.

132
2 1T,
*3 3.37.
4 101.
"5 4u.azpr.
6 7.13.
7 239.4649.
*8 73.137.
‘9 3.333667.
10 gogl.
11 21649.513239.
12 99or.»
‘13 53.79.265371653.



n.

14
*15
*16
17
*18
19
20
*21
*09
*23
*24
25
*26
27
*28
29
*30
31
*32
33
*34
35
*36

38
39
4o
41
4o
i3
44
45
46

£ -

A7
48
19
50
51

592

909091 .

31.2906161.

17.5882353.

inconnu.

19.52579.

inconnu.

3541.27961.

43.1933.10838689.

11.23.4093.8779.

nombre premier.

99990001 .

21401.25601.182521213001 .
859.1058313049.
3.757.440334654777631.
29.281.121499449.
3191.16763.43031.62003.77843839397.
211.241.2161.
2791.398105020104303515267327521.
353.449.641.1409.69857.
67.1344628210113298373.
103.4013.21993833369.
71.12676184367477604353521.
999999000001 .

inconnu.

909090g090g0o9gogogT .
9009009009009909go9ggogy1I .
99990000999gO00T .
83.1231.1087480167080452870240;7898379328307.
7.127.2689.459691.
173.6422607578676942838792549775208734746307 .
89.1112470797641561909.
99900000099900099999gooT .
47.139.2531.549797184491917.
inconnu.

9999999900000001 .

1000000 100000010000001000000100000010000001 .
251.5051.78875943472201.
613.146965889217112709610099495907 .
521.1900381976777332243781.



62
63
64
65
66

82
83
84
85
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107.103842159916926272066438982346832814122533748701
973
999999999000000001 .
1321.62921.108280042752263116285790825177351.
7841.127522001020150503761.
21319.42258121905384910220507105914489.
59.154083204930662557781201849.
inconnu.
61.4188901.39526741.
733.4637.3269011286555677849267785603463896663414981
13992973391.
9090909090909090g0y09gogogogogI .
10837.23311.45613.86697559786813408979911.
19841.504006854493221078070661761 .
900009g000090090900Y090o0gogOYgagogg0999909g99g1 .
10989010988go1098gor1.
inconnu.
090099009Y)009g0099009g0099y0o0ggoT .
277. 5252349822746934660?9009353'36090290164083
1099988890 111109888g00011.
inconnu.
3169.98641.3199044596370769.
inconnu.
7253.125339984708521865560332401639447
151.4201.15763985553739191709164170950063151.
990099009g0099go0g9g009g0099g009go0ggoT .
5237.42043.408758014743095772797616503595719098173132
582683488071.
13.157.6397.84166496996118343.
317.6163.10271.5537239794645872039750752719266884656
0723201952048123892532615741471.
999999990000000099999g99g0000000I .
3.163.9397.21762153741738051978038502933429783207580
7163797.
9090909090909090909090909090909090909091 .
inconnu.
100999899000099989g9000101 .
9000090000(000090g0090HYO0YOYO0HOHGOY)0OGOYGOYogy090999
90999909991 -
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n.
86  9090909090909090909090909090g0g0g0g0gOGOY! .
87  4003.72559.31017025165802975904515779323733949834276
3245483.
88 617.16205834846012967584927082656402106953 .
89 inconnu.
90 29611.33805004863023842491.
91 547.14197.17837.64973585255824878623763722983867 6912
2282276937376982738038477.
92 1289.76811404957408075951117221885105500464709.
93 900900900g009009009g00g00900g0099099099099g09g09g90909y
90990991 -
94 6299.1443230527212111590584365040468183983027609.
95 191.59281.63841.124508294126690272644968117968842143
0761010968594197505797881.
96 97.1030927835051546288659793814433.
97 inconnu.
98  197.5076141624365532994918781726395939035533.
99 199.397.34849.3632169409210578027846503264759786 1202
4967084251822936883 .
100 60101.1680588011350901.99004980069800499001 .

[D3g]
SUR LE NOMBRE DES PERIODES D'UNE FONCTION UNIFORME;
Par M. A. ASTOR,

Professeur a la Faculté des Sciences de Grenoble.

On connait cet important théoréme de Jacobi qu'une
fonction uniforme d’une variable z ne peut avoir deux
périodes dont le rapport soit réel ni plus de deux pé-
riodes dont le rapport soit imaginaire. On démontre ce
théoréme en s’appuyant sur le lemme suivant, ou il
n’est question que de fonctions homogeénes a coefficients
réels :

Si Von considére une fonction linéaire de deux
variables ou deux fonctions linéaires de trois varia-
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bles, on peut toujours trouver pour les variables des
valeurs entiéres ne s’annulant pas en méme temps et
telles que, pour ces valeurs des variables, les fonctions
considcrées soient en valeur absolue inférieures & une
quantité donnée quelconque, si petite qu’elle soit.

Ce lemnme est un cas particulier de la proposition
suivan te, que nous allons démontrer :

E'tant donnédes n— 1 fonctions linéaires de n varia-
bles xy, xs, ..., x,, on peut rendre séparément chaque
Jonction inférieure en valeur absolue & une quantité
quelconque donnée par des systémes de valeurs en-
tieres des variables ne s’annulant pas toutes en méme
temps.

La proposition est bien connue dans le cas de deux
variables, et, au surplus, la méthode que nous allons
employer la démontre implicitement dans ce cas. Sup-
posons-la donc vraie pour n — 2 fonctions au plus de
n — t variables; il suffit de montrer qu’clle est encore
vrai¢ pour n — 1 fonctions de n variables.

Soient
Xi =a1121 + A&y +...+ AT,
Xpo = Ap—1,1Z) + Ap—1,9T24 ..+ Qn—q,nTn;

les n — 1 fonctions linéaires; désignons, comme on le
fait souvent, la valeur absolue d’unc lettre par cette
lettre placée entre parenthéses; nous voulons démontrer
qu’on peut avoir, p variant de 1 a n

(X<

pour des valeurs cntiéres, non nulles en méme temps,
des variables, 7¥étant une quantité positive aussi petite
que I'on voudra.
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Considérons, a cet effet, la fonction quadratique
S=X1+ X2+ X2,

Il nous suffira de montrer qu’on peut avoir, pour une

pareille substitution,
<2

Remarquant que f doit contenir les carrés de toutes
les variables, sans quoi il n’en entrerait pas n dans les
n —1 fonctions X, nous pourrons décomposer f en
carrés par la méthode de Lagrange sous la forme

S=Y+Yi - Y2,

Y, contenant x, qui n’entre pas dans Y,, Yy, ..., Y,_y,
et tous les carrés étant positifs. Dés lors, Y., ..., Y,_,
forment un systéme de n — 2 fonctions linéaires au plus
de n — 1 variables; et nous pouvons, d’aprés I'hypo-
thése, les rendre séparément aussi petites que nous
voudrons pour des valeurs entiéres, non nulles en méme
temps, de Xy, X3, ..., Xy, €L remarquons que, si quel-
ques-unes de ces variables n’entraicnt pas dans Y.,
Y, ..., Y._i, auquel cas elles resteraient indéterminées,
elles entreraient forcément dans Y.
Supposons donc, ¢ variant de 2 a n,

1
(Yr/)< Nz’

N étant un nombre entier tel, que Uon ait

Si nous considérons les substitutions correspondantes
et si nous multiplions tous les nombres entiers qui la
composent par un méme entier k positif, mais du reste
indéterminé, la substitution de ces nouveaux nombres
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donnera évidemment I'inégalité
k
Yo) <
D’autre part, Y, prend la forme A,x,+ Ak, ou

Ay (x,+ Ak), en posant

As
A

A,

ce qu’on peut toujours faire, puisque A, n’est pas nul,
ct nous pouvons de plus le supposer positif.
1l suffit de démontrer que I'on peut avoir

1 7 k T

(v, +Ak) < — _<__,'__,
' ) ALV — N2 = =

car alors, quel que soit p de 1 4 7 — 1, on aura

7‘2
Yi< )

n—.1

et, par suite,
S >
La démoustration n’a d’intérét que lorsque A est in-
commensurable; car, dans le cas contraire, on pourrait
annuler Y,. Développons alors (A) en fraction con-
tinue; cette derniére sera indéfinie, et nous aurons

. 1
(A)y=a,+ .

Ay ———
a+ .

Examinons d’abord le cas ou a, serait supérieur a N.
Ecrivons alors, en désignant par la lettre e affectée d’un
indice, une quantité comprise entre — 1 et -1

— &,
} (A)=a+ 2.
1 -
A devient A
-

a

N ryEhay X ;
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si nous faisons A =1, x, = a,, I'expression précé-
dente se réduit a

et elle sera inférieure en valeur absolue a

o

T _

A /=1
pourvu que N soit suffisamment grand, puisque @, > N.
Il suffirait méme que a, fut dans un rapport fini avec N.

k. . .
Quant a N il devient NIE etl’'on a déja
i 7
— < P S—
N =1

Le cas précédent écarté, mous pouvons metire (A)
sous I'une des formes suivantes

g1 2 g2 3 €3
G S, P B Py m
ay a 2 q3 93 939
En
La 2
g qaqdo+1

Remplacant (A) par la derniére de ces expressions
dans x, + Ak, nous obtenons

Py A _kew |
C qu daqd x+1
Faisant k = ¢4, &y = 5 pa, cette quantité se réduit a

Ea
qo+1

Or, ¢u41>> ga, €t ces nombres croissent indéfini-
ment,

Il viendra donc un moment ou, ¢, étant inférieur a N,
Guqr lui sera supérieur, & moins que a, ne soit déja
plus grand que N, auquel cas la proposition est déja
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démontrée; dés lors on aura

€ 1 k 1
q a+1 < N, N2 < N ’
. . Ay e e .7 . ey 1
etil suffira que = soit inférieur 8 —— puisque déja
q puisq ]
N W N

lui est inféricur. La chose étant toujours possible, la
proposition est démontrée dans toute sa généralité.

Comme conséquence on voit que toute fonction qua-
dratique réelle et homogéne, dont le hessien est nul,
peut étre rendue aussi petite que I'on veut pour des
valeurs entiéres des variables.

[C1a] SUR UNE DIFFERENTIELLE EXACTE;
Par M. LEoxn AUTONNE,

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Lyon.

Les candidats a la Licence usent rarement des res-
sources qu’offrent, dans beaucoup de cas, les coordon-
nées homogeénes dans V'espace. Cela m’engage a insérer
I'exercice ci-dessous, lequel n’a, d’ailleurs, aucune pré-
tention & la haute science.

Connaissant la position d'un point dans I’espace, on
posséde, non ses quatre coordonnées homogénes
‘T/‘(./. =1,2,3,4),

mais sculement leurs rapports. Pour fixer les valeurs
absolues, on pose

\" .
(0) = Z e;x; =1, e; = const. arbitr,
J
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Alors les points du plan e, e= o, ont leurs coordonnées
infinies. Ce plan jouc le role du plan de I'infini avec
les coordonnées ordinaires. Conservons au plan e son
nom de plan de l'infini; les droites de e sont les droites
@ Uinfini. Chaque plan posséde une droite a infini.
Seulement alors une méme expression

F(ry, 7y, 7y

3

")

s’éerit d'une infinité de facons différentes, car les coel-
ficients de I' peuvent étre considérés comme des fonc-
tions arbitraires de la quantité e, laquelle est 'unité en
vertu de (0). On doit done, en toute généralité, éerire
pour la dérivée particlle

oF oF . oF elco
(BB} meem e — O, _— = u onquce.

J* Je q q

Voici maintenant le probleme :
Sur la surface algébrique §

Ca S(xy, 22, 205, ;) = 0,

J forme quaternaire, indécomposable, on envisage Pex-
pression différentielle

Al = z A, dx,,

A = fraction rationnelle homogéne en x;, de degré m.

En vertu des relations (o) et (2) les quatre variables
x; se réduisent & deux distinctes u et ¢, que I'on n’a
pas besoin de spécifier plus exactement; u et v seront,
par exemple, si I'on veut, deux combinaisons linéaires
homogenes, a coeflicients constants, des x;.

Exprimons que dU est la différentielle exacte d’une
fonction U de u et v.

Ann. de Mathémat., 3* série, t. XV. (Mai 1846.) 16
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Posonsjouh =1, 2,3, 4
0A, of
Ajp = T Pir=—"Purj = Njp— Apj; pji= ﬁj;
oz ox; .
w; = - ;= — Al = wjop — wupvj:
/ Ju / oy’ [/%] A kY
. (jk) = ejpr— expj.
1l viendra
. ~ N
dU = du 2‘ Ajuj+de 2‘ Ajej
] ]
La condition d’intégrabilité est
~ AN '02x; N
;)v > Ajuy = " As dedu Z Z Ajatj e
] ] k
0 V \'« L2 x; E AN
[ “i- Njpuge
Ut e v/ i M g0 e RS
! ] j k

c’est-a-dire

U N .
NN ekl =o.
J A

Les [ jA] sont les six coordonnées homogénes de la
droite qui joint les deux points de coordonnées u; ct v;
respectivement. Or

O
) = - E u = Cciuy,
‘ du }-i CA A du 2‘ D
i
()/ e
T T
J ]

La droite est la droite a U'infini du plan tangent a la
.
surface S et 'on a

u..
~
ESN
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La condition d’intégrabilité est donc que I'expression
® = Py3(34) + P3i(12) = Pys(14) + Py, (23)
-+ P31 (24) + Pay(31)
soit divisible par f.
Exprimons que la condition ne change pas par Peffet
de la formule (1), c’est-a-dire quand on remplace

9f oA
pj par pj—+- e,-;g. Aj par A+ %e/

Les (jk) nechangent pas; les Py ; s’Taugmentent du terme
%) 5 J 3

0A; OA
[.]A] Cl —()ﬁ"— ey 0(, ;

® s’augmente de V'expression

(022 [34]) = (23 [14]) + (31)[ 24 )
(1] (34) + [231(1§) = [31)(24),

laquelle est identigue au déterminant

o\ 3
— epe ) )
\d(/) /
¢’est-a-dire nulle.
® est done un invariant vis-a-vis de la formule (1).
La condition s’interpréte géométriquement. Les Py
sont les six coeflicients d'an complexe linédaire €. La
condition est celle-ci: la droite a Uinfini du plan tan-
gont & la surface S est située sur le complexe T.

Pour revenir aux coordonnées ordinaires, posons
=z, o=y, 3=5,2,=1; A1=A, Ay =B, A;=C;
il viendra, puisque ¢, =e; =¢; =0, ¢, =1,

dU = Adx + Bdy + Cds,

<o‘\ 03) of <oB oc> of (ou o,\> 8

o  dx) ds Jz dy oz 93/ dy’

L

) =

ce qui se vérifie directement sans peine.
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On sait que M. Em. Picard a étudié d’une facon tres
approfondie I'expression

/.-\1/.1' D By G,

intégrale de différenticlle exacte, sur une surface algé-
brique.

[R7b3]
REMARQUE SUR LES PROBLEMES DE FORCES CENTRALES;

Par M. Ewmin: BOREL.

On sait (ue les problemes de forees centrales se ra-
menent anux équatlions

" ol o
\ ! ot
Y dr VR
[ (’//—) B ;/I) ey

Supposons que nous voulions reconnaitre, sur ces
équations, s'il est possible que le mobile déerive un
cerele gle rayon donné @ ayant son centre a l'origine,
avec une vitesse angulaive donnée w. En remplacant r

df , .
par la constante « et 7 par Ia constante o ces (*(lllall()ns
deviennent

y At — O,

[ a?w? = =(ay--h

el sont par suite vériliées, pourvu que C et 7 aient des

valenrs convenables. Inversement, & un systéme qucl-
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conque de valeurs de C et 2 correspond cn général, par
les équations (2), un systéme de valeurs de a et 0. On
est ainsi conduit & une séric de conséquences absurdes
qu’il est inutile d’énoncer.

Dans les Traités de Mécanique, pour rechercher avee
quelle vitesse angulaire peut étre déerit un cercle donué
sous I'influence d’unc force centrale donnée, on écrit
que la projection de Paccélération sur la normale est
égalc a la force (la masse étant prise pour unité); il est
inutile de refaire ce calcul. Mais je voudrais indiquer
pourquoi, en se servant des équations (1) pour résoudre
celte question, on obtient un résultat absurde 5 cela
tient simplement a ce que ces équations ont été déduites
des équations du monvement

d2r

XL

~ dr?
(3 e

«=9 .

( mm?? =Y,
en les multipliant respectivement par 3, — . et par
dr dy \ ) o )
T a Le systéme (1) w’est done équivalent au sys-

teme (3) que si le déterminant

' ) da |

| ’ i é 14 (2o g
| ay i T

| T

est supposé dillérent de zéro, ¢'est-a-dire si x? —+ y*
west pas constant. On ne peut done s’en servir dans le
cas ou le mouvement a licu sur un cercle.

Des remarques analogues pourraient éire faites sur
d'autres problémes de Mécanique ;s par exemple, siun
point matériel est soumis a unc force dérivant d’un
potentiel et rencontrant Oz, les équations du mouve-



ment sont

d2xr  oU
diz ~ oz’
Aty U
der oy’
d*s _ dU
drer T 0z’
avec la condition y :—Zg — % =o. On ne peut rempla-

cer les deux premiéres de ces équations par les intégrales
des aires et des forces vives

dy dx dr\?  /dy\? da\? N
$E—J’E—C, <7/‘> >*<m)+<dt> =oU + 4

/
que si x? -+ y? n’est pas constant; on ne pourra donc
¢étudier ainsi le cas particulier ot le point se meut sur
un cylindre de révolution ayant pour axe O z.

LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.
EXAMENS ORAUX.

QUESTIONS DE MECANIQUE POSEES A LA SORBONNE,
DE 1889 A 1895.

Abréciations.
Ao MM. Appell. K...... MM. Keenigs.
B...... Boussinesq. | S Poincaré.
D..o.... Darboux. Pu..... Puiseux.
Cinématique.

Composantes de 'accélération sur la tangente et la
normale principale. — B. 89. — D. go. — B. g1. —
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Pu. g2. -— K. 94. — Les déduire des composantes de
Paccélération sur trois axes rectangulaires. — B. g5.

Composantes de I’accélération suivant le rayon vec-
teur et sa perpendiculaire. — Pu. ga.

Mouvement d’une figure plane dans son plan. Mé-
thode géométrique. — A. 89. — A.D. g1. — K. o4.
— Vitesse d’un point de la figure. — A. go. — Appli-
cation au tracé des tangentes aux roulettes. — B. 8g.

Centre des accélérations. — K. g4.

Relation entre le rayon de courbure de la base et de
la roulante. — Pu. g2.

Rayon de courbure de la trajectoire d’un point d’une
figure plane dans son planj cercle des inflexions. — D.
9o. — Construction de Savary. — K. 95.

Composition d'unc translation ¢t d'une rotation dont

I'axe est perpendiculaire & la translation. — Pu. go.
Composition d’'un couple de rotation. — A. 8g. —
A.go. — K. o4.
Composition de rotations concourantes. — A 89. —

A.go. — K, 94. — A. 5.

Axe instantané de rotation pour un corps ayant un
point fixe. — A. 8¢.

Cone base et cone roulant. — K. 94.

Mouvement général d'un corps solide. — D. go.

Détermination géométrique du moment hélicoidal.
— A.89. —P.gr. — A. g2. — K. 94. — Pu. g5. —
Détermination analytique de 'axe hélicoidal. — Pu. g2.

Droites conjuguées. — Pu 95.

Théoréme de Coriolis. — B. 8g. — D. P. go. — A.
K.g2. — K. 94. — K. 95.

Théorie des engrenages plans. — K. 94. — A. 95.

Joint de Cardan. — K. 94.

Parallélogramme de Watt. — D. go. — A. ¢5.

Inverscur de Peaucellier. — A. g5.
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Statique.

Composition ct représentation des couples. — D. g1.

Réduction des forces appliquées & un corps solide;
conditions pour qu'il y ait une résultante unique. —
A.89. — A. qgo.

:Jquations de I'équilibre d'un corps solide libre. —
B. 89. — Pu. 94.

*'lqnilibrc d’un corps solide mobile autour d'un axe
fixe. — A. 8g.

Equilibrc d’un fil soumis a des forces donnédes. —
P. go. — K. g2.

Chainette. — A. B. 89. — A.P. go. — A. D. P. g1.
— A.B. g2. — A. B. ¢5.

Lignes géodésiques, leur application en Statique. —
K. g2.

Centre de gravité d’une zone sphérique. — D. gr.

Potentiel. — Moments d’inertie.

Potenuel, son interprétation. — B. D. 8g. — B. go.
— B. gr.

Potentiel d’'une couche sphérique. — B. g4. — B. ¢5.

Equations de Laplace et de Poisson. — B. 3.

Moments d’inertie, relations fondamentales. — A. 8.
— P.go. — K. 94. — A. ¢5.

Moments d'inertic par rapport a deux axes paralleles.
— P.go. — A.93.

Ellipsoide central. — D. 8g. — A. go. — A. P. g1.
— A. ¢3.

Dans quel cas un axe d’inertie principal pour I'un
de ses points, I'est-il encore pour un second? — A. go.

Moment d’incertie d’un cercle homogéne par rapport
4 un [)()i;ll de son plan. — K. go.
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Moments d’inertie d'un ellipsoide homogene par rap-
port a ses axes. — P. go.

Dynamique du point.

Mouvement rectiligne d’un point soumis a la force
patt. — Pu. ga.
Mouvement d'un projectile dans un milieu résistant.

— D. go. —D. g1. —A. 93. — K. ¢5.

Principe des aires. — D. g1. — Lorsque le principe
des aives est applicable & un mouvement plan, la force
est centrale. — K. 94.

Théoréme des forces vives. — AL K. g2. — Pu. ¢4.

Qu’appelle-t-on intégrale du mouvement? — K. ga.
Mouvement d’un point soumis & une force centrale.

— A. B. 8g. — Cas de Of—f) — A.go. — Cas de lat-

traction newtonienne. — A. go. — P. gi1. — Cas
1
de - A. K. g2.
E(luation de Binet. — A. 85. — A. Pu. g2. — Appli-
cation aux coniques. — B. g1.
Mouvement relatif d’une planéte autour du Soleil.
— D. go.
De la loi de Kepler déduire la loi de Newton. — A.
8g. — D.go. — A.B.D.gr. —A. 92, — K. 94.
Equations du mouvement sur une courbe. — B. go.

— Pa. 95. — Cas de la pesanteur. — D. g1.

Pendule simple. — A. go. — A. g1. — Développe-
ment en série. — A. Pu. 92. — Pu. 95. — Dans un
milieu résistant proportionnellement a la vitesse. —
B. 8. — B. g1.

Mouvement d’un point pesant sur la cycloide. — A.
89. — A.D.go. — A.g2. — A. 9.

Tautochrone pourla pesanteur. — AL B. 89.— A. go.
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— A.B.D.g1. — A. Pu. g2. — B. 93. — K. 94. —
B. ¢5.

Tautochrone en général. — Pu. g2. — A. ¢3.

Brachistochrone. — A. B. 8g. — B.go. — A. D. g1.
A.g2. — A. 93. — K. 94. — Pu. g5.

Mouvement d’un point pesant dans le voisinage du
point le plus bas d’une surface. — Pu. ¢5.

Mouvement sur un ellipsoide d’un point simplement
soumis & la réaction normale. — Pu. g2. — Pu. 94.

Mouvement d’un point pesant sur la sphére. — A. 2.
— A. Pu. ¢5.

Equations du mouvement relatif. — A, 8g. — A. ¢3.

— A. ¢5.
La verticale d’un lieu est la résultante de I’attraction
de la Terre et de la force centrifuge. — B. 8g.

Mouvement relatif d’un point a la surface de la Terre.
— A.8g. —P.g1. — A g2, — Pog4. — A gi. —
Mouvement dans le plan tangent. — A, 85.

Pendule de Foucault. — P. go. — K. 93.

Dynamique des systémes.

Théorémes généraux sur le mouvement des systémes.
— A.89. — A.92. — K. 94. — A. 95. — Quels sont

ceux qui s'appliquent au mouvement relatif par rapport

au centre de gravité. — A. 8g.

Définition du centre de gravité d’un systéme. — B.
go. — B. 94.

Mouvement du centre de gravité. — B. 8g. — A. go.
— A. Pu. go.

Principe des moments de quantité de mouvement. —
D. 89. — D. g1. — Pu. go.

l’n‘inlci}:e des airesy plan maximum des aires. — B. go.

Théoréme des forces vives. — A. 8g. — A. go. — A.
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g1. — A.g2. — A. 94. — A. Pu. g5. — Travail des
forces intérieures. — A. g1.

Mouvement de deux points s’attirant en raison in-
verse de la distance. — Pu. 94.

Mouvement d’une chaine pesante sur une courbe.
— A. 8.

Mouvement d’un corps solide autour d'un axe fixe. —
A. go. — D. g1.

Propriétés mécaniques des axes principaux d’inertie.
— D. gr.

Pendule composé. — A. 8g. — A. go. — A. g1. —
A. 95.

Métronome. — B. 89. — B. 94. — B. g5.

Mouvement d’un corps solide ayant un point fixe. —
A.8g. — A. go. — A. gt. — A. K. Pu. g2. — Pu. 95.

Cas ou la résultante des forces passe par le point
fixe. — A.85. — P.g1. — A. g3. — K. g4. — A. 95.

Cas d’un corps de révolution pesant suspendu par
un point de son axe. — K. g2.

Equations générales de la Mécanique.

Principe des vitesses virtuelles. — A, 89. — A. go.
—A.g1. — A. Pu. g2. — A. 93.

Application aux conditions d’équilibre d’un solide
libre. — A. 85.

Condition d’équilibre d’une machine simple : coin.
— A. 8g. — Vis dans son écrou. — A. 89. — A. g1.
— A. g2.

Principe de d’Alembert. — K. 94.

Equations de Lagrange e¢n général. — A.8g. — A. P.
go. — Agr. — K. Pu. g2. — K. 94. — A. K. g3, —
Pour un point. — A. go. — A. g2. — A. 93. — Pu. g4.
Application au pendule conique. — A. 8g. — A. go.
— A. 95.
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Equation d’Hamilton. — A. 8g. — A. P. go. — Pu.
92. — A. 95.

Position d’équilibre stable d’un systéme. — Pu. g5.
Petites oscillations d’un systéme autour d'une posi-
tion d’équilibre stable. — A. 5.

Frottement. -— Percussion.

I'rottement de glissement. — B. 8g.

Percussion sur un solide mobile autour d’un axe fixe.
— B. Pu. 94.

Pendule balistique. — B. D. 8g. — K. ¢5.

Choc de deux sphéres élastiques se mouvant sur une
méme droite. — D. go.

Hydrostatique. — Hydrodynamique.

Pression sur un élément de fluide. — B. 8g. — B. go.
—B.g1. —B. g3. — B. 94. — B. ¢5.

Equalion générale de I'ydrostatique. B.8g. — B.
go. — Pu.g2. — A. 3. — K. 94. — A. Pu. g5.

I::quilibrc d’un liquide pesant dans un vase animé

d’un mouvement de rotation uniforme autour de son
axe. — B. g3. — B. ¢3.

Equalion générale de I'Hvdrodynamique. — B. 8g.—
B. go. — B. g1. — Pu. 92. — B. 93. — B. 94. — B. ¢5.

Equation de continuité. — B. go. — B. g1. — Pu. 9a.
— B. g¢5.

Principe de Bernoulli. — B. 89. — B. 94. — B. 95.

E. C.
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GORRESPONDANCGE.

Fxtrait d’une lettre de M. Mannheim.

Je ne pense pas que la propriéié, qui fait I'objet de
la question 1711, ait été trouvée par Riccati, mort en
1754, et si connu par I’équation qui porte son nom.

Il a donc un homonyme qui a cru découvrir cette
propriété. Ce dernier s’est trompé, car, en 1859, dans
un Travail intitulé : Recherches géométriques sur le
liew des positions successives des centres de courbure
d’une courbe qui roule sur une droite (Journal de
Liouville), y’ai non sculement démontré que lorsque la
courbe qui roule est une épicycloide, ce licu est une
ellipse, mais j’ai ajoulé que les axes de cette courbe
ont pour longuewrs la longueur de U'épicycloide et
la longueur de la développée de cette courbe.

En outre, jai dit que le lieu des positions successives
des centres de courbure de la développée de Uépicy -
cloide est aussi une ellipse.

Suivant une remarque faite dans le travail que je viens
de citer, I'équation en coordonnées rectangles du licu
des posilions successives des centres de courbure d’une
courbe qui roule sur une droite n’est autre, pour la
courbe qui roule, que I'équation qu’on appelle mainte-
nant intrinséque.

BIBLIOGRAPHIE.

Exercices pe Geowitrie, comprenant ['exposé des
Méthodes géométriques et 2000 questions résolues, par
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F. J. (3™ édition, 1896. Tours et Paris, Mame et Pous-
sielgue).

Les Nouvelles Annales mathématiques, parla plume auto-
risce de M. H. Faurg, Commandant d’artillerie, ont rendu
compte jadis de cet Ouvrage et en ont fait ressortir les grandes
qualités (1883, p. 516); il nous suffira donc de consacrer quel-
ques lignes a la troisiéme édition.

L'exposé des Méthodes pour démontrer les théorémes et
résoudre les problémes de Géométrie, amélioré dans quelques
déuails, reste la partie la plus originale et la plus importante
de ’'Ouvrage; nous n’hésitons pas a dire que cet exposé, au
moins restreint, devrait étre entre les mains de tous les étu-
diants.

Le Recueil d’exercices, enrichi de plusieurs questions et de
nouvelles démonstrations, a fait de nombreux emprunts & des
Ouvrages francais ou ¢trangers, a diverses publications pério-
diques ct notamment aux Nouvelles Annales (120 citations);
nous cn félicitons l'auteur, car ¢’est la bonne maniére de pré-
senter une grande variété d’excrcices intéressants; d’ailleurs
bon nombre de questions ct de démonstrations sont nouvelles
ou, du moins, peu connues.

L’Ouvrage contient des notes trés intéressantes ¢t de nom-
breux venseignements bibliographiques et biographiques.

La Géométric moderne du triangle a fourni unc centaine
d'exercices, bien choisis, ob 'on trouve les noms de plusieurs
géométres contemporains et notamment ceux de MM. LEMOINE,
Brocarbd et NEUBERG.

Enfin, ’Ouvrage se termine par diverses Tables, dont la
simple ¢numération indiquera suffisamment 'utilité et P'intérét:
Lexvique géométrique, Problémes et théorémes historiques,
Table des notes principales, Index bibliographique et bio-
graphiqgue.

ERRATA.

3 série, t. XV, 1896, p. 144, ligne 14, au lieu de publiée, lises
publié.

Page 143, ligne 11 en remontant, au lieu de un cardioide el une
point, lises une cardioide ¢t un point.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1671.

(189%, p.3°.)

On considére une courbe quelconque, son centre de cour-
bure C en un point M quelconque de la courbe, puis le
centre de courbure Gy correspondant au point C de la pre-
miére développée, puis encore le centre de courbure G,
correspondant au point C; de la seconde développée, et
ainsi de suite jusqu’au centre C,. On sait que si les coor-
données x et y de C sont des fonctions d’un paramétre t,
il en est de méme de coordonnées x, et y, d’un quel-
conque des centres de courbure. Montrer que l’expression

dx}+ dy?
dr, d*y, — dy, d*x,

conserve la méme valeur pour les coordonnées de l'un
quelconque des centres de courbure successtfs.
(E.-N. BARISIEN.)
SOLUTION
Par M. G. TziTzEICA.

Considérons les centres G, C,pq; soient Ry, R4 lesrayons
de courbure correspondants. On a

3
(dxy—+ dv})?

R, = ,
Y dx, dry,—dy,d*z,’

3
(dr},. +dy},,)?

3 > >
dx,u+1 dz)’pﬂ‘— d}’p-H d? X p+-1

R/H'l =
d'ou
dz} - dy} _ R, _ R,
dr,dXy,— dy, d*x, R N
/ l; ); P (dry-+~dy3)?

et
9 E)
dz}, + dyj., _ Rpsr
(lwp-#l d?}’p—f-l - d,}’/r-o—l a? Xpit CIS,H—I

Le théoréme énoncé revient a la démonstration de Iéga-
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lité
R, R,
L
ds, ds,

relation connue [voir E. Picarp (1), vol. I, p. 330].
L3

QUESTIONS.

1728. Si p est un nombre premier qui ne divise pas z, ct r
un nombre entier quelconque, 'expression ar"™—p" ™' — 1 est di-
visible par p. (J.-J. MILNE.)

1729, L'équation xys = Aad = o0, ol &, ¥, 5 représentent
les coordonnées homogénes d’un point du plan,

W= ax - by -k es.

et & un paramétre arbitraire, représente un systéme de cu-
biques qui ont trois points d’inflexions réels situés sur la
droite w: le lieu des auatres points d’inflexion se compose de
deux droites imaginaires A et B.

Démontrer qu'il existe deux cubiques du systéme tangentes
a une droite donnée L, et que les deux points de contact sont
conjugués harmoniques relativement aux deux points imagi-
naires conjugués ot la droite L rencontre A et B.

(A. Lecoux.)

1730, Si
ry \//;) D, 2y b - e ry —ye-— d, T, —— \/;7__':—11.
et s
NP I i S N
montrer que .
Sy S3 St S: 8§, 8,
YT 1.2.3.4.5 e 3 1 4

(H.-J. GERRANS.)

(') Trayte d’Analyse.
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[C2j]
UNE LECON SUR LA METHODE DE QUADRATURE DE GAUSS;
Par M. Lotvis RAFFY,

Maitre de Conférences a 'Ecole Normale supérieure.

Le programme de I'agrégation des Sciences mathématiques
pour 1896 porte comme épreuve pratique le calcul d’une inté-
grale par la méthode de Gauss. Il renvoie les candidats a un
Ouvrage épuisé depuis bien des années et ou, d’ailleurs, la
question de Papproximation obtenue n’est pas posée. Pour ces
raisons nous croyons utile de publier la présente Lecon.

1. Ayant a intégrer une fonction F(x) entre deux
limites données « et B, on remplace cette fonction par
un polynome entier G(x), de degré n—1, qui pour
n valeurs x,, Xy, ««., Tn, cOmprises ‘entre « et 3, ac-
quiére les mémes valeurs que F(x), et 'on prend pour
valeur de l'intégrale proposée I'intégrale du polynome
G(x). Tel est le principe des quadratures par interpo-
lation (Newton, Cotes, Gauss).

On sait que le polyneme G(x) est unique et a pour
expression

r—=n
(1) G('x):2~{,.(x)F(x,.),
r=t1

si I'on pose

(z—zy) . (2 —Xp g (T —Zpiy). . (T — x,,).
(@r—21) .. (Xr—2p 1) (Xr—Zr4y). - (Tr—2Zp)

(2)  yn(2)=

Les polynomes v, ne dépendent que des nombres x, et
nullement de la fonction F(x). Leurs intégrales

g
(3) | gr=f 1r(%) dz
-3

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t, XV. (Juin 18¢6.) 17



( 250 )
ne dépendront done absolument que de ces mémes
nombres x,, de # ct de 3, et I'on aura pour I'intégrale

cherchée
8
(4) / G@)ydze=g 1 F(z))+...+grF(x))+...+ 5. F(z,).
o

1l suffit que les intégrales o, soient calculées une fois
be) o
l)Olll‘ toutes.

2. Pour nous faire unc idée de ce que Gauss appelle
le degre de précision de la méthode précédente, suppo-
sons que la fonction i intégrer F(x) soit développable
entre « et 3 par la formule de Mac-Laurin,

(5) F(x)=as+ar1x+asx?+...4+a,2"+...+~ap_q 2" 1+4....
Le polynome G (x) pourra étre écrit
r=n
(6) G(z‘):Z vr(Z)(@g+ a2+ asxp—+. ..+ apxl+...).
r=1
Réunissous tous les Lermes en a,, tous les termes en a,,
et ainsi de suite, ce qui donnera
(6), G(.Z‘): aO'-?l](’v)"" al‘?l(m)L*" coe anz?rn(x)+- .
enfin formons la différence
B 3
F(z)dz — f G(z)dx.
y Ja
Nous pourrons I'écrire
m—==

8 ‘ - s
(7) {[F(.r)—G(m)]dz:Za,,,'f; [zm— o (z)] dr.

o/
nm=o

Cette expression de 'erreur donne lieu 4 une remarque
importante :

» A ,
Quels que soient les nombres xy, X, « .o Xy, la sé-
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rie (7) ne contient aucun coefficient a d’indice moindre
que n; ou encore : Les deux intégrales

3 8
b/; F(x) dxr, '/; G(xr)dr,

ordonnées suivant les coefficients a,, ont leurs n pre-
miers lermes communs.

Voici comment on peut s’en assurer sans calcul. Les
polynomes vy, (x) étant indépendants de la fonction F (x),
les polynomes o, (x) n’en dépendent pas non plus.
Nous les déterminerons donc en attribuant a F(x) une
forme particuliére, celle d’'un polynome entier de de-

grée n —iu,
(%) Flr)y=ay+ayx +ay22+...+ ap—yx"-1.

Dans ce cas G(x), qui prend les mémes valeurs que F (x)
pour n valeurs de x, lui est identique, quels que soient
les coefficients a,, et 'on a

‘;"m(x)E zm

pour les valeurs m=o, 1, 2, ..., n—1, ce (ui prouve
bien gue la série (7) commence par un terme en a@,. Si
donc nous appelons degré de précision de la méthode
I'indice du premier coefficient de F (r) qui figure dans
Pexpression, nous dirons : Les nombres xyy xay <« .y X
étant quelconques, le degré de précision de la mé-
thode de quadrature par interpolation est égal a n.

3. Tutorimr. — Par un choix convenable des
nombres x,y Xay «. ., xp, le méme d’ailleurs quelle que
soit la fonction & intégrer, on peut porter au double le
degré de précision de la méthode.

Cette proposition, duc a Gauss, revient a ceci : On
peut choisir les nombres x,, x3, ..., xn, de telle fucon
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que dans la série (7) les intégrales qui multiplient les
coefficients any « .., @uyrs ++ oy Az, soient nulles.

Pour établir ce résultat et retrouver en méme temps
le précédent, considérons le polynome

(8) om(z)=-n(x)2]+ (2 x)2P+. ..+ ym(Z)X)].

C’est évidemment, d’aprés la formule générale (1), le
polynome de degré inférieur ou égal 4 n—1 qui prend
les mémes valeurs que x™ pour r valeurs xy, x,, ..., x,.
En conséquence pour les valeurs m=o, 1,2, ..., n—1,
il est identique 4 x™, ce qui prouve le théoréme dun° 2.

Pour m2 n, en faisant la division de 2™ par le pro-
duit

(9) Ln(x)=(x—z ) (x —x3)...(x —2,).
on trouve

rm= En(x)Qm-n(z)“*‘ om(T),
car le reste est un polynome de degré inférieur ou égal
4 n—1, qui prend les mémes valeurs que x™ pour les
n valeurs x, s, ..., Zu, €t qui, par suite, n’est autre
que 9, (x). On a donc identiquement

(10) 2" — om ()= {n(2)Qm-n(z),

le polynome Q étant d’un degré marqué par son indice.
Exprimons maintenant{’énoncé. On veut que les n in-
tégrales

B
(11) [ [#"m —ou(x)] dz (m=n,n+41,...,2n—1)
Ja

soient nulles, ou, ce qui revient au méme, en vertu de la
formule (10), que I'intégrale

B
(1) [ Ea(@)(@n Qo+ api1 Qr+. .o @2-1Quoy ) dr
-
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soit nulle, quelles que soient les constantes ay,, ...,
@sn_y. Or il est aisé de voir qu’on peut déterminer suc-
cessivement @y, _yy (ap_2y « .+, Qpyy, d, de maniére que
le polynome

Asp—1Qu—1=4 A2n—3Qn—s+...4+ ans1 Q1+ @, Qo,

dont les composants Q sont chacun du degré marqué
par leur indice, soit identique & un polynome arbitraire
du degré n —1. Il faut donc et il suffit que I'on ait

g q

(13) [* i@V =o
“a

en désignant par V(x) un polynome arbitraire, du de-
gré n—i. S'il existe un polynome £,(x) de degré n,
admettant nracines comprises entre o et 3, et satisfaisant
a cette condition, il est évident qu’il n’y aura qu’a
prendre pour X, Xa, ..., X, les racines de ce poly-
nome; on annulera ainsi les n intégrales (11), et cela
quelle que soit la fonction & intégrer F(x), puisque
ces intégrales n’en dépendent pas.

Je dis qu’on peut prendre pour E,,(x) le polynome
(14) @ — (@ — By
En effet, ce polynome est évidemment d'ordre n; d’aprés
le théoréme de Rolle, il admet n racines comprises entre
« et 3. Car si 'on pose pour abréger

Y(@)=(2 —a)" (z — B)",

on voit immédiatement que la dérivée ¢'(x) admet
n—i fois les racines « et B, ct de plus une racine com-
prise entre o et 3. En appliquant encore le théoreme de
Rolle on reconuait que toute dérivée 4P (x)(p<n)
admet les deux racines = et 3 avec 'ordre de muliipli-
Cilé n — p el, enoutre, p racines comprises entre et 3.
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Pour éiablir la derniére propriéié, rappelons une for-
mule que donne I'intégration par parties,

fV(x)d{(/t)(m) dr = V«#(n—l)_ A% '!J("‘Z)—i— V"ﬂ(xn—a) -+
(- l)vf\’<m(z)¢(x)dm.

Si 'on intégre entre « et B, les n premiers termes du
second membre disparaissent, puisque les n —1 pre-
miéres dérivées de ¢ s’anmulent pour a et 8; le dernicr
s'évanouit également, puisque la dérivée ni*™ de V(x)
s¢ réduit a zéro. L'équation (13) est donc bien vérifiée
par le polynome (14).

Il estd’ailleurs aisé de montrer que tout polynome {(x)
de méme degré que §,(x) et jouissant de la propriété
qu’exprime Véquation (13) ne peut diflérer de E,,(Jt)
que par un facteur constant. En effet, si Pon a simulta-

nément
3 B
/‘ () V(x)de = o, [ Y2)V(r)dx = o,
Jy Ju
on ¢n conclura
3
)
(%) [ ()= k(@) Viz) dz = o,
a

quelle que soit la constante k. Or on peut choisir cette
constante de telle sorte que le polynome &,— kY s’abaisse
audegré n —1. Cela élant, comme la relation précédente
est supposée avoir lieu quel que soit le polynome V(x)
de degré n —1, on pourra prendre pour V(x) précisé-
ment §,-— A, ce qui réduira identité (13) a

B
f Vi(z)dr =o0;
-4

Y. T . . .
par suite V est identiquement nul, ce qui prouve la
proposition.
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4. Résumé; mode d’application. — Pour appliquer
la méthode de Gauss, il faut :
1° Connaitre les racines xy, xs, « .., x, de'équation

(l"
T (= (e =By =0

2° Connaitre les coefficients g, définis au n° 1, savoir

3
(3) g,.:f v(xydr (r=r1,2 ...,n);
3
3° Calculer I'intégrale cherchée en cflectuant la
somme
(4) &1 F(»’Ft)-"é"zF(1‘2)+---+5’::F(-Z‘u),

au moyen des valeurs que prend pour xy, xs, «.., 2, la
fonction a intégrer F ().

Il convient d’ailleurs de remarquer que, une fois con-
nus les nombres x,, x3, ..., x,, les intégrales g,
g2y + -+, §n peuvent étre calculées par la résolution de »
équations du premier degré. En effet, en vertu de la
formule (8), on a identiquement

(8 am =y ()P 4+ (x) 2P+ ya(T) T,

pour m =0, 1, 2, ..., n — 1. On déduit de 14 par inté-
gration

3m+l_am+1
e =g+ g .+ gl
m —+1
et donnant a m les valeurs o, 1,2, ..., 7—1, on a
n équations du premier degré propres a déterminer les
7 INCONNUEs gy, L2y o vy Cn-
Il est avantageux de ramener les limites o et B de
I'intégrale a étre deux nombres fixes. On peut choisir
S )
comme I’a fait Gauss, les nombres o et 1. A cet effy,
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dans I'intégrale proposée

f‘sF(z)d:,

on opére le changement de variable
t=a+(f—a)a.
Alors I'équation §, (x) = o, dont les racines sont prises

pour valeurs de xy, x4, ..., Zn, devient

dn
ml’”(w—l)n: 0.

Gauss a calculé avec seize décimales les racines de sept
équations de cette forme (n=1, 2,..., 7) et les valeurs
correspondantes des coefficients g,.

On peut aussi ramener les limites de V'intégrale pro-

posée
3
[ F(t)de

o

a élre —1 el —+1. 1] suffit de poser

l:p—;a-i—'-e—_——a.l‘

Alors le polynome &£,(x), dont les racines sont prises
pour valeurs de x,, xy, ..., x,, n’est autre que

d"(z2— l)"

dxn
‘est, a un facteur constant prés, le polynome X, de
Clest, preés, y
Legendre.
8. Limite de l'erreur. — Nous allons maintenant

waiter, d’aprés M. Markoll, dont nous simplifierons
P'analyse, une question importante, entiérement négli-
gée par Gauss : Trouver une limite superieure de l'er-
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reur commise quand on applique la méthode précé-
dente. Eiablissons d’abord un résultat dont nous_aurons
a faire usage.

Tutorime. — Si une fonction F(x) et un polynome
®(x) de degré 2n—1 prennent les mémes valeurs ainsi
que leurs dérivées ¥'(x) et ®'(x) pour n valeurs x,
X2y +.+, X, de la variable, et si I'on pose

(16) F(z)—@(2)=[(z — 2)(¢ — @2)...(z — 2t P(),

on aura

Fl2n) ( E )

(|7) P(.’L‘): (2n)' ’

§ étant compris entre le plus grand et le plus petit des
nombres x, Xy, oy oo., Tn.

Pour le prouver, je dis que si une fonction f(x) et sa
dérivée sannulent pour x =, %3, .., Xn, on a

.f(ZIl)(E)

(2n)!

(18) f(2)=[(x —=z1)(2—23)...(x — 2,)]?
£ étant compris entre le plus grand et le plus petit des
nombres x, X,y Xay « ooy Xp.

En effet, il est visible que la fonction

(3 =21 )(B8—Ts)...(3— &)
(x—x2y)(x—x3).. (T—2,)

ﬂﬂ—[ J'r

admet la racine simple z = x et les n racines doubles
Z=11, ..., Ty

En appliquant a ses dérivées successives le théoréme de
Rolle, on reconnait que celle d'ordre 212 s’annule pour
un nombre §, compris entre la plus grande et la plus.
petite de ces n -1 valeurs; d’'ou résulte I'équation qu’ik
s’agissait d’établir.
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La proposition annoncée est par la-méme établie, car
il suffit, dans I'équation (18), de remplacer f(x) par
I'(x) — ®(x) et de remarquer que la dérivée d’ordre 2n
de ®(x) est identiquement nulle pour trouver

. . . ) . ]«‘1211)( Z)
F(r)y—®(r)y=|(r—zx))(x—xs).. . (x—2,)]? m—’y—
d’on, par comparaison avec la formule (16),
F(zn)(s)

Pr)= (2n)!

6. Cela posé, convenons que les nombres x(, x., ...,
x, soient les racines de 'équation qu’on obtient en éga-
lant a zéro la dérivée d’ordre n du polynome

(19) Yir)y=(xr2—1)n.

L'erreur ¢ commise en appliquant la méthode de Gauss
avee ces valeurs de @&y, Tay ..., 2, & U'intégrale

+1
f F(x)de
—1

a évidemment pour expression
+1
(20) e = [ [F(x)—G(x)]dr.
/1y

Pour I'évaluer, substituons au polynome G (x) un po-
lynome ®(x) de degré 2n —1

(21) ®(2) = G(x)+ 40 (2) Duey ()

qui prend évidemment les mémes valcurs que G(x) et,
par suite, que F(x) pour les racines x,, x; ..., x, de
Y@ () il en sera ainsi quel que soit le polynome §,_,
de degré n—1. Mais nous pouvons supposer ce poly-
nome détorminé de telle maniére que la dérivée de @ (x)
prenne les mémes valeurs que celle de F(x) pour ces
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mémes nombres. Car, désignant 'un d’eux par x,, on a
P (z,)=F(z,)= G' (2, )+ 2V (2,) 0y (2 ),

ce qui détermine le polynome 6,_, parles valeurs qu'il
acquiert pour les n valeurs considérées de x.

Le polynome @ (x) que nous venons de définir peut
¢tre substitué 3 G () dans I'évaluation de I’erreur ¢, car
on a visiblement

4

1 +1 +1
f &(2)dr =fk . G(J‘)dx—;-[ Y () 0,y (2) di.
—1 —1 oJ_q
Or, dans cette identité, la seconde intégrale du second
membre est nulle, d’aprés la propriété caractéristique
des polynomes de Legendre.

7. Nous sommes ainsi ramends a évaluer Pintégrale
—+1
(22) e = f [F(x)— ®(x)] de.
1

Mais, a raison des deux propriétés que nous avons don-
nées au polynome ®(x), le théoréme du n° 5 lui est
applicable et 'on a

. ]?(2:1)(&)
(16) F(z)— ®@)=[(x — 2} (2 —23)...(x — za)]? G
r , * . .
¢ étant un nombre évidemment variable avec z, mais
compris entre le plus petit et le plus grand des nombres
Xy Xyy Xy, + v -y Ly, CL, par suite, compris entre—1 et 41
quand x varie entre ces limites. Par suite I'intégrale

I

(22) s:(—z—n)!

,[ ) [(e—21)(@—23). . (2—2,)]* FO (§) duw,
—1

dont P'élément différenticl se compose de deux facteurs,
dout I'un est essentiellement positif, pourra étre éerite

(23) s =

+1
- x — — 2
U”H,fl (2 =)z —22).. (2 —x0)]* d,
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 désignant un nombre compris entre la plus petite ct
la plus grande des valeurs que la fonction F (£) ac-
quiert quand x varie entre —1 et +1. Mais comme 4
est une fonction de x dont la valeur est elle-méme com-
prise dans ces conditions entre —1 et -1, on voit que
1 est un nombre compris entre la plus petite et la plus
grande des valeurs que prend la dérivée F27) (x) quand
x varic de —1a +1. On peut donc le représenter par
Fen(£)), £ étant un certain nombre compris entre —1
el +1, ce qui donne

+1
(24) e= %/1 [z —x)(x — x3)...(x — x,)]? d.
1’inlégrale qui figure au second membre est facile a cal-
culer. En effet, le polynome X, de Legendre ayant pour

définition
1 dr(z2—r1)n

Xp= ——
" nlan dxn

b

S Xy, Xy, « .., I, SODL S€§ racines, on aura

2n(2u—l)~--("+‘_)(..,._

X,=
“an
n!on

2\ (& —Z3). . (& — Tn),

d’ot 'on tire
n!an X,
an(2n —1)...(n—+1)

( —zy)) (X —X2). .. (& —ap)=

En conséquence,

+1
[ [(x — &y )(x —23). . (@ — x,)]2 dr
g ‘

n!n!an +1

= [2"(2"_')"'(”"“')]2;_,

X2 dx.

Or

on connait la formule

—

a1 y

Al
X2 dor = ————;
/ " on 41’

vt
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on a done cette expression finale de Verreur,

n! o2+t F(?n)(io)

(25) s:_:[-zn(nn——l)...(n—:1)]3 2n+1

ou £y, on I’a vu, est compris entre —1 et 1.

Si Pon peut trouver la plus grande valeur absolue M
deladérivée F(27) (x) entre —1 et -1, il suffira évidem-
mentde substituer M a F27) (&,) dans la formule précé-
dente (25) pour avoir une limite supérieure de ’erreur ¢
que 'on commet en employant un polynome G (x) d’'un
degré donné n —1, sans d’ailleurs en connaitre le sens.

8. Mais si 'on assigne a priori I'approximation exi-
gée, on n’a pas ainsi le moyen de déterminer d’avance le
degré n —1 du polynome a employer. Rien ne prouve,
en outre, que 'erreur diminue quand 7 augmente. Ajou-
tons que la méthode de Gauss exige de Jongs calculs
pour la détermination approchée des racines x, d’équa-
tions algébriques de degré élevé, pour la substitution
de ces nombres, qui sont compliqués, dans la fonction
A intégrer, enfin pour la détermination des intégrales
auxiliaires g,. Elle présente done, avec un certain inté-
rét théorique, de graves défectuosités dans’application.

Elle n’est d'un emploi commode que quand la fone-
tion a intégrer F(x) est une fraction rationnelle. On
peut alors, se donnaunt n et par suite le polynome E.,
déterminer algébriguement, sans aucun calcul d’ap-
proximation, le polynome G(x), du degré n — 1, qui
prend les mémes valeurs que F(x) pour les 7 racines z,
de I'équation £.=o. L’intégration de ce polynome
fournira exactement la valeur approchée de I'intégrale.
Mais I’évaluation de I’erreur sera toujours trés labo-
ricuse,
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Exemple. — Soit a calculer P'intégrale
+1

f dr
T=2 ey
2 1
P

au moyen de (uatre valeurs intermédiaires de x. Ici, n
éiant égal a 4, le polynome &, est, a un facteur constant
prés, la dérivée quatriéme de (x2 —1)*, savoir
35z — Joxr?+3
e -
35

4
S

L’identité algébrique
355, — 68 = 5(22+1)(722—13)
wmontre que 'on aura, pour les quatre racines de t.,

~

1 3 -2
=@(l3——-,.’r )

On prendra donc pour valeur approchée de =

5 ! 5.32 80

5 . _ _8 . .
ﬁii (13_/1‘)(1‘1_3.34-51 3,137.

Comme on connait la valeur de = on voit que I'erreur

est 0,004 ; mais si I'on voulait en déterminer une limite
supérieure en appliquant la formule (25), on serait con-
duit a des calculs fort longs.

[F8f]
SUR UNE APPLIGATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. X. STOUFF,

Professcur 4 la Faculté des Sciences de Besancon.

Dans un ellipsoide a trois axes inégaux, représenté
par Uéquation

(1) '




—
©
(o)
S

A

on suppose que
(2) 202 = a2+ ¢?,

on demande de trouver les lignes de cette surface qui,
en chacun de leurs points, sont tangentes aux diago-
nales du rectangle des axes de lUindicatrice de ce
point.

En désignant par X et i les deux racines, différentes de
zéro, de I’équation

2 9
e Y= <
: - —1=o0,

at4-p b+ " cl+p

[

(3)

les lignes asymptotiques de I'ellipsoide ont pour équa-
tion différentielle
& B + dy
V(a2 2)(02+h)(c2+ L) (a+ p) b2+ p) (et 4 1)

B étant I'angle (imaginaire) que fait 'une de ces lignes
asymptotiques avec une ligne de courbure, w I'angle que
fait une diagonale du rectangle des axes de 'indicatrice
avec la méme ligne de courbure, on a

tangw === ¢ tang,

et équation diftérentielle des lignes cherchées est, par
suite,

dX _ =idyp
V(a0 (02+h)(c2+1) V(a4 u)(h2-=u)(c2+w)

(4

Nous pouvons poser

b2+ A =(b2— a?)snu, b2+ p =(a?— b?)sny,
a?+ A =(a?—b?)cntu, a~+ n=(a?— b?)dniy,
c?+4+ A =(c?—b2)dn2u, ¢+ u =(c2— bh2)cn2e.

En effet, les fonctions sn, cu, dn ainsi définies vé-
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rifient les relations fondamentales en prenant pour mo-
dule k = i. Léquation (4) devient alors
du == dv,
.
d’on
Ut =nu,

a étant une constante

/ dsnu _dsne
w= ¢ =
\/l——-sn"u v:—sn‘v
On sait, d’aprés le Calcul intégral de Bertrand
(p- 569) que la relation précédente équivaut a
(5) sn2u—~sn2¢0—+msn2usn2¢ =m —2snusnesnpy 11— m?.

On déduit aisément de (3) les équations en coordonnées
rectilignes des courbes cherchées, d’aprés les relations
faciles a vérifier

¥

A —
SN SN = %, sn2u -+ sn2yp = Ll

b b2— a2

D’aprés (3), en tenant compte de (2) et en posant

on a
a?+ c*\? (a?—c?)
ey — 2 2
A—p <l 2 ) +y 72

(5) devient alors

’ (r?—— a?-+ (.-1>2: (a2—c?)

> A

(6) : x[m———zy(/l-z;zf+l)—m]

( X[I?l%-‘—?l(‘/l—n‘ﬂ—l)—n?]

L’équation (6) représente une surface de révolution :
son secopd membre est le produit de quatre facteurs
lindaires réels, et peut se mettre sous une forme remar-
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quable et avantageuse pour la discussion. En posant
m =sing, % = tangf, le second membre de (6) devient

(_ﬁj[‘ﬁ_)f sin%o (tang6 — tang%) [tang() — tang <§- -+ %)]

© T 3w
> |tangh —tang( = + —) tangf — tang 2T
b 2 4 i
et, & Paide d’identités trigonomérriques élémentaires,

(a2—c?)? singpsin(p — 40)
i costh

(6) donne alors

a?+c? | at—c? \/sina? sin(p—49)
2 2 cos20 ’

(7) r2—=

I est naturel de chercher a exprimer x, y, z en fonc-
tion de §. Par un calcul facile et ne présentant pas de
circonstances remarquables, on trouve

r? _ cos2f +‘/sin'.p sin(¢ —490)
ar 2.c0s20) ’
52 cos20 —y/sing sin(o—40)
ct 2c0526 ’

x? 32 . . .
— el = sont donc racines d’une équation du sccond

2

a? c?
degré

cos?(28 + o) o
s T

(8) 72 cos*0 — Z cos20 cos26 +

On ne devra donner & § que des valeurs qui rendent
réelles les racines de cette équation et toutes deux com-
prises entre o et 1. On voil de suite que les conditions
relatives aux résultats de substitution et a la demi-
somme sont toujours remplies. Donc il suffit que

sing sin(o — 46)Z o.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Juin 18¢6.) 18
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-‘;): dcvanl ctre compris entre — 1 ¢l 1 , on devra avoir

aussi
—i1Ztangf <.

I’angle ¢ variant de 0 4 2% on aura deux cas a distin-

. . . o e

guer. Si © est moindre que =, § devra varier de P 7
4

T - \ . o =
AL Si © est supérieur a =, on fera varier § dez— =

© 3=
< 4+ ==. Cela donnera dans les deux cas toute la

4 4

courbe. Pour o = o, on obtient les scctions cycliques

[

dela surface. Les autres courbes sont fermdées, analogues
aux sections cycliques et admettent les plans cycliques
comme plans diamétraux.

[M*6Db]
QUELOUES PROPRIETES DES BIQUARTIQUES GAUCHES;
Par M. E. DUPORCQ,

Eléve-Ingénieur des Télégraphes.

1. On sait que toutes les quadriques, qui passent
par 7 points quelconques de Vespace, passent par un
huitieme point fixe. Il en résulte que, 4 7 points arbi-
traires d'une biquartique gauche correspond un hui-
tieme point de cette courbe. Je me propose de mettre
en évidence quelques propriétés de ces groupes de huit

points réciproques.

2. Je commencerai par rappeler quelques propriétés
simples des biquartiques gauches.

Soient @ et b deux points quelconques d’une biquar-
tique gauche C : il existe une quadrique Q qui passe
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par la courbe C et qui admet la droite ab pour généra-
trice. A tout point @' de la bhiquartique correspond
sur cette courbe un point &', tel que la droite a'¥'.est,
dans la quadrique Q, une génératrice de méme systéme
que la génératrice ab. Je dirai que les couples ab et a'b’
sont conjugués.

3. Soient a, 8, y et & quatre points quelconques
d’une biquartique C; par By menons un plan quel-
conque qui rencontre la courbe C en deux autres
points & ct ¢, et soient a et d les quatriémes points
d’intersection de la quartique avec les plans a35 et cy8.
Soient @/, &, ¢’ et d' quatre autres points obtenus de la
méme maniére au moyen des points a, , v et 3.

Les droites ab et a'd’, rencontrant toutes deux a3,
sont évidemment des génératrices de systéme différent
de 283 daus la quadrique déterminée par cette droite et
par la courbe C ; autrement dit, ab et o'’ forment deux
couples conjugués sur la quadrique ; il en est de méme
des couples be et &', cd et ' d'.

D’autre part, les droites &3 et ¢y sont deux généra-
rices de systemes différents d'une quadrique passant
par C; dans cette quadrique, axet b 3, cy et d& forment
de méme deux couples de génératrices de systémes dif-
férents; il en résulte que aa et d¢ jouissent de la méme
propriété ; autrement dit, les droites ad et o3 sont dans
un méme plan. Pour la méme raison, a'd’ rencontre
aussi a6. On voit donc que les couples ad et a'd’ sont
conjugués.

On peut donc énoncer le théoréme suivant, qui s’éten-
drait évidemment & des polygones gauches d’un nombre
pair de cotés :

8¢, sur une biquartique gauche, deux quadrilatéres
gauches abed et a'b'dd' sont tels que les couples ab,
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be et cd soient respectivement conjugués des couples a't/,
b'c et /d', les couples da et d'd seront conjugués, eux
aussi.

4. Ces préliminaires établis, soient 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7 et 8 huit points réciproques sur une biquartique
gauche C. Considérons la cubique gauche déterminée
par les six premiers de ces points; toutes les qua-
driques qui passent par cette courbe et par le point 7
ont en commun une génératrice, qui n’est autre que la
droite 78, puisque toutes les quadriques envisagées,
qui passent par les sept premiers points considérés,
passent anssi par le point 8. Parmi ces quadriques, con-
sidérons en particulier celle qui passe par la biquar-
tique C; clle admet la droite 78 pour génératrice. On
peut donc énoncer le théoréme suivant :

Toutes les quadriques qui passent par six points
fixes d’une biquartique gmu‘lle coupent cette courbe
en deux autres points : les droites déterminées par ces
couples de points sont des génératrices de la quadrique
qui passe par la biquartique en méme temps que par
la cubique gauche définie par les six points fixes.
Elles constituent le systeme des géncratrices qui
coupent en deux points la cubique gauche.

5. Parmi les couples de points 78, on peut counsidérer,
par exemple, celui que fournissent les quatricmes points
d’intersection de la biquartique C avec les plans 123
ct 456. Par suite :

Huit points réciproques d’une biquartique sont tels
que deux quelconques d’entre eux sont conjugués des
quatriemes points o la cowrbe rencontre les deux
plans determinés par les six autres points, pris trois
a trois d’une maniére quelconque.
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6. On voit que si cing de ces points sont fixes, le
plan des trois autres passe par un point fixe de la bi-
(uartique.

7. Etant donnés, sur une biquartique C, huit points
réciproques 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 8, supposons que par
les quatre premiers on fasse passer une quadrique qui
coupe la courbe en quatre autres points, 1/, 2/, 3, 4.
Soient de méme 5, 6, 7' et 8’ quatre pointsde la courbe
formant un octuple réciproque avee les points 5, 6, 7
et 8. Désignons par a, 3, o’ et § les points ot la courbe C
rencontre les plans 123, 567, 1"2/3' et 5'6'7'. D’apreés(35),
les couples a3, aa’ et B3 sont respectivement conjugués
des couples 48, 44’ et 88'; il en est donc, d'aprés (3),
de méme des couples o B’ et 4'8'. Par suite (5), les huit
points 1y 2/, 3/, 4,5, 6, 7" et 8 sont réciproques. Dol
le théoréme suivant :

Si, sur une biquartique gauche

1234 56 78
1234 1'2"3 4
5678 56 78

sont trois octuples réciproques, il en est de méme de
Poctuple
lI 2’ 3’ 4’ 5’ 6’ 7, 8,.
8. Parmi les nombreux cas particuliers de ce théo-
réme, je me contenterai d’énoncer le suivant :

Soient ayarasa,, b,byb3b, et ¢y cycyc, les points ol
une biguartiqgue gauche coupe trois plans Pq, Py, P..
Les plans Py, P,, P, et P,, définis respectivement par
les triples a b c, ayb,c,, azbyey et a,bycy, coupent
la courbe en quatre autres points d,d,dy et d, situés
dans un méme plan Pq. :
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9. Je me bornerai a signaler I'analogic de ces pro-
priétés des biquartiques gauches avec des propriétés
correspondantes des cubiques planes.

[D1b]

SUR LE DEVELOPPEMENT DE =* EN SERIE ORDONNEE
SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS DE LA VARIABLE;

Pir M. F. GOMES TEIXEIRA,
Directeur de ’Académie polytechnique de Porto.

Dans un article Sur le développement des fonctions
en série ordonnée suivant les puissances du sinus et
du cosinus de la variable, publié dans le Journal de
Crelle-Fuchs (1. CXVI, p. 14), nous avons donné, pour
le développement des fonctions x2™ et x2™*' suivant
les puissances de sina, les formules suivantes :

SH)
|14+ — 222 qin2y
(2m +10)(2m +2)

S(2)
+ 2m+4
(2m —+1)...(2m =+ §)
§(3)
2M+6

(2m —1)...(2m <+ 6)

sin*z

xr2m = sinm g
sinéz —+. . ] ,
Coa2m+l — gip2m+l g

. St
<1+ “amid sinzx
(2m - 2)(2m + 3)

(SRt
(2) ' S¥h+s
(2m 4 2)...(2m—+9)
St3)

2 m+7

\ T (am+2).. (2m+7)
A ]

M2

sin*x

sinﬁz—l—...J,

qui ont lien quand on a [sinx | <1. Dans ces formules,
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S représente la somme des combinaisons des nombres

22, 42, 6%, ..., (2a—2)?,

pris b a b, et S la somme des combinaisons des

nombres
‘27 32? 52v (2a——1)2,
pris aussi b & .

Nous avons employé pour obtenir ces formules une
méthode fondée sur la théorie des intégrales prises entre
des limites imaginaires. Ici nous allons voir comment on
peut les vérifier au moyen d’une méthode élémentaire.

e remarque, en premier lieu, qu’on démontre, d’'une
J que, en | lieu, qu'ond tre, d
maniére trés simple, la possibilité du développement
e XM et x en série ordonnée suivant les puis-
d 2m et 2m+1 d t
. e 1e s
sances de sinx en partant de I’égalité connue

2.4.5

sinda ...,

. | SR
r = sinx+ — sindx +
2.3

ou |sinx | <.

On sait, en effet, par un théoréme bien connu, rela-
tf a la multiplication des séries, que le second membre
de Végaliteé

2

i 1.3 A
ke — (si o gind3x i indz —
k= (sinx + —; sin3x + - sindx ...
2.3 2.4.5

peut étre développé en série ordonnée suivant les puis-
sances de sinx.

Cela posé, je suppose que la formule (1) ait lieu quand
Iexposant de x est égal a 2(m —1) et je vais démon-
trer qu'elle a encore lieu quand I'exposant est égal a
2m. Dans ce but, je pose

X2 = Ay, SIN2M I - Ay, SiN2M+20 - L,

relation ot 'on n’écrit pas les termes de degré impair,
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parce que la valeur de x2™ ne varie pas quand on change
x en — x, et je dérive deux fois les deux membres de
cette égalité. Il vient

am(2m —1)x2m—2
= —[27)1 Ao sin2mx 4+ (2m + 2)Agms sin2m+2
“+(2m + §)Agmay sin2m+iy 4]
“+ (1 —sin?z)[2m(2m —1)A,,, sin2n—2x
+(2m—-2)(2m +1)Aypyq sin2my 4. ...

Si 'on pose dans cette identité
zm=2= A, _,sin2m=2x 4 A}, sin?nz .. .,
on trouve les égalités

am(2m —1)Ag,=2m(2m —1)A,,, ,,
—aomAgm+(2m 4+ 2)(2m 4+ 1)Agra—2m(2m — 1) Ay,
=om(2m—1)A},,
—(2m A-2)Agpmar+(2m + 4)(2m + 3) Asjpis
—(2m +2)(2m +1) Aapie
=am(am—1)A}, ...

DI I T R R

qui donnent
Azm == A,‘zm-&—zv

—(2m)? Agy+(2m 4+ 2)(2m—+1) Agppia
=oaom(2m—i)Al,,

——(2m + 2)2 Agyppa+(2m —+ 4)(2m + 3) Agpts
=am(2m—i1)Ay,.1q,

—(2m—+ 42 Ay +(2m +6)(2m 4+ 5) Azpis
=am(2m—1) Ay,

‘ —(2m 4+ 29) Agyppay
(3) ! G~(2m +2v 4+ 2)(2m + 29v+1) Agpmioyie
( =am(2m—i1) Al oy,

R I R I I S

Maisy comme nous supposons que la formule (1) a
lieu quand Vexposant de x est égal & 2(m —1), nous



avons
1
Azrn—a =1,

(Vv+41)
Szm+:v

(2m-—-|)2m(2m+()...(2m—+—2v)'

'
A‘.’lll+2’l -

el nous pouvons donc calculer Ay, Agpyoy Avpuysy « v«
au moyen des formules antérieures.

Les valeurs qu’on obtient de cette maniére pour les
coeflicients A,,, A, 0, Agpmys, ... coincident avec les
valeurs des coefficients de la formule (1). Pour nous
rendre compte de cette circonstance dans toute sa gé-
néralité, supposons qu'elle ait lieu pour le coeflicient
Ay, Cest-a-dire que I'on ait

Simm-vay
(e2m—1)(2m+2) .. (2m —+ 2v)

A21n+2v =

La formule (3) donne alors

A?m+2v+2
1

:(2m+l)...(2m+2v+2)

[S('z‘;;l:l-‘?v “+(2m+2v)? S‘,‘,’,’,Hv],

Mais si T'on a égard a la signilication des symboles
SEith € Sl psaa, 0N VOIL que

Qv+ (v) (V1)
Sam+2y =+ (2m - 2v)2 Sapnioy = Somasvia.

Donc on a
S(V+1)

2m—+-2V+-2
’
(2m —+1)...(2m =+ 2v -+ 2)

A 2m—+2v+2 =

et 'on voit que la valeur de A,,, 5y, coincide encore
avec la valeur du coefficient de sin2m+2v+2 x dans la for-
mule (1).

Au moyen de Panalyse qui précéde, on voit que la
formule (1) a lieu pour 'exposant 2m: si elle a lieu pour
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I'exposant 2(m —1), et, par conséquent, si elle a lieu
pour la fonction x2. Mais cette formule, en y posant
m =1 et en remarquant que
Sh=02,  SP=atgr,  SP=o.42.6%, ...

donne la formule connue

~

. 2 1 ., 2.
X2 =SIN2x + —+—SIN*x + |,
3 2 3.5

v!

lsin‘iav ;
Al T e e
3

<

La formule (1) est donc démontrée. De la méme ma-
niére, on vérifie la formule (2).

On tire de P'égalité (1), en la dérivant par rapport
ax,
Shhes
20—+

rim—1 .
sin2x

=sintm=lg |+
cosx

q(Z)
4 rm4
(2m—+1)...(2m—+3)

sin‘x—f—...].

De I’égalité (2), on tire aussi

p (1)
xzrm S {'Zl/n +3

2M —+ 2

= sin?myxy [1 -+ sin?xr

cosx
(2
b(z'/21+.=,
(2m +2)...(2m—~+ })

sin*x ~+-. . ] .

[L'10b, L'10¢]
SUR LES CORDES NORMALES DE LA PARABOLE;
Par M. M. p’OCAGNE.

1. Soit M, M, une corde d’une parabole que nous
supposons normale en M, a cette courbe. Proposons-
nous d’abord de voir comment les coordonnées x; et y,
du point, M, sont liées aux coordonnées x, et y, du
point M,.
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La parabole étant supposée rapportée a som axe et a
sa langente au sommet, on a

) It =2pzy,
(2) Vs = 2Py’

\

\

Le point (s, y») étant sur la normale en (x4, y,),
on a, en oulre,

(3) P(y2—y1)+yi(T2—21)=o0.
Eliminant x, et x, entre ces trois équations, on a

(r3 _.}’f)'"?}j/[)—l +p(y2—y1)=o,
ou, en supprimant la solution y,— y, = o qui donne
le point M,,

J —
(_}’2'*‘.}’1)2[0 +p =0,
d’ou
2+ 2
() ya=m— 20
ou, eu égard a (1),
1) ),2__-_%_1’_).

Y1
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Cette derniére équation peut s’écrire

ZE _—.’1‘1—1"']7’

2p Y1

ou, en vertu de (2),

e _ T+ p
X2 vy

d’ou, cn remplacant y, par sa valeur tirée de (4'),

(%) zz:m:"—w,
Ji

ou, cu égard a (1),

(5’) xZ:(_a:l__-i—‘p_)‘z.

Ty

2. Calculons maintenant ’angle § que font les tan-
gentes en M, et en M, a la parabole. Ces tangentes fai-
sant avec 'axe de la courbe des angles dont les tan-

gentes sont respcctivelnent }[—)—- et —)l} » on a
1 2

P P

tangd = F1 2t _ p(}’z—ylz)_
4 P Yiye+p

Y1)z

Or, la formule (4') donne

2p(x1+p) _apry+api+yi
—_—— = 1=

FrmI= J1 N4

ou, eu ¢gard a (1),

. ap(2xi+p)

Ye—JY1= 71

et >
Y1y2+pr=—2p(@xi+p)+ p*=—p(2z1+p).
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Donc
. 2p
(6) tang = —=—
5 71
Remarquons qu’en vertu de (1) cette formule peut
s’écrire
Y1
-_—

! t o —
(6" angf o
ce qui montre que [’angle des tangentes en M, et M, &
la parabole est égal & l'inclinaison sur I’axe de la
droite qui joint le point M, au sommet.

3. Cherchons la longueur / de la corde M, M,. Nous

_.}/‘2)27

avons
[ = \/(1’, —x)2+ (1

ou, en vertu des formules (4) et (3')
2/)-J~’

(J’H‘P)’J

/:\/ [
| /EE
3 Ji

ou, en tenant comple de (1),

2 22+ —_—
/ ',l L g,

l—('):r,—l—p)\/

ou encore

L3
. 2+ y3)?
(7) 1= P IAN,
Py
Si Pon rapproche cette formule de Pexpression connue

-
du rayon de courbure R en My,
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on arrive a cetle curieuse relation

(8)

R xy
T p

Le rapport du rayon de courbure en M, a la corde
normale correspondant a ce point est égal au rapport
de Uabscisse du point M, au paramétre.

4. A titre d’applications des formules précédentes,
nous allons traiter divers problémes de minimum rela-
tifs aux cordes normales de la parabole. D’abord celui-ci:

Trouver la corde normale de longueur minimum ?
Sila normale en M, a la parabole coupe en D la per-
pendiculaire élevée 4 My M, par le centre de courbure C,
c’est-a-dive la normale a la développée, on a, d’apreés
une formule connue, en appelant ¢ P'angle de contin-

gence en My,
dl = CD.=.

Pour la corde minimum, on doit doune avoir
Ch =o.

Or, la normale en M, ne pouvant coincider avee la
uormale M, M, en M,, CD ne peut étre nul que si le
point C coincide avec le point M, (*), ¢’est-a-dire si
R =/. La formule (8) donne, dés lors,

Ty = p.

Le point My correspondant a pour abscisse le para-

() Cette propriété est, on le voit, absolument générale. Elle peut
s'énoncer ainsi : Si la normale en M, @ une courbe quelconque ren-
contre, en outre, cette courbe au point M,, le segment M M, est
minimum sile point M, est un des points de rencontre de la courbe
et de sa développée.
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metre. Aulrement dit : Le point M, se trouve sur la
perpendiculaire a I’axe menée parle centre de cour—
bure répondant au sommet.

5. Résolvons maintenant cet autre probléme :

Trouver la corde normale qui détache sur la para-
bole I’arc de longueur minimum ?

En appelant ds la différentielle de cet are, ds, ct ds,
les différentielles des arcs comptés d’une origine quel-
conque aux points M, et M,, on a

de = ds;— ds,
=(M;C— M, D)=

Done, pour are minimum, on doit avoir

M, C = M,D,

ou, puisque Pangle CM,D est égal a Pangle M, TM,,
on O, comme ayant ses ctés perpendiculaires,
! —R

l — ruld

cos0

cest-a-dire
/— R

T cosh,

Tivant la valeur de I—_T;—R de la formule (8), celle de

cosf de la formule (6), on a

P—* J ,
T Vit

ou, en tenant compte de (1),

(p—x1)* x|

x3 2p + 1y
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Toutes réductions faites, cette équation devient

, . 3ri—a2p=o,
d’ou
z _').

Le point M, correspondant a pour abscisse les 2 du
paramétre,

La formule (1) donne

_2p,
Ji= V3
puis la formule (6)
tangh = \/g

Dans ce cas, I'angle § est égal a 60°. On peut donc
dire, puisque 'angle M, M, T, sous lequel la corde M, M,
coupe la parabole en M,, estle complément de 0, que la
corde normale détachant sur la parabole I’arc de lon-
gueur minimum rencontre la courbe sous un angle
de 30°.

En vertu de la remarque qui termine le n° 2, on voit
aussi que, dans ce cas, la droite joignant le point M,
au sommet est inclinée & 60° sur [’axe.

6. Occupons-nous enfin de ce probléme :

Trouver la corde normale qui détermine, avec la
parabole, le segment d’aire minimum.

Si T est cette aire, on a, en appelant M| M) la corde
normale infiniment voisine, qui passe (aux infiniment
petits d’ordre supérieur prés) par le centre de cour-
bure C,

dX = aireM; M, G — aire M| M, C

A (G T
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Donc, pour le segment d’aire minimum,
CA‘I, = CM:)_,
ou
I =2R.

Dés lors, la formule (8) donne

Ty =

v

ce qui montre que le point My est sur la perpendicu-
laire menée & l'axe par le foyer.

Nous retrouvons ainsi un théoréme que nous avons,
dans une précédente Note ('), obtenu par une tout

autre voie.

CORRESPONDANCE.

M. M., (Paris). — « Dans un article, qui vient de
paraitre page 215, M. d’Ocagne trouve, pour un point-
M d’une conique, un cercle osculateur qui coupe cette
courbe au méme point V que la normale en M; il
démontre alors, aprés Ossian Bonnet, que MV fait avec
les axes de la conique des angles de 45°.

On arrive a ce résultat en quelques mots et sans
calculs de la maniére suivante :

La corde MV et la tangente en M a la conique sont
¢galement inclinées sur les axes de cette courbe, et,
comme ces droites sont rectangulaires, elles font avec
ces axes des angles de 45°.

On peut ajouter que, réciproquement : lorsque la
normale d’une conique fait des angles de 45° avec les

(") V. A., 3¢ série, t. XV, p. 215.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Juin 18¢6.) 19
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axes de cette courbe, le centre de courbure correspon-
dant a son pied est le milieu de la corde interceptee
par la conique sur ceite normale. »
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 662.

(1863, p. 386.)

28 étant l’aire d’un quadrilatére sphérique inscrit; a,
b, ¢, d les c6tés; a2p le périmétre; on a

/. p——asinp—-bSi p—c . p—d

sin n sin
.S 2 2 2 2
sin — = s
2 a b c d
€OS — COS — COS — COS —
2 2 2 2
/ —a—2b —a—c —a—d
cos £ cos £ cos & cos 2
2 2 2 2
€os — = .

a b c d
COS — COS — COS — COS —
2 2 2

( GRUNERT).

SOLUTION
Par M. H. BrocAgrbD.

Il existe, comme on sait, des relations remarquables entre
les cotés a, b, ¢, d et les diagonales m, n d’'un quadrilatére
plan inscriptible. On a ainsi

. mn = ac + bd
et

m _ ad~+ be
n ab—+cd

La premiére a été découverte par Ptolémée; la seconde a
été signalée en 1831 par Ernest-Guillaume Grebe dans son
Ouvrage': De quadrilatero circulari observationes quedam.

On a étendu ces formules aux quadrilatéres sphériques in-
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scriptibles, et pour y parvenir, on a profité des propriétés des
projections stéréographiques. C'est ainsi que M. Colléte a ob-
tenu les formules

.. m . n . a . ¢ . b . d
sin — sin — = sin — sin — =+ sin —sin —,
2 2 2 2 2 2

.om . a . d . b . ¢
sin —  sin — sin — —+ sin —sin -
P 2 2 2

— b

. n . a . b .c. d
s — sin — sin — -+ sin - sin —
2 2 2 2 2

qu’il a énoncées et démontrées dans les Nouvelles Annales,
1849, p- 44o0.

La premiére de ces formules trigonométriques nous servira
dans ce qui va suivre.

Considérons sur la sphére un quadrilatére inscrit ABCD
dont les cotés AB, BG, CD, DA sont respectivement représen-
tés par a, b, ¢, d et les diagonales AC, BD par m, n. Faisons
la projection stéréographique de ceé quadrilatére en prenant
pour point de vue I'extrémité I du diamétre Aal du sommet
A. Nous aurons ainsi un quadrilatére mixtiligne abed dont les
cOLés ab, ad sont des droites et les cotés be, ed des arcs de
cercle convexes. Les points A, B, C, D étant sur une circon-
férence, il en sera de méme des quatre points a, b, ¢, d. Il est
essentiel aussi de rappeler que les angles sont conservés. Con-
sidérons a part ce quadrilatére inscriptible abcd. Prolongeons
les arcs de cercle cb, cd jusqu’a leur rencontre en g qui se fait
d’ailleurs sur la diagonale ac et joignons bd, bg, dg, cb et cd.
Menons aux ares be, cd des tangentes a leurs extrémités. On
déterminera ainsi deux points e, f. Posons

A+B+C+D— 44=28.

Nous aurons, dans I'hexagone abec/d,

A+B+e+C+f4+D=1279(6—2)=28%
par suite
2S = 49— (e + f).
Remarquons maintenant que dans les triangles isoscéles ebe
et dfc, on a

a N\ P P
2'1—e=zebc\=20gc et af— f=oadcf=1adge.
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PN
= bgd.

Par conséquent, 49— (e + f) = 2bgd; il en résulte S
N
bgd bgd
—, et cos

v

o

La question est ainsi ramenée a calculer sin

Or, dans le triangle rectiligne bgd, on a

u— —_— —2 e
bd =bg +dg —2bg.dg cosbgd.

P
Remplagant cosbgd = cosS par 1 — 2sin2—5 on en tire
2

(bd—'—dg b2 (bd +bg— n'")
4b5’ dg

S lﬁz—(bg——d,eﬁ

sin? = =
T 4bg.dg

2

Pour calculer bd, bg et dg, et avoir leurs expressions en
fonction de a, b, ¢, d, m et n, rappelons que, par suite de la

relation géométrique des deux figures, on a

..n b C
sin — cos — cos —
9 2 2
I)(‘l = ————— b = — d" = .
d s a . m o d. m
cos — sin — cos —sin —
2 P 2 2

a
C0S — COS —
2 2

On multipliera haut et bas lcs valeurs de ces trois lignes,
.om d e
respectivement par sin —, cos— et cos — pour établir I'égalité

des dénominateurs, et 'on substituera dans Pexpression de

.S . -
sin? — qui deviendra ainsi

m n a c
sin — Qlll-—- -+ CO0S — COS - — C()S—COS—)‘
2 D)

\
m n b d
> | sin —sin — - cos — cos — — (,OQ—COS e ‘
2 2,

sin? = =
D , a b
} cos--cos — cos — cos
2 2 2 2

Mais le quadrilatére étant inscriptible, on peut éliminer
A}
n s
sin — sin — en profitant de la relation énoncée au commence-
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ment de cet article. Le premier facteur deviendra ainsi

. a . ¢ . b . d a c b d
sin — sin — - sin — Sin — -+ €0S — €COS —= — COS — COS —-
2 2 2 2 2 2 2 2

a—c¢ b+d
= cos — cos
2 2

. a—c+b+4+d . b+d—a-+c
= 2sin sin
4 4
p—c . p—a

2 2

= 2sin

en posant @ + b +c +d = 2p.

On aura de méme, pour I'autre facteur, 2sin

On en conclut

. (22N
sin i sin
2

sin? — = .

@ b c d
COS — COS — COS — COS —
R 2 2 2

C. Q. F. D.

Pour établir la seconde formule énoncée, il suffit d’écrire

costS =1 —gim S — (b8~ dg)—bd_
2 2 Jbg . dg
_ (bg+dg+bd)(bg + dg — bd)
16g.dg

Mais d’aprés les développements ci-dessus, on trouve, 4 un
facteur prés,

bg + dg-t—bd:cosa:-c +cosb:d
a+b—-—c—d a+d—c—b
= 2c08 cos
2 2
:'),COSP—C—dCOSP-—c—b7
2 2
bg +dg — bd = cos & 4 cos 202

DY .

a+b+c+d a+c—b—d
CcOSs 2
> :

208 E cos !’.i.‘z.
2 2

= 2008

It
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On a donc en définitive

COS{-COSP_:_—dCOSP—c—dCOSP‘c_b

2 2

cos?

LR

a b c d
€0S = COS — COS = COS —

2 2 22
formule qui ne différe pas de la proposée, car, en vertu de la
relation 2p = @ + b + ¢ + d, on peut, sous le signe cosinus,
remplacer les angles p — ¢ —d, p—c — b, p — b — d respec-
tivement par — (p — a —b), —(p—a—4d), —(p—a—c).
€. Q. F. D.

Question 1032.

(1871, p. 335.)

Trouver trois nombres en progression géométrique tels
que chacun d’eux, augmenté d’une unité, donne un carré.
(A. MarTIN.)

SOLUTION
Par M. H. Brocaup.

Les équations du probléme sont

(1) r =a*—1,
(2) ry =b2—n,
(3) ry?=c?—
On en déduit
c? —1 — 5
a?—1 ?

P—1 . ,
doit étre un carré.
1

s c?
c’est-a-dire que -
a—

Les valeurs de ¢, a et ¥, qui vérifient cette équation, sont
faciles a trouver. Il suffit d’écrire la suite des nombres (¢2—1),
3, 8, 15, 24, 35, ..., et, au-dessous de chacun d’eux, les quo-
tients de leur division par les précédents. Les carrés qui se
trouvent parmi ces quotients ont pour valeurs 16, 36, ..., d’ou
I'on déduit y = 4, 6, .... Les diviseurs correspondants ayant
pour vdleurs a?—1, expriment les valeurs de z. Nous avons
donc un systéme de solutions des équations (1) et (2) : =3,
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¥ =14;xr=28, y=6. Or, de I'équation (2) on tire
zy =(b+1)(b—1)=1I(l+2).

Ainsi la différence entre z et y doit étre égale au moins a 2.
On en conclut que le premier groupe de valeurs ne saurait
convenir. Le second vérifie ’équation (3) comme on peut s’en
assurer, et 'on a

r = 8= 32—,

Ty = 48= 7*—1,

zry?=1288 =172 —1.

Notons en passant que le produit de ces trois nombres est
un cube : 23)3 = 483,

On peut remarquer que zy et xy? sont de méme parité
que z. Si done, par exemple, z est pair, on cn déduira

r=oa2p=a’—1i,
d’on
a=o2n-+1,
et par suite
r=4n(n—+1)=8m.

Les valeurs paircs de x sont donc toutes renfermées parmi
les multiples de 8. La question revient donc a résoudre les
trois équations

8m =a?—1,
8my = b2—1,

8my? =c?--1,

ou a chercher les multiples de 8 qui répondent au type géné-
ral 8m = a?—1, car cela a lieu pour les deux premiéres
équations, et la troisiéme peut s’écrire 8uy = c2—1.

Ces multiples ont pour valeurs

{ 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64,

32—, 52 —i, 72 —1,
(A) ) 72, 8o, 88, 96y 104, 112, 120, 128,
' 9*—1, 11z2—i,
136, 144, 152, 160, 168, 176, ..., ...,

\ 132 —1.

Comme on I'a vu plus haut, on a pour tous les nombres
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impairs, (2n +1)?—1= M8, et pour n =0,1,2,3,..., 0on a,
pour les valeurs de m, les nombres

(B) o, 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55,

DR

Ainsi les seuls multiples de 8 a considérer et qui soient les
valeurs de x sont les suivants :

(C) o, 8, 24, 48, 8o, 120, 168, ....

Il en résulte que y et y? doivent se trouver parmi les
nombres (B). Mais les valeurs de 8 my se trouvent nécessaire-
ment dans la série (A). Il faut donc chercher ceux de ces
nombres dont les carrés se trouvent dans la méme série. Cela
a lieu, par exemple, pour le nombre 6 dont le carré est 36.
Ainsi z = 8, y = 6 satisfont a ces équations.

Lorsque z est impair, zy et zy? sont impairs; a, b, ¢ sont
donc pairs. Soit donc @ =12n; on aura x =4n*—1. 7 se
trouve donc dans la série des nombres
(D) 3, 13, 35, 63, 99, 143, 195, 255, 323,

ooy

parmi lesquels doivent figurer également zy et xy?, mais ces
nombres sont tous le produit de deux nombres impairs consé-
cutifs qui ne peuvent avoir de diviseur commun. Par consé-
quent, il n’existe pas de solution dans ’hypothése de z impair.

Question 1641.

(1892, pp. 31* et 46%)

Si un cercle a pour centre un point d’une hyperbole
équilatére et passe par le symétrique de ce point par rap-
port au centre de U’hyperbole, il coupe cette courbe en
trois autres points qui sont les sommets d’un triangle
équilatéral. LEMAIRE.

SOLUTION GEOMETRIQUE ET TRANSFORMATION
Par M. MANNHEIM.
Le numéro de mars 1896 renferme une bonne vérification

analytique de ce joli théoréme, mais elle ne permet pas de voir
pourquoi il est particulier a 'hyperbole équilatére. Nous ajou-
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tons alors une solution géométrique ayant I'avantage de mon-
trer que ce théoréme existe pour cette courbe parce qu’elle
jouit de cette propriété : ses diamétres conjugués sont égale-
ment inclinés sur ses asymptotes. Cette solution n’emploie, en
effet, que cette seule propriété.
Soient m le point de I’hyperbole pris pour centre de la cir-

conférence, I le point diamétralement & m par lequel passe

cette courbe, p, g, r les points de rencontre de cette circon-
férence avec I'hyperbole. Les droites g/, gm étant deux cordes
supplémentaires, sont également inclinées sur les.asymptotes;
les angles en c et d sont alors égaux.

De méme, les angles en e et fsont égaux. L'angle def est lc
supplément de la somme des angles en f et d, et 'angle cme
est le supplément de la somme des angles en ¢ et e. Comme,
d’aprés ce qui précéde, la somme des angles en f et dest égale
a la somme des angles en c et e, il en résulte que l'angle glp
est ¢gal a Pangle gmp. Si I'on prend sur la circonférence les
arcs qui mesurent ces angles égaux, on voit que 'angle gmp
est le tiers de quatre droits. De méme pour l'angle pmr;
donc, etc.

La proposition en question, transformée par polaires réci-
proques, par rapport a la circonférence qui conduit a son
énoncé, conduit au théoréme suivant :

On donne une parabole dont le foyer est f. D’un pointc
de la directrice de cette courbe, pris comme centre, on dé-
crit un cercle qui a pour rayon la distance de c au point e
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milieu de cf. En plus de la tangente en e a la circonfé-
rence, il y a trois tangentes communes a ce cercle et a la
parabole : ces droites forment un triangle équilatéral.

La démonstration géométrique de cette propriété peut pa-
raitre plus difficile a établir que celle du théoréme proposé.
Elle est pourtant tout aussi simple, puisqu’elle n’est autre
que la transformée de la démonstration précédente. Pour
obtenir cette transformation de démonstration, on doil avoir
soin de transformer préalablement le théoréme sur lequel elle
est basée. Voici la propriété qui résulte de cette transforma-
tion :

La droite, qui joint un point ¢ de la directrice d’une
parabole a un point arbitraire m de cette courbe, et la
droite qui joint le point c au point de rencontre de la po-
laire de ce point et de la tangente en m, sont également

inclinées sur les tangentes ¢ la parabole qui sont issues
de c.

La démonstration directe de cette propriété est des plus
simples.

Question 1674.

(189%, p. 4*.)

On considére tous les cercles tangents en un méme point
@ une conique donnée. Licu du pdle de la seconde corde
d’intersection du cercle et de la conique par rapport ¢ la
conique. (ANDRE CAZAMIAN.)

SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. MANNHEIM.

Quel que soit le cercle, on sait que cette seconde corde a
toujours méme direction. Donc son pole est sur le diamétre
conjugué a cette direction.

SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.

Prenons pour axe des z la tangente, et pour axe des y la
normale au point donné de la conique donnée. L’équation de
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la conique peut donc s’écrire
(1) Az?+92Bry +Cy2+2Ey =o.

L’équation d’un cercle tangent & la conique a I'origine est
(2) 2+ y2—2ky =o.

Multiplions 1’équation (2) par A, et retranchons-la de (1),
on trouve

y[2Bz+(C—A)yy+2(E+Ak)] =o0.

Cette derniére équation représente donc deux droites pas-
sant parle point d’intersection de la conique (1) et du cercle (2).
I’une des droites est 'axe des z.

La seconde corde d’intersection a donc pour équation

(3) 2Bz +(C—A)y +2(E+ Ak)=o0.

La polaive d’un point («, ) par rapport a la conique (1) a
pour équation

(%) (Ae+BB)z+(Ba+CB+E)y +Ef =o.
Identifiant (3) et (4), on obtient

Aa+Bf _Ba+CB+E EB
2B C—A T U2(E+Ak)

On aura le lieu du point (a, B) en éliminant 4 entre ces deux
derniéres équations.

Or, les deux premiers rapports étant indépendants de k,
Pélimination se trouve toute faite. Le lieu est donc la droite
ayant pour équation

(5)  a[A(A—C)~+2B2]+B(A+ C)B+2EB=o.

Si A 4+ C = o, c’est-a-dire si la conique donnée est une hy-
perbole équilatére, I'équation (5) devient

EB

R TSy T

C’est une droite paralléle a Paxe des y.
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Question 1701.

(1895, p. 38°. )

Le lieu géométrique des points milieuxr des cordes d’un
limagon de Pascal, qui sont vues du point double réel sous
un angle droit, est une circonférence. (A. Droz.)

SOLUTION
Par M. E.-N. BaARISIEN.

Considérons I'équation polaire du limacon de Pascal
r=a-+ bcosh.

Soit OA un rayon vecteur passant par le point double O.

Alors
OA = a + b cosh.

e rayon vecteur perpendiculaire OB a pour expression
OB =a — bsinb.

De sorte que les coordonnées (1)), (x3)2) des points A
et B sont

{ x1=(a =+ bcosh)cosh, ry=—(a — bsinbh) sinb,
?y,:(a+bcosﬁ)sin 0, y2= (a—bsinf)cosH.

Les coordonnées du milieu de AB sont, par suite,

2X = x4+ 23 = a(cos —sinf) 4+ b,

2Y =¥+ y,=a(cosh +sin0),
ou
2X — b = a(cosb —sinb),

2Y = a(cosf + sinh).

klevons au carré et ajoutons ces deux équations; on trouve
immédiatement que le lieu du milieu de AB est le cercle qui a

pour éguation
(2X —0)12+ {Y2=2a2,
»
Autre solution de M. A. DaRrbiEs.
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Question 1702.

(1895, p. 38%.)

Soient AB et A'B' deux diamétres d’une hyperbole équi-
latére et C un point quelconque de cette derniére : les
deur triangles AA'C et BB'C sont orthocentrigues.

(A. Droz.)
SOLUTION
par M. E.-N. BARIsiEN.

Cette propriété est la conséquence de la suivante, bien con-
nue :

L’orthocentre de tout triangle inscrit dans une hyper-
bole équilatére est situé sur cette courbe.

Or, la hauteur du triangle CAA’ issue de C se confond avec
la hauteur du triangle CBB’ issue de C, puisque AA' et BB’
sont paralléles.

Le point H, orthocentre commun aux deux triangles, est
donc situé au second point d’intersection de la hauteur com-
mune aux deux triangles avec I’hyperbole.

Autre solution de M. A. DARDES.

QUESTIONS.

1731. Soient n et k< n deux nombres entiers positifs et po-
n

k

=E(%>+9/”

058, <1.

sons, en désignant par E< )le plus grand nombre qui ne

n
surpasse pas 5-»

k

™

€en sorte que

Démontrer que I'expression

Vi—81)(1 —8,)(1—83)...(1— 8,),
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converge vers une limite déterminée pour n = =, limite qu'on
peut exprimer par le produit infini

et dont la valeur numérique est
0,4545101352. . ..

1732. Etant donné un triangle ABC, rectangle en A ; sur les
trois cotés BC =a, CA = b, AB = ¢, pris comme diamétres,
on décrit les circonférences ma, =b, wec. Les trois demi-circon-
férences supérieures comprennent entre elles deux lunules, que
nous désignons par / et '; les trois demi-circonférences infé-
rieures forment entre elles un triangle curviligne et un seg-
ment biconvexe, que nous représentons par / et s.

Prouver que :

1° La somme / + /' des deux lunules est équivalente a la sur-
face $bc du triangle rectangle (théoréme connu d'Hippocrate
de Chio);

2° La différence ¢ — s entre le triangle curviligne et le seg-
ment biconvexe est aussi équivalente 4 la méme surface 3oc;

3° Les centres de gravité des deux surfaces { + ', t — s sont
situés sur la perpendiculaire élevée par le milieu de 'hypo-
ténuse a, symétriquement placés par rapport a cette droite,
et 4 une distance d’elle égale au huitiéme ima de la circonfé-
rence décrite sur I'’hypoténuse comme diamétre.

(G. DosToR.)

ERRATA.

3 série, t, XII, 1893, Table spéciale des Exercices. Les questions
1569 et 1659 sont indiquées comme résolues toutes deux a la page53°.
Or la question 1569 figure seule a cette page, et la question 1659 n’a
été proposée qu’en 18g4%, page 1°.

3¢ série, t. XV, 1896, p. 96, ligne g en remontant, au lieu de <,
lises 2.

Page 151, ligne 16 en remontant, au lieu de f(v), lisez f(o0).

Page 1gy, remplaces les signes + par <.
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[I125Db] SUR LES NOMBRES PARFAITS;
Par M. C. BOURLET,

Professeur au lycée Henri IV.

Jai fait le présent Travail sans connaitre les travaux
(ui ont paru sur ce sujet; je savais, seulement, qu’on
avait démontré (ue tous les nombres parfaits pairs
dtaient compris dans la formule

2)1(.2u+1 — l).

C’est en cherchant a retrouver ce résultat, que j’ai é1é
amené a faire cette petite étude.

Vérifications failes, j'avais retrouvé presque toutes
les propriétés connues des nombres parfaits. De plus,
jétais amené A augmenter les restrictions dans la re-
cherche des nombres parfaits impairs. Mes démonstra-
tions sont nouvelles, a ce que je crois du moins, et,
comme cette éiude a été faite d’'un seul jet, il y a une
certaine unité d’exposition qu’on n’obtient pas lorsqu’on
rapproche les démonstrations connues jusqu’a ce jour.
Pour ces raisouns, j'ai pensé qu’il pouvait éire intéressant
de publier cette Note.

Comme le dit Edouard Lucas, « 1’étude des nombres
parfaits semble archaique, mais il ne faut pas oublier
quelle a donué naissance aux travaux de Fermat sur
I'Arithmétique supérieure ». Un sujet qui a passionné
des mathématiciens comme Euclide, Fermat, Descartes,
Frenicle, le P. Mersenne et bien d’autres, peut mériter
encore quelque attention, ne serait-ce qu’au point de vue
historique.

Ann. de Mathemat., 3¢ série, L. XV. (Juillet s8¢6.) 20



( 298 )

1. On appelle nombre parfait un nombre égal a la
somme de ses partics aliquotes (c’est-a-dire de ses divi-
seurs plus petits que lui). Un nombre est dit abondant
(redundans) ou déficient (deficiens) suivant qu’il est
plus petit ou plus grand que la somme de ses parties
aliquotes.

Dans la suite, nous désignerons toujours par ¢(n) la
somme des diviseurs du nombre 2 (y compris lui-méme).
On a donc

a2n = s(n) pour un nombre parfait,
an < s(n) » abondant,

2n > a(n) » déficient.

2. Je rappellerai d’abord quelques propriéiés de la
somme s(n).
1° Si n, décomposé en facteurs premicrs, cst égal a
a*bBcY..., on a
ax+l—y h3+t—1 oY+l —1

s(n)= a—1 bH—1 c—1 7

2° petgétant deux nombres premiers entre cux, on a
s(pgy=s3(p)s(q).

3° a, b, c, ... étant les facteurs premiers distinets

du nombre 7z, on a

>t~ (=) (=) (o 8)

La premicre inégalité est évidente, car on a évidem-

ment
s(n) > n.

Pour prouver la seconde, écrivons

1 1 I
a—— b — —c— —

’ ) . «* b3 cY
o(n)=ar*bdec ;
() a—1 b-1 c—1’
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on en conclut, sans conteste,

a b c
a—1 b—1 c—1

o (=2) (=) -3

3. Ces propriétés rappelées, nous établirons, d’abord,
quelques propositions générales surles nombres parfaits,
abondants ct déficients.

a(n) <n——m

ceey

d’ou

Tutorive I. — Un nombre est abondant, parfait
ou déficient suivant que la somme des inverses de ses
diviseurs est plus grande que 2, égale a 2, ou plus
petite que 2.

Soit, ¢n eflet, 7 un nombre et soient
1, dy, dyy .., di—s, dp—y, n

les diviseurs rangés par ordre de grandeur croissante.
On a, comme on sait,

d| d/;—l:: n, d?‘d/‘-_zz n,
on a donc
s(n) 1 dy d, L di—y | dimy

= = e L e e T
n n n n n n

ce qui s’écrit, a cause des relations précédentes,
1 1 1 1

s(n) 1 | X o -+ L1
T adn T T i

g
Or ( (1) st plus grand que 2, égal & 2 ou plus petit que 2
suivant que le nombre 7 est abondant, parfait, ou défi-

cient.

Tutoreme . — Zout nombre divisible par un
nombre qui n’est pas déficient est abondant.
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Supposons, cn effet, que le nombre n admette comme
diviseur un nombre p, abondant ou parfait. Soient 1,
~ ~ ~ - - b 1
Oy, G2y + - -5 O4_1y p les diviseurs de p. On aura, d’aprés
lIe théoréme I,

[e3 1 I 1 I T
-(-P—)=—+T+r+...+-—+—;z.
P I 9 02 h—1 P

o2

Or n2, admettant p pour diviseur, admet tous les diviseurs
de p. La somme desinverses des diviseurs de n est donc
plus grande que la somme des inverses des diviscurs
de p, puisqu’clle est égale a cette somme augmentée de
la somme des inverses des diviseurs de 22 qui ne divisent
pas p-
On a donc
s(n s(p)
—.,;“) = —(,I‘)‘

ct, par suite, certainement

s(n)
n

> 2.

Cororraires. — Un nombre parfait ne peut pas
étre divisible par un nombre parfait, awre que lui-

meéeme.
Un nombre parfait ne peut admetire que des diyi-
seurs d(fﬁcients aulres que lut-inéme.

Turorkve II. — a, b, ¢, ... étant les facteurs
premiers distincts d’un nombre n quin’est pas défi-

(=2)(=3) (8<%

Car, si le nombre n est abondant ou parfait, on a

cient, on a

Al
no_

s(n)~

N |-



donc

Arrrication. — Ce théoréme limite la recherche des
nombres parfaits ou abondants ayant un nombre donné
de facteurs premiers distincts.

D’abord, si I'un des facteurs premiers est égal a 2
I'inégalité précédente a toujours lieu. Ceci nous conduira
donce, d’abord, a chercher les nombres abondants ct
parfaits qui sont pairs.

Mais, si aucun facteur premier n’est égal a 2, il n’y
aura qu’'un nombre limité de combinaisons d’'un nombre
donné de facteurs premiers satisfaisant a l'inégalité.
Ainsi :

1° Parmi les nombres de la forme a®b8iln’y a que
les nombres pairs qui puissent étre parfaits ou abon-
dants, car I'inégalité

(=2)(~3)<+

n’étant pas vérifiée poura = 3, b = 5, n’est, a fortiori,
vérifiée pour aucun couple de nombres premiers a, b im-
pairs, puisque, quand on augmente a ou b, I'expression

<1 —_ é) (1 —_ %) augmente.

2° Parmi les nombres impairs de la forme a*bfcY
iln’y a que ceux qui admettent I’un des trois groupes
sutvants de facteurs premiers

3, 5% 7
3, 5, 11,
3, 5, 13,

qui puissent étre parfaits ou abondants.
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En effet, a, b, ¢ doivent vérifier I'inégalité

(=2 =) (-2) <k

Comme on a

il faut, nécessairement, qu'un des facteurs soit plus
petit que 5, done égal a 3. Soit a = 3; on aura, pour b

et e,
2l (=) <!
3 b ¢) S
/ 1 1\ 3
| (=) (=23
Or on a

PRI

(IR
= >
i1

L’un des facteurs b ou ¢ doit donc étre plus petit

que 11, done égal & 5 ou 7. Soit b =35, on devra avoir

4< 1y 3
. l——)'\77
4 C 4

¢ <10,

ce qui donne

et ¢ ne peut prendre que les valeurs 7, 11 ou 13.
Si I'on prenait b =7, on trouverait qu’on doit avoir

¢ << 8, ce qui donnerait ¢=73 et 'on retrouverait la
combinaison 3, 5, 7.

3° Si, en suivant la méme marche, on cherchait a
déterminer toutes les combinaisons de 4 nombres pre-
miers impairs a, b, ¢, d, ... vérifiant I'inégalité

1 1 1 1 1
I— = (1—-— (1—— 1— 5 -
(=2)(=3) (=) (-2) <z
on trouverait un nombre limité mais considérable de
combinaisons possibles. Il en serait de méme si l'on
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prenait un nombre plus grand de facteurs premiers
distincts.

4. Tutorime 1V. — Tout nombre de la forme a2,
a étant premier, est déficient.

On a, en effet,

at+l
gla*) = ———
( ) a —1
¢t Pon a, évidemment,
s+
2% > ——n
a—1

ou
2a%+1—oa%> a*tt — 1,
ou encore
a%+l > oq%— |.

Car, a étant un nombre premier,

Y

azo,

donc
a*+ Zoa%,
ct, par suite,
a*+l > paq%t—j.
Cororratre. — Il n'y a pas de nombre parfait n’ad-
mettant gu’'un facteur premier.

Tutorkme V. — Tous les nonmbres parfaits ou abon-
dants de la forme a*bB sont pairs et, de plus :
1° Ceux qui sont parfaits sont de la forme

Zn(2n+1 — 1)’

2"+ — 1 étant premier absolu;
2° Ceux qui sont abondants sont de la forme

2% a*,

a étant premier absolu et au plus égal a 2"+ — 1.
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La premiére partie de cette proposition résulte d’une
Remarque faite plus haut (3, App.).
Nous n’avons donc qu’a rechercher les nombres par-
faits ou abondants de la forme
2" a%.
Or
ar+1—
g(2na?) = n+1__ g SN
( )={(2 )
et, pour que le nombre ne soit pas déficient, il faut

avoir
aX+t — 1
an+lgx = (gn+t—y
ou

Q¥+l — gn+lgi . on+l [ Zo.
Considérons, maintenant, le polynome entier
— | R— 1 (9 1__
?(x)_x1+ onH+1 g% (gn+ 1).
Remarquons que ce polynome, n’ayant que 2 varia-
tions, ne peut avoir au plus que 2 racines positives. Or,
ces 2 racines existent et sont faciles a séparer. L'unede
ces racines est d’abord, évidemment, x = 1, puisque
o (1) =o.
L’autre est comprise entre 27— et 2%,
Oun a, en cffet,

9(2114—1__,[) :_(zll+l_])d+(2ll+l J— [)
=— (2n+1— l)[(‘l"""-—-— ]\)'1~1__|]‘

La quantité entre crochets est positive; sauf dans le
cas out « =1, ou ell¢ est nulle. On a donc

. ¢(2n+1—1)Zo.
D’ailleurs,
?(-;‘n-H) = 2n+l—1>o0.

On en conclut que I'équation
>

e(r)=o0
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a une racine positive x' telle que
on+1 g §.Z"< gn+1

Puisque ©(x) ne s’annule que pour les deux valeurs
1 et x’, il en résulte que :
1° Le nombre 2”a% ne peut étre parfait que si I'on a

’

a=ux,

et, comme a est un nombre entier et premier, ceci ne
peut arriver que si

x' = on+l et a=1.

Les seuls nombres parfaits, admettant 2 facteurs pre-
miers distincts, sont donc de la forme

on (2n+1 - |)7

ou (2"*' —1) est premier absolu.
2° Le nombre 2"a* ne peut éire abondant que si

a<lx.

Comme a est un nombre entier ceci ne peut arriver

que si
aZ vt —

Tueorive VI. — Tous les nombres parfaits pairs
sont compris dans la _formule

.2n(2n+l —_ l),
ol (2" —1) est premier absolu.

Soit, en effet, 2B un nombre pair, B élant un
nombre impair premier ounon.

2" et B étant premiers entre eux, on a (2, 2°)

a(2"B)=q(27)s(B) = (20+t —1)a(B).
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Pour que le nombre 2B soit parfait, il faut done

avolr
B = (or+l —1)5(B).

De cette égalité on conclut d’abord que 27+ —1 doit
étre premier. Car si 2%t — 1 admettait un diviseur
premier a, plus petit que lui, ce diviseur diviserait B
(car il me peut diviser 27T qui est premier, avec
20Ft — ). Le nombre 27B admettrait, alors, le divi-
seur 2”a, qui est abondant, d’aprés le théoréme V, et
2" B serait lui-méme abondant, d’aprés le théoréme 1.
(2" —1), élant premier, divise B. Le nombre 27B
admet, alors, le diviscur 2% (2% — 1) qui est parfait,
d’apres le théoréme V. Par suite, le nombre 2B est
égal a son divisear 27 (27%' —1), car, d’aprés le théo-
réme 11 et son corollaire, un nombre parfait ne peut
admettre d’autre diviseur parfait que lui-méme.

5. Resumt. — De ce qui précede il résulte que la
formule
.)'n(.ln%-l - 1)_

ol (277 —1) est premier, comprend tous les nombres
parfaits pairs et tous ceux qui admettent moins de
trois facteurs premiers distincts.

5’1l existe donc des mombres parfaits non compris
dans cctie formule, ces nombres sont, nécessairement,
impairs ¢t admettent au moins trois facteurs premiers
distincts.

Jusqu'ici, on n’a pas trouvé d’exemple de nombre
parfait impair. Nous allons encore montrer qu'il ne
peut pas exister de nombre parfait de la forme

- a%bBcy.
A

Il faudra donc chercher les nombres parfaits impairs,
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s'il en existe, parmi les nombres admetlant au moins

quatre facteurs premiers distinets ().

6. Tucoriwr VII. — Zous les nombres parfaits im-
yairs, s'il en existe, sont de la forme
] > ’

(§& 4+ 1)e+1A2,

ot 4k + v désigne un nombre premier et A un nombre
non divisible par 4k -1 (?).

Soit, en effet, a*bBev ... un nombre parfait impair,
on devra avoir

2a*bBeY... =a(a*)x o(bd) < a(c¥) x<...}

le premier membre étant simplement pair, un seul des
facteurs s(a*), s(bB), ... doit éire pair. Supposons que

ce soit le premicr, on devra avoir
s(a*) =1+ a -+ a~+...—+ a*= mult. de 2;
a élant impair, ceci néeessite d’abord que « soit impair

o =2a 1,
et on aura
g(a*)=(a +1)(a** 4+ @22 ~24, .- @?=+1).
Mais, s(a*) devant ¢tre simplement pair, a + 1 doit
¢ire simplement pair et le second facteur impair, ce qui
entraine

a=4k-+r, a'= o2, A= 4y 1.

D’ailleurs, tous les autres facteurs s(88), o(c7), ...

(*) Cette proposition se trouve énoncée comme exemple (n° 229,
Exemple VII) dans la Théorie des nombres d’Epovarp Lucas.

() Celte proposition a été énoncée par LioNNET dans les Nouvelles
Annales de Matheématiques (1879, p. 306) et démontrée par Lucas
dans sa Theorie des nombres (L. 1).
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doivent éire impairs, ce qui nécessite que les exposants
B,v, ... soient pairs. Le produit 6B ¢Y ... est donc un
carré parfait A2 et le nombre est de la forme annoncée.

Remarque. — 1l résulte de la que si un nombre par-
fait impair admet un facteur premier qui n’est pas de
la forme 4k + 1, exposant de ce facteur est nécessai-
rement pair.

Tutorime VIII. -— Il n’existe aucun nombre parfait
de la forme a* 1B cY, a, b, ¢ étant premiers.

D’apres la remarque faite au n° 3 (Application), il ne
peut y avoir que les nombres admettant 'un des trois
groupes

5» /)
3, 5, 11,
3, 5, 13

comme facteurs premiers, qui puissent étre parfaits.

1° Prenons le groupe 3, 5, ». Nous remarquerons,
d’abord, que le nombre 33>< 5>< 7 est abondant (*).
11 suffit de le vérifier. Si donc un nombre parfait admet
les diviseurs 3, 5 et 7, il contient le facteur 3 & un ex-
posant inférieur & 3; car, sans cela, il serait divisible
par le nombre abondant 33 %< 5>< 7 et serait abondant.

D’ailleurs, d’aprés la remarque précédente, il devrait
contenir 3 4 une puissance paire et, par suite, con-

(*) Je releve, en passant, une faute d’impression dans ta Théorie
des nombres d’Epovarp Lucas : on trouve dans le tome I, p. 380,
I'exemple V qui propose de démontrer que

3D X 79

est le plus petit des nombres abondants impairs.
11 faut) évidemment, lire

3D X T
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tiendrait 3 a la puissance 2. Mais, alors, il serait divi-
sible par
5(32) =13,

ce qui n’est pas possible, s’il n’a que les trois facteurs
3,3 et

Ceci nous prouve, en passant, qu'il ne peut exister
aucun nombre parfait admettant  la fois les facteurs
premiers 3,5 et 7. Car, d’aprés ce qui précéde, cenombre
admettrait encore le facteur 13, par suite, scrait divi-
sible par

325 X7 x13,

qui est un nombre abondant, comme il est facile de le
vérilier.

2° Considérons le groupe 3, 5, r1. Nous remarque-
rons encore que le nombre 33>< 52>< 11 est abondant.
On voit d’abord qu’un nombre parfait, admettant seu-
lement les facteurs 3, 5 et 11, ne peat admettre le fac-
teur 5 a une puissance supéricure a 2; car, alors, il
devrait admettre le facteur 3 a la puissance 2 (pour ne
pas étre divisible par le nombre abondant 33 >< 52 ><11)
et serait divisible par #(32) = 13.

Le nombre cherché, s’il existe, ne peat done étre que

de la forme
5> 3221128 (en vertu du th. VII)

ct I'on devrail avoir I'égalité
22> 523 32%~1 5 1128 = (32%+1 —y) (112B+1— ).

Or, cette égalité est impossible; car, le premier
membre étant divisible par 3, il faudrait que (1 128+ —7)
soit divisible par 3. Ceci n’est pas, car la plus petite
puissance de 11, qui donne 1 pour reste de division par
3, est 112 et, par suite, d’aprés la loi de périodicité

) s I ) I

L .. . ,
des restes des divisions des puissances d’'un nombre par
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un diviseur premier avec lui, il u'y a que des puissances
paires de 11 qui donnent 1 pour reste de division par 3.
3° Prenons, enfin, le dernier groupe 3, 5, 13. I)’abord,
d’aprés la remarque qui snit le théoréme VII, 3 devra
figurcr avec un exposant pair. Le nombre parfait, s'il
existe, est done de la forme

322 5¢ 5B < 137,
ct 'on devrait avoir I'égalité
26> 3221 3¢ 58 5 137 = (3201 — )(5B+1— 1) (13v+1—1).

5 ne peut pas diviser le facteur (3297 — 1), carla plus
petite puissance de 3, qui donne 1 pour reste de divi-
sion par 5, est 3%; une puissance impaire de 3 ne peut
donc donner 1 pour reste de division par 5. Le facteur 3,
qui figure daus le premicr membre, devrait done di-
viser (13¥T1 —1). Or, la plus petite puissance de 13, qui
donne 1 pour reste de division par 3, est 13%. Le second
membre de Pégalité devrait ¢tre divisible par

1I3F—1=2" XX 5 X 3> 7 X117,

ce qui est impossible, puisque les facteurs 7 et 17 ne fi-
gurent pas dans le premicr membre.

Ceci nous montre, en passant, qu'un nombre parfait,
qui admet les facteurs 3 et 5, ne peut admettre le
Jacteur 13 @& une puissance impaire; car, sans ccla, il
admettrait le facteur 7 qui divise 132 — 1 et, par suite,
admeltrait, 4 la fois, les facteurs 3, 3 et 7, ce qui n’est

pas possible.

7. Larecherche des nombres parfaits impairs est donc
circonscrite a celle des nombres impairs admettant, au
. \] . . - ~
moins, quatre facteurs premiers distincts. Cette re-
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cherche peut encore étre restreinte, lorsqu’on connait
des nombres abondants.
Ainsi, nous avons déja vu qu’un nombre parfait ne
peut admettre @ la fois les facteurs premiers 3, 5 et 7.
En remarquant que les nombres :

323 5 X 1113,
32X 5 XI11x17,
3255 X112 19?

sont abondants; on en conclut, immédiatement, qu’un
nombre parfait impair ne peut admetire a la fois les
Jacteurs

3. 9, 11, 13
ou

3, 5, 11, 17
ou encore

3, 5, 11, 19

Le nombre
17 X< 52 < 32 <132

étant abondant, et un nombre })arf:lit ne pouvant ad-
mettre le facteur 13 (qu'i une puissance paire, un
nombre parfait ne peut admettre les facteurs 5, 3, 13
et 17, sans que 5 soit a la puissance 1 ¢t 17 & une
puissance paire.

On pourrait multiplier les exemples de cette nature.

De ce qui précede, il résulte, évidemment, que tout
nombre parfait impair cst certaincment plus grand que
le nombre

5 32132172 =12197815;

on voit, par suite, que, s’il existe des nombres parfaits
impairs, ces nombres sont trés grands.
On peut assurer que, dans les deux premiers miflions
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de nombres enticers, il v’y a pas d’autres nombres par-
faits que les nombres pairs.

Ceci suffit & montrer la difficulté qu’il peut y avoir &
trouver des nombres parfaits impairs, s’'il en existe.

[M23f]

THEOREME SUR LA DETERMINATION D'UNE SURFACE
DU TROISIEME ORDRE GENERALE PAR SA HESSIENNE;

Parn M. F. DUMONT (1),

Professeur au lycée d’Annecy.

C’est un théoréme bien connu qu’une courbe plane du
wroisieme ordre donudée est la courbe hessienne de trois
cubiques du méme plan.

La hessienne d’une surface cubique est du quatriéme
ordre, elle w’est pas générale de son degré puisqu’elle
posséde 10 points doubles, sommets d’un pentaédre. La
question analogue a se poser pour I'espace 4 3 dimen-
sions est donc la suivante : Une surface du quatriéme
ordre a 10 poiuts doubles, sommets d’un pentaédre étant
donuée, peut-elle étre la hessienne d’une surface ou de
plusicurs surfaces du troisiéme ordre?

La réponse est fournie par le théoréme suivant :

Tntorime. — Une surface du troisiéme ordre est

(') L’auteur de cette Note profite de 'occasion qui se présente &
lui pour reconnaitre que les théorémes relatifs aux polygones tracés
sur les surfaces du troisiéme ordre, théorémes qu’il a donné dans
une théorie élémentaire de ces surfaces, ont déja été publiés en 1883
par M. Rudolf Sturm, dans un petit Mémoire paru dans les Mathe-
matische Annalen, lequel ne lui a été communiqué que récemment.
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déterminée sans ambiguité quand on donne une sur-
face du quatriéme ordre & 10 points doubles, sommets
d’un pentaédre pour sa lessienne.

Soit la surface
A3+ Agaa y3 4. .43 A 22y ...+ 6Ao st =0

(les indices 1, 2, 3, 4 sc rapportent respectivement a
X, ¥, zett).

L’équation de la quadrique polaire de x,, y,, 54, ¢,
est

2 A 22+ Apaa p2 4+ oo 2 A 102y . Lo+ 2 A3, 50
V1A @2+ Agge y2 ..+ 2 A5y . 2 A5, 58]
4+ 3y [Asp1 @2+ Agga 2+ .. 2402y ...+ 2 A3, 52]
+ (A1 @24+ Ape 2+ o+ 2A410@y ...+ 20,50 =0,

ou 'on suppose Ajjxr = Auj=Apij=....

L’équation du plan polaire de xy, ¥y, 5, #; sobtient
en permutant dans la précédente les coordonnées cou-
rantes x, ¥, 2, t et celles du point xy, yy, 7y, ¢,.

On sait que chaque point double A de la hessienne a
pour quadrique polaire un systeme de 2 plans ayant
pour axe celle des 10 arétes du pentaédre qui n’est dans
aucune des 3 faces du pentaédre passant par A et for-
mant, avec les deux faces du pentaédre qui passent par
cette aréte, un faisceau harmonique.

Par suite le plan polaire de A, qui est aussi le plan
plan polaire par rapport a cctte quadrique dégénérée,
passe par cette méme arcte.

Cherchons la forme que prendra I’équation de la sur-
face, si les 4 sommets du tétraédre de référence, ainsi
que les 6 intersections de ses arétes avec le plan

V=lhize+bLy+Ls+1l,t=o,
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Juillet 18¢6.) 21
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sont les 10 points de la hessienne, c’est-a-dire les 10
points satisfaisant 4 la condition que leur plan polaire
passe par D'aréte qui leur est opposée dans le pentaédre
(X=0,Y=0,Z=0,T=0,V=0).
Supposons que O, A, B, C, L, M, N, P, Q, R dé-

ﬁ/ =

\\/

M

signent respectivement les sommelts

X=Y=Z=o, Y=Z=T=o,
X=Z=T=o, X=Y=T=o,
Y=Z=V=0, X=Z=V-:O, X:Y:V:O,
X=T=V=o, Y=T=V=o, 72=T=V=o.

Nous avons :
Conditions pour que le plan polaire : 1° De O passe
par PQR:
Aus _ Awt _ Asu
ll ]2 13 ’

2° De A passc par MPN :

) Ases Agas Ates
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4° De C passe par MLR :
Az _ Az Aggg,

I, T, l ’

° De L passe par BPC :

[S24

Agi1 U+ Mg 2 —2A40, 01 Iy = o,

Agii i+ Ag 3 —2A45. 0l =0,
6° De M passe par CQA :

A G+ A3 —2A 00, b 0, =o,
Agoa(}+ Agu (3 — 2A03, 00, = 0}

7° De N passe par BAR :

Aossl] + Aguuli— 2A93. 030, = o,
A‘33[;‘E -+ Ajgglg—— 2A13bl314= 0,

8> De P passe par OAL :

Apool+ Ayssl3—2A13lbl5=o0,
Aveald+ Az li —2A03. 013 =0;

9° De Q passe par OBM :
Ao11 3+ Asgsli — 2A1030 3=,
A1 B3+ Aygsl}—2A45. L1 s =o0;

10° De R passe par ONC :
Ag11 03+ Agpelf — 2A 40301 1= 0,
A_r,“lg -+ A3221¥— ‘ZAjgg ll l2 = 0.

On déduit aisément de ce Tableau, le suivant

( l l 12
‘ Agge= Tzszs, Agp1= 'l—‘Aus, Ajpe= l—Aua,
) 3 3 1
L

] l ! l
Apzz= —3-A,,3, Az = [—:'Atzs, Agzz= 'I—?Anz,



l l
1 2
s Al??“‘_— —"\1241 A?H: 7 Al?h A422: —'\lﬂy

l 4 l,

( A= l—‘AlzLy Avii= 7 A, Aoy = + Ao,
2 lg [1
l { l

Ay = 7‘;Am, Aui= A, Aw= g A,
12 { l.

Az = rina'u Ag = I—:Al?)'+3 Az = [—:Am'.y
12 l 1,

‘ Aoy = 72' A, Ag= fAzz'u Agae = [—' Ao,
) 3 3 A
l l l.

( Aps= 'iAM'w Az = T:A'ZCN' Aagy = i Aggi.

En égalant les deux valeurs de Ay, de ce Tableau
puis les deux de Ay, les deux de Auyy, on ales condi-

tions
A?SL ll = A341 l2 S A’:lﬂl.') = A1‘28 lb'

Soit A la valeur commune des quatre membures.
En transportant les valeurs

N

A A \
Aoz = —IT’ Asu‘—‘ 72" Aue= E, Aoy = T

dans les équations précédentes, on déduit

] l I, .
Ay = [-,;y A, Az = —12—; A, A = NN A,
Iy by _
Agzz = AR Ay Aype = 71 /s As A = Ell )\
[,‘ _ ll R _ lg <
Aguy = A Asy = L1, A Asza = 1,1 "
AHI: _{l_)\. A,’ﬁ: lz ~ 13 N

A, Apzz = —5
00, A
Posons, pour éviter les dénominateurs, A =1{, 11,1, p.
I’équation générale de la surface devient

Avpad - Aggs 3+ Aggy 33+ Ay 88
+ u[38 haty + 30 Lotz +. .+ 00 L Lays+. ...
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Or, en posant A;;; = 2,4+ [} i, elle prend la forme
@3+ Ao y3+ a3+ 83+ p(hhze+ Ly + Lz + Lt =o.
La hessienne de cette surface est, si

v=lbr+lLy+ s+t

2

1 i 3 3 2
—Zyst+ — Y3l + =230+ -yl + —xTYy39 = 0.
* 24 ) a3 @

L’équation d’une surface du quatriéme ordre, ayant
10 points doubles en O, A, B, C,L, M, N, P, Q, R, est

de la forme
Azyst+Bystv+ Castv +~ Dayte + Exyse =o.

Si l'on identifie les deux équations, on a les conditions

A ZA ZA I2A
“@= g = —E =t f= b

qui montrent que A, B, G, D, E étant donnés, on a pour
les rapports de 4 des quantités a, a2y, o3, a4, 1 a la
cinquiéme des valeurs déterminées, ce qui démontre le

théoréme.

Il est bon de remarquer que la donnée des 10 points
doubles de la hessienne, scule, n’équivaut qu’a 15 con-
. . . o [ B o oy,
ditions simples car les rapports =, =2, =2, = pestent alors
AT
indéterminés. Si 'on donnait 10 points quelconques
avec la condition que leurs plans polaires passent res-
pectivement par 10 droites quelconques, on obtiendrait
un systéme de 10 >< 2 = 20 équalions linéaires par rap-
port aux coefficients de I’équation de la surface générale
du troisiéme ordre, ¢’est-a-dire que ’on aurait une équa-
b
tion de trop en général.
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[M:8b]

SUR LA REPRESENTATION DE LA SURFACE CUBIQUE GENERALE
SUR UN PLAN;

Par M. F. DUMONT,

Professeur au lycée d’Annecy.

Les divers modes de représentation (1, 1) d’'une sur-
face sur un plan ont, en général, une assez grande im-
portance, chacun d’cux pouvant devenir, par une trans-
position convenable des propriétés des lignes du plan
représentatif, la source d’'un grand nombre de proposi-
tions relatives a la surface représentée.

Pour les surfaces cubiques, les deux plus connus
sont :

1° Celui dans lequel, la surface éiant supposée en-
gendrée a I'aide de trois gerbes de plans deux a deux
homographiques, on rapporte corrélativement chacune
d’elles a4 un systéme plan, de telle sorte qu’a trois plans
homologues P, P,, Py des trois gerbes, corresponde un
méme point du plan. Ce point correspond alors 4 un
point unique de la surface, savoir (P,, P,, P;) et réci-
proquement. (voir Reve, Géomeéirie de position, trad.
Chemin, p. 208 et suiv.).

2° Celui dans lequel les points correspondants de la
surface cubique S et du plan P sont donnés par les in-
tersections de la surface et du plan avec une droite mo-
bile / assujettie a4 s’appuyer sur deux droites d, d’ de
la surface, ne se coupant pas (voir Samon, Géo-
meétrie a trois dimensions (trad. Chemin), 3¢ Partie,
p. 133).

-~ Y .
En traduisant ces deux modes par des formules, on
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s'assure aisément que, si x, y, z, t désignent les coor-
données d'un point de la surface, X, Y, Z les coordon-
nées homogeénes du point correspondant du plan, les
formules

x Z
<'> P-4~ K
ou P, Q, R, S représentent des fonctions homogénes en
X, Y, Z, sont du troisiéme degré dans le premier cas,
du quatriéme dans le second.

Pour que les formules (1), P, Q, R, S étant du qua-
triéme degré, traduisent une représentation (1, 1) de la
surface générale du troisiéme ordre, il faut que les
courbes P=o0, Q=0, R=o0, S=o0, aient treize
points fixes en commun, afin que les deux courbes

aP+ BQ+ yR + 3S =o,
aP+8Q++vR+8S=o0

n’aient plus que trois points d’intersection variables,
lesquels représenteront alors les trois poiuts d’intersec-
tion de la surface avec la droite

{ a2+ By + 5+ ot =o,
| #z+ fy+ys+8t=o.

11 faut de plus que les courbes aP + 2Q +yR +8S =o
soient du genre 1 afin de pouvoir représenter les sec-
tions planes de la surface, qui sont des cubiques géné-
rales. Par suite, P=10,Q=0, R =0, S=o0 doivent
avoir en commun deux points doubles. Ces points de-
vant éire complés en tant que points d'intersection,
chacun pour quatre points simples, les courbes P = o,
Q =0, R=10,5 = o doivent avoir encore cinq points
simples en commun.

SiTon se reporte au mode de représentation 2°, on
voit immédiatement que les deux points doubles com-
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muns aux biquadratiques du plan P qui représentent
les sections planes de la surface, sont les deux points
(d,P)et d',P) et que les cinq points simples sont les
cinq points (s;, P), s; étant 'une des cinq droites de la
surface S coupant a la fois d et d'.

Il existe des modes de représentation (1, 1) de la sur-
face cubique, dans lesquels les fonctions P, Q, R, S
sont d’un degré supérieur a 4 et qui, cependant, ont
une définition géométrique simple.

Soit n le degré de ces fonctions (supposé > 4). On
s’assure aisément que les quatre courbes ne peuvent pas
n’avoir que des points simples en commun. Supposons
qu’elles aient d points doubles communs ; pour que les
deux courbes

aP +B0Q + yR + ¢S =o,
2P+pQ+vR+3S=0

n’aient que trois points d’intersection variables, il faut
que P, Q, R, S aient encore en commun n* — 4d — 3
points simples.

Chaque point double, comptant pour 3, en tant que
point servant a la détermination, le degré d’indétermi-
nation du systéme de biquadratiques planes représen-
tant les sections planes de la surface est donné par

n(n—+3 )
——<——h) —3d—(n2—4d—3),
2
ou
3n—n2—=-06
2

d—+

Or ces sections planes constituent un systéme triple-
ment indéterminé (I’équation d’un plan a trois parameé-
tres). Donc, on doit avoir

N 3n—n2-+06

A —— = 3,
2
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d’on

d=n‘2~3n:(n—1)(n—2)_h .
2 2

résultat qui nous montre que ces biquadratiques seront

alors du genre 1.

Sin=>5,0n ad=>5 et le nombre des points simples
est 25 — 20 — 3 = a. ’

Sins6,onads3g, mais on trouve pour le nombre
de points simples un résultat négatif.

C’est qu’en effet, pour » = 6, par exemple, les neuf
points doubles communs équivalent a trente-six points
simples et les biquadratiques ne forment plus un réscau
pouvant représenter les sections planes. Ainsi, a partir
den =6, les courbes du plan P =o, ... doivent avoir
en commun un ou plusieurs points triples.

Les quatre courbes peuvent déja, pour le cas n =15,
avoir en commun un point triple. En recommencant le
raisonnement précédent et tenant compte de ce ¢u’un
point triple équivaut a six simples, en tant que point dé-
terminatif, et a neuf simples, en tant que point d'inter-
section de deux courbes ’ayant toutes deux pour point
triple, on trouve que, si P, Q, R, Ssontdes quintiques
ayant en commun un point triple, elles doivent avoir en-
core en commun cing points simples.

On a un exemple de représentation de ce genre, si
I'on imagine une droite mobile I s’appuyant sur une
conique C de la surface ct une droite d de cette surface,
coupant la conique. Les intersections de [ avec la sur-
face S et le plan P ont évidemment une correspon-
dance (1, 1).

Soit s la droite dela surface située dans le plan de C.
Le double (*) (d, s) de la surface S a cing sécantes com-

(*) Systéme de deux droites non situcées dans un méme plan.
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plétes (c’est-a-dire coupant a la fois d et s), donc les
cinq autres sécantes a d, situées sur la surface, coupent
la conique C, puisqu’elles coupent nécessairement la
section plane (C, ).

Les pieds de ces cinq droites sur le plan P représen-
tent chacun tous les points d'une droite de la surface.
Par suite, toute courbe du plan P représentant une sec-
tion plane de S passe par ces cinq points qui en sont,
d’ailleurs, des points simples.

Soient A et B les points (C, P) et I le point (d, P);
toute courbe représentative d’une section plane aura A
¢t B pour point double, I pour point triple. En ellet,
soit I1le plan d'une section plane (IT). La droite d’inter-
section des plans Il et (A, d) coupe la section (IT) en
trois points, dont U'un estle point (I, d); les deux autres
M, et M, sont des points de la courbe, qui sont tous les
deux représentés par A, et les points voisins de My et
M, sur la section (IT) fournissent les deux branches de
la courbe représentative qui passent par A.

Considérons maintenant le cone de sommet I ct ayant
(C) pour directrice. Son intersection avec le plan I est
une conique rencontrant la section (IT) en six points,
dont trois sont les points (d, ) ct [(C), (I)]. Les trois
autres sont des points de la cubique plane représentés
par I et les points voisins de ces trois points sur (II)
fournissent sur la courbe représentative trois branches
passant par I.

On voit aisément qu’il n’y a pas d’autres points mul-
tiples sur cette courbe. Elle est done du genre

{i:-—l)()z——q)_z_s
2

(le poinl triple équivaut a trois doubles).
Or ce genre est égal a celuide (1), c’est-a-dive est 1.
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On adonc

(n—1)(n—2) -6
2

ou
n2—3n —1io0 = o,
d’ou
n=>:.

Ainsi les fonctions P, Q, R, S seraient du cinquiéme
degré; mais les quatre courbes, au lieu d’avoir deux
poiuts simples en commun, comme dans le cas ou elles
ont cinq points doubles et aucun point triple, ont ici
cinq points communs simples, deux doubles et un
wriple.

Il a déja été dit que, sins6, il est nécessaire que les
nombres P, G, R, S aient en commun des points triples.
Supposons qu’elles en aient ¢ et de plus d points doubles.
11 faut alors qu’elles aient encore en commun

nt—qt— 4d—3
points simples.
Le degré d’indétermination est alors
n(n—+3 .
-—(—~——2 —6t—3d—(n?—9t—4id—3)
ou

—_n2
d-+—3t+3—————-————n ‘n '6-

Pour qu’il soit 3, on doit avoir

nt—3n

d+3t=——".
2

Supposons alors n =6, on a
d+3t=yg,
et alors, suivant que I'on aura ¢t =1, 2 ou 3, on aura

d=6, 3 ou o, et il faudra, en outre, un nombre de
points simples égal 4 0, 3 ou 6.
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On a un exemple de ce dernier cas dans le mode de
représentation dans lequel, une droite / mobile étant
assujettic a rester constamment corde d’une cubique
gauche T de la surface S, on fait correspondre le point
({,P), P étant le plan de la représentation avec le troi-
sieme point d’intersection de / avec la surface.

Cettereprésentation est évidemment de espéce (1,1),
puisque d’un point de I'espace passe une scule corde
deT.

On sait qu’il y a sur la surface six sécantes doubles
(ou cordes) de la cubique. L’intersection de chacune
avec le plan P représente la sécante entiére et par suite,
les six intersections sont des poinls communs A toutes
les courbes de P représentant des sections planes.

Chacun des trois points (T', P) est un point triple de
toutes ces courbes représentatives. En effet, soit I I'un
d’eux, considérons le cone quadratique de sommet I,
ayant I' pour directrice. La conique suivant laquelle il
rencontre le plan II d’une section (II) a six points d’in-
tersection avec (II). Trois de ces points sont sur la cu-
bique gauche T'; les trois autres A, B, G fournissent
chacun une branche de courbe passant par I, chacun
d’cux étant représenté par ce point.

Les  courbes représentatives n’ont d’ailleurs pas
d’autres points multiples. Ainsi, leur genre est

(n—=0)(n—2)

3 3.
2

1 est égal a celui de (IT), c’est-a-dire égal a 1. On a donc

(n—1(n—2)
— =

10

ou
nt—3n—18 =o,

»
d’ou 'on tire n == 6.
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Les fonctions P, Q, R, S sont done¢ bien du sixiéme
ordre et I'on est dans le cas ou les quatre courbes ont
en commun trois points triples, o double et six points
simples.

[C1la] [H12a«]
SUR LA DERIVEE DES FONCTIONS INTERPOLEES;
Par M. E.-M. LEMERAY.

Considérons une fonction définie par les valeurs
qu’elle prend pour une infinité de valeurs de la variable
diflérant entre elles d’'une unité. Je supposerai la fonc-
tion développable, dans tout le plan, par la séric de
Taylor. Soit x une des valeurs de la variable pour les-
quelles on connait celle de la fonction, et proposons-
nous d’obtenir la valeur de la dérivée correspondante.
Désignons par f, la valeur de la fonction quand la va-
riable a pour valeur x + p, p pouvant é&tre positif ou
négatif. On a en général

So=So+p== f P'ﬁ ...
f )
Ser=tompLiop Lo
SiTon pose
fp’_’./—p . pr % A”
2p n

et
f{; = K,,
on obtient, en donnaunt a p la suite des valeurs 1, 2, 3,
les équations suivantes
Ki=Ko+ Az +~ A; +...,
Ky = K-+ 22A3+2*A;+.. .,
Ky= Ko+ 32A;+ 34A;+...,
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Si nous voulons avoir une valeur approchée de K,
nous considérerons les m premiéres équations et nous y
. ’ e . ’
supposerons nulles les quantités A; d’indices égaux ou
supérieurs 4 2m + 1; en éliminant entre ces m équa-
tions Aj, A;, ..., Aoy il restera

Kl 1 e 1
Ky 22 ... 22m—2
. K,, m* ... m2m-2
I\O = .
[ 1 - I
i 22 ... 02m-2
{ m?2 ... m2m—2

Si I'on développe le numérateur par rapport a la
premiére colonne, le coefficient de K, sera le détermi-
nant mineur obtenu en supprimant dans le dénomina-
teur la premiére colonne et la ri¢m¢ ligne. Soit A,_, , ce
déterminant mineur. D’aprés une propriété que jai
signalée dans |"Intermédiaire des Mathématiciens

(mars 1896), on a

Am—l,r'  m—r
~ 2m
Am—l.m

Il s’ensuit que 'on aura entre Ko, K, K,, ..., K,
une relation telle que le coefficient de K, étant propor-
tionnel au coefficient central du développement du bi-
nome de puissance 2m, ceux de K,, K,, ..., K, seront
proportionnels aux doubles coeflicients successifs, et que
cette relation pourra étre représentée symboliquement
par I'équation
(K—1)m=o,

ou, aprés développement, il faudra :

1° Remplacer chaque exposant par sa diflérence avec
m en vileur absolue;
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2° Remplacer les exposants par des indices.

La valeur de la dérivée est ainsi fournie par I'équa-
tion symbolique

lim(K—r1)2m=o0,
pour m infini.

On pourra se servir de cette méthode pour les fonc-
tions définies par la relation qui existe entre deux va-
leurs de la fonction correspondant a deux valeurs de la
variable différant d’'une unité.

On raménerait aisément a ce cas celui ou la raison de
la progression arithmétique des valeurs de x serait autre
que 'unité.

La formule proposée n’a pas d’intérét pour les fonc-
tions, dont on connait une expression analytique de la
dérivée; mais elle pourra étre utile dans le cas contraire
qui se présentera souvent quand la fonction sera définie
de la maniére a laquelle il est fait allusion plus haut.

[D2d]
SUR UNE REPRESENTATION GEOMETRIQUE
DU DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE ORDINAIRE (*):

Par M. FiLix KLEIN.
(Traduit de I'allemand par M. L. LAUGEL.)

Soit w une grandeur réelle que, pour simplifier, je
suppose irrationnelle; soit ensuite le développement en
fraction continue ordinaire,

W= g+
{

1
3+ —

Ha

(') Gottinger Nachrichten, 19 ocltobre 18gh.
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Je désignerai les réduites successives par AT i F
g1

g2
ou les p, g doivent étre définis comme des nombres

sans diviseur commun, qui, du reste, peuvent éire
affectés, d’'une maniére quelconque, du signe + ou du
signe —. Je considére maintenant le systéme habituel
de coordonnées X, Y et je forme le réseau correspon-
dant de points nombres entiers; parmi eux, je re-
cherche ceux pour lesquels x, y = py, gy. On sait que
ces points d’approximation (niherungspunchkte) sont
situés alternativement du ¢6té droit et du coté gauche
de la ligne droite ; = .

Mais il est extrémement facile, comme je I'ai décou-
vert, de présenter a ce sujet une courte interprétation
géomélrique.

Jenvisageraiici seulement celui des deux quadrants de
notre systéme de coordonnées qui est partagé en deux
parties par la droite w. Ce quadrant sera décomposé,
par ladite droite, en deux secteurs dont 'un est limité
par Vaxe X, Pautre par axe Y. Je les désignerai, pour
abréger, sous les noms de secteur X et secteur Y.

On considérera maintenant les points nombres en-
tiers de chaque secteur pris séparément.

Il est évident que nous pouvons les entourer par un
contour polygonal rectiligne, par exemple en concevant
que les points nombres entiers aient été marqués par des
épingles, et que I'on aitalors entrelacé un fil entourant
le tout. Les points py, i35 ps, ¢3; --. ne sont alors
autre chose que les sommets du contour polygonal
appartenant au secteur Y; les points p., ¢s3 pu,
Gs5 -« . appartiennent de méme au secteur X. Chaque
cOté du contour polygonal, par exemple le coté allant
de (pav_1, gav—1) @ (Pavgrs §avgr) (pour nous en tenir
au secteur Y), envisagé séparément, peut ¢n outre, ¢’est
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possible, contenir des points nombres entiers. Le
nombre des parties en lesquels ledit coté est ainsi dé-
compos€, par ces points, est exactement égal a .

Telle est Uinterprétation simple des quotients in-
complets . qui se présentent dans un développement
en fraction continue.

En s’appuyant sur la représentation ci-dessus, ’on a
une vae géométrique claire de toutes les propriétés du
développement en fraction continue ordinaire et des
méthodes analytiques qui en dérivent.

A ce point de vue, je vais ici donner quelques éclair-
cissements relatifs aux formes quadratiques binaires in-
définies (1).

Soit f==ax*+ bxy +c)?* une telle forme dont le
discriminant 52 — fac n’est pas un nombre carré par-
fait. Alors f = o fournit deux valeurs réelles irration-

x . , . .
nelles de}—,, que je désignerai par o', o”. Dans notre

systéme de coordonnées, je méne alors les deux lignes
droites considérées, el je construis ce que je nomme
les encadrements poly gonaux naturels correspondants,
c’est-a-dire les contours polygonaux a sommets points
nombres entiers qui sont chacun renfermés dans les
secteurs ayant pour limites o’ et w”. Chaque polygone
de cette nature, envisagé séparément, peut, dans tout
son cours, étre comparé a une branche compléte d’hy-
perbole (qui s’étend de deux cotés a Vinfini). L'on
peut maintenant affirmer en toute rigueur que lathéorie
des formes f, due a Lagrange et Gauss, revient a
Uétude de ces polygones, et nous trouvons que l’on
peut encore, de différentes maniéres, simplifier cette

(') Dont les coefficients, bien entendu, sont des nombres entiers.
( Note du Traducteur.)

Ann. de Mathémat., 3® série, t. XYV. (Juillet 1896.) 22
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théorie par Uintroduction explicite de ces polygones.
Il est en outre avantageux, en s’appuyant sur la dé-
termination projective de la mesure « Maasbestim-

mung » de Cayley ('), de désigner \/f comme étant la
distance du point x, y a Iorigine des coordonnées et
de parler des déplacements correspondants (jai fait
déja allusion a ceci dans une Communication de jan-
vier 1893). Je ne poursuivrai pas ce sujet plus long-
temps; j’atlirerai seulement encore P’attention sur le
role que joue, dans cette théorie, le développement en
fraction continue des racines o', w” (2). Ici, cela revient
a dire : les contours polygonaux dépendant des axes des
coordonnées et tirant leur origine des développements
en fraction continue, finissent nécessairement, apreés
un nombre fini de cOtés, par s’emboiter (cin-miinden)
en les contours polygonaux naturels dont nous venons
de parler.

Jusqu'ici, nous avons indiqué sculement une inter-
prétation géométrique ou encore une simplification de
méthodes de traitement connues. Mais, ce qui est beau,
c’est que notre indication s’étend a des cas plus élevés,
non encore traités ainsi. Je considérerai ici par exemple
deux types de formes ternaires. Soit f(xyz) une forme
quadratique indéfinie, tandis que I'(xyz) désignera
une forme cubique décomposable en trois facteurs li-
néaires réels. Je construirai, dans le systéme habituel de
coordonnées, le cone f=o ct le triplet de plans F=o;
je considére alors tous les points nombres entiers ren-

(') GaYLEY, Sizth Memoir on quantics. Collected math. Pa-
pers, t. II, n° 158 et note 7bid., p. 6oj. — KLEIN, Math. Ann.,
t. IV; 1871, et Bulletin de M. Darboux, p. 341 : Sur la Geometrie
dite non euclidienne. (Note du Traducteur.)

(*) DiricHLET-DEDEKIND, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4 édi-
lion, p. 174 et suivantes. (Note du Traducteur.)
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fermés soit dans unc moitié du cone f= o, ou dans un
des demi-quadrants de 'espace (octanten) formés par
F =o. Il est clair que, pour ces points nombres en-
tiers, on peut, d’une facon analogue, construire un
encadrement polyédral & faces planes. La considéra-
tion de cet encadrement polyédral fournii une nouvelle
théorie simple des formes f et . Relativement a I un
travail de M. Furtwangler paraitra bientét ; quant aux
formes f, elles seront traitées de la maniére indiquée
dans un Ouvrage sur les fonctions automorphes que
je prépare en collaboration avec M. Fricke.

[K14d]

SUR UNE QUESTION DE GEOMETRIE RELATIVE
AUX POLYEDRES ;

Parn M. R. BRICARD,

Ingénicur des Manufactures de 1'Etat.

La mesure de la surface du triangle s’établit, en Géo-
métrie plane, a Vaide de considérations trés simple. 1i
n’en est pas de méme pour la question analogue de la
Géoméurie de Yespace, relative an volume du tétraedre.
On sait en eflet que I'on démontre I'équivalence de deux
tétraédres ayant méme hauteur ct des bases de méme
surface, en les décomposant c¢n tranches paralléles infi-
niment minces, équivalentes deux a deux. Cette démon-
stration ressortit en réalité au Calcul infinitésimal.

On peut se demander si cette décomposition est né-
cessaire et s'il serait possible de montrer I'équivalence
des deux tétraédres en question par une voie plus élé-
mentaire, ce qui serait intéressant au point de vue de la
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doctrine. L’étude de cette derniére question, que nous
avons entreprise sur le conseil de notre ami M. Hoff-
bauer, lieutenant d’Artillerie, méne a cette conclusion
qu’il faut se prononcer pour la négative.
Posons-nous le probléeme général suivant :

Etant donnés deux polyédres équivalents, peut-on
toujours décomposer l'un d’eux en un nombre fini de
polyédres, qui, assemblés d’une maniére différente,
reconstituent le second polyédre?

Soit P un polyédre quelconque, et py, po, ps, ...
les polyédres en lesquels onle décompose par un certain
nombre de plans arbitrairement tracés.

Les polyédres p, assemblés différemment, constituent
un nouveau polyédre P’

Dans le premier mode d’assemblage, ceux des diedres
des polyédres p qui ont une aréte communc ont pour
somme un diedre de P, ou = ou a=. Dans le deuxi¢me
mode, la méme somme a pour valeur un diédre de P/,
= ou 2.

En partant de cette remarque, on arrivera facilement
i établir la congruence

mA+nB4+...+m'A'+~n'B'+...=0 (mod ),

A, By ... AL B, ... désignant les diédres des polyédres
Pet Pyetm,n, ...,m, n' ... des entiers qui ne sont
pas tous nuls. Cette conclusion subsiste si, parmi les
polyédres p, quelques-uns sont extérieurs aux polyedres
P et P', de maniére que ces derniers soient égaux a leur
somme algébrique.

Ainsi, pour que deux polyédres soient susceptibles
d’étre transformés I'un en I'autre par une décomposition
de chacun en un nombre fini de polyédres, superpo-
sables deux 4 deux, il faut qu’une certaine fonction li-
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néaire de leurs diédres, 4 coeflicients entiers, soit un
multiple de deux angles droits.

Or I'équivalence de deux polyédres n’entraine en au-
cune facon une relation de ce genre. Le fait est a peu
prés évident; on peut s’en convaincre, si I’on veut, par
I'examen d’un cube et d’un tétraédre régulier équiva-
lents (').

La transformation en question sera donc impossible
dans le cas général. Il en résulte que I'on ne peut établir
I'équivalence de deux tétraédres ayant méme base ct
méme hauteur, et ne satisfaisant pas a d’autre condition
particuliére, sans avoir recours a la décomposition ¢n
éléments infiniment petits.

Le probléme analogue relatif a deux polygones équi-
valents est au contraire toujours possible. C’est un fait
connu et dont la démonstration est aisée. Dans ce cas,
le suceés tient a ce que les sommes des angles de deux po-
lygones diflérent toujours d’un multiple de deux angles
droits.

Pour les polyédres, la relation que nous avons trouvée
est nécessaire, mais elle n’est sans doute pas suffisante.
Ce serait un probléme intéressant, mais difficile, que de
rechercher les conditions précises permettant la trans-
formation qui nous occupe, et le moyen de réaliser cette
transformation dans les cas ou elle est possible.

Nous terminerons en montrant qu’elle peut se faire
dans le cas de deux tétraédres symétriques et par consé-

(') Le diédre du tétraédre régulier, dont le cosinus est égal a 3’

est en effet incommensurable avec =. S’il en était autrement, il exis-

. P o1 B
terait une équation binome ayant une racine égale a 3+ l%—y et

dont le premier membre admettrait comme facteur le polynome
32*— 22 + 3, ce qui est impossible.
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quent dans celui de deux polyédres syméiriques, que I'on
peut décomposer en tétraédres symétriques deux a deux.

Soient ABCD, A’B'C'D’ deux téiraédres symétriques.
Décomposons le premier en 12 téiraédres, au moyen de
droites joignant le centre de la sphére circonscrite aux
sommels et aux centres des cercles eirconscrits aux
faces. Elfectuons la méme décomposition sur le té-
traedre A’B'C'D'. Deux . éléments correspondants de
ABCD et A’B'C’'I) sont superposables en méme temps
que symétriques, car ils poss¢dent un plan de symétrie.

BIBLIOGRAPHIE.

C. BougLer, Docteur ¢és Sciences, professeur au lycée
Henei 1V, — Lecons d’ Algebre élémentaire (collection
d’Ouvrages de Mathématiques élémentaires publiée sous
la direction de M. Darboux). 1 vol. in-8°, x1i-548 pages.
Paris, A. Colin et Cie. Prix : 57 50¢.

Les Lecons d’Algébre de M. Bourlet forment le troisiéme
Volume de la collection d’Ouvrages élémentaires, publiée sous
la haute direction de M. Darboux, membre de I'Institut, doyen
de la Faculté des Sciences dc Paris. Elles s’adressent aux éléves
de la classe de Mathématiques élémentaires et contiennent,
avec les Appendices, toutes les matiéres dont la connaissance
est exigée pour 'admission a P'Ecole de Saint-Cyr.

L’auteur a fait, dans ce Volume, quelques innovations. Il
débute par l'exposition directe, détaillée, de la théorie des
nombres négatifs. Cette théorie est précédée de quelques no-
tions sur les segments portés par un axe, notions qui lui servent
a alléger les démonstrations et a leur donner une forme plus
concréte.

Dans I'étude des équations du premier degré, il a introduit
quelques rudiments de Géométrie analytique qui sont d’une
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utilité incontestable pour éclairer la discussion de la résolution
de deux équations du premier degré a deux inconnues et qui
prépareant le lecteur a la représentation graphique de la varia-
tion d’une fonction.

Ce qu’il y a de plus caractéristique dans ce Livre, c’est 'ex-
clusion systématique des méthodes dites élémentaires, pour
étudier la variation d’une fraction rationnelle. M. Bourlet, fort
de l'assentiment de M. Darboux, a résolument exposé la mé-
thode des dérivées. Il s’est d’ailleurs borné, comme cela se
congoit, aux polynomes entiers, fractions rationnelles et irra-
tionnelles du second degré, et il est parvenu ainsi a donner,
en trois Chapitres assez brefs, tout ce qui est nécessaire pour
étudier avec rigueur la variation d’une fonction simple de la
nature de celles qu'on étudie en Elémentaires,

Il n’est pas parlé, dans le corps du Volume, des nombres
imaginaires. L'auteur a considéré, avec juste raison, que la
connaissance de ces nombres n’était nullement nécessaire aux
éléves de Mathématiques élémentaires, proprement dits. Il a
réservé 'Appendice I a cette étude et a adopté la belle méthode
de M. Méray qui, quoiqu’un peu abstraite, est, sans nul doute,
celle qui satisfait le mieux Desprit au point de vue de la
logique pure.

Ajoutons, en terminant, que le Livre contient de nombreux
exercices, choisis avec un trés grand soin et signés, pour la
plupart, de noms célébres dans la Science.

Exercices de Géométrie descriptive, par F.J., 3¢ édi-
tion. Tours et Paris, Mame et Poussielgue.

Aprés avoir rendu compte des Exercices de Géométrie €lé-
mentaire (1896, p. 245), nous croyons utile de dire aussi
quelques mots des Exercices de Géométrie descriptive, car
ce dernier Ouvrage, de degré plus élevé que le premier, est
remarquable & plusieurs titres.

Dans une magistrale introduction de 120 pages, sous le nom
de Compléments et méthodes de Géométrie descriptive,
Pauteur passe en revue une foule de notions qu’on trouverait
difficilement ailleurs, et dont plusieurs nous paraissent inédites;
ne pouvant tout citer, bornons-nous a signaler le Chapitre IV :
Généralisation des solutions (p. 68 a 112); les problémes
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classiques relatifs aux quadriques, pour déterminer les points
d’intersection d’une droite et les plans tangents menés par une
droite, y sont traités dans toute leur généralité, et par diverses
méthodes dont plusieurs sont d’une rare élégance. Les Exercices
proprement dits sont trés variés et bien classés; plusieurs sont
enrichis de notes fort intéressantes. Les questions nouvelles ou
peu connues sont nombreuses et se trouvent notamment dans
le Chapitre complémentaire de la droite et du plan (p. 313)
et dans la seconde Partie de I’Ouvrage : Sections planes et
autres Intersections des surfaces (p. 492, 614).

Une Table analytique trés compléte facilite les recherches et
montre la richesse de 'Ouvrage; enfin, la partie matérielle,
gravures et impression, si importante en Géométrie descrip-
tive, ne laisse rien a désirer; en un mot, elle répond aux autres
qualités du remarquable Travail que nous venons d’analyser.

Gino Lonrs, Professeur a I'Université de Génes, —
Ul passato ed il presente delle principali teorie geo-
metriche. 1 vol. in-8°, 346G pages. Torino, Carlo Clau-
sen. Prix : 8§ fr.

Cet Ouvrage considérable et d’une profonde érudition rap-
pelle VApercu historiqgue de Chasles, et il en est, en quelque
sorte, le prolongement. D’une lecture extrémement captivante,
il fourmille de renseignements précieux sur tout ce qui con-
cerne, ainsi que son titre I'indique, le passé et le présent de la
Géométrie. A ce titre, il mérite de figurer dans les bibliothéques
de ceux qui s’intéressent aux progrés de la Géométrie moderne
et qui tiennent a étre exactement renseignés sur I’état actuel
de cette Science.

Nous signalons particuli¢rement a I'attention de nos lecteurs
lIe Chapitre I intitulé : « Coup d’eil sur les origines et le dé-
veloppement de la Géométrie jusque vers 1850. » Ce coup
d’@il est donné de main de maitre et la lecture du Chapitre est
tout ce qu’il y a de plus attrayant. Voici, du reste, 'énuméra-
tion des autres Chapitres :

Théorie des courbes planes algébriques. — Théorie des sur-
faces algébriques. — Théorie des courbes algébriques a double
courbure. — Géométrie différentielle. — Recherches sur la
forme des courbes, des surfaces et des autres figures géomé-
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triques. Analysis situs. Configurations. — Géométrie de la
droite dans l'espace. — Correspondances, représentations et
transformations. — Géométrie énumérative. — Géométrie non
euclidienne. — Géométrie des espaces a autant de dimensions
que I'on veut. — Epilogue. X. Al

ECOLE NORMALE SUPERIEURE, SECTION DES SCIENCES.
GONCOURS DE 1896.

Mathématiques.

I. On considére une courbe plane telle que les coordonnées
rectangulaires d’'un quelconque de ses points s’expriment au
moyen du paramétre ¢ par les formules

r=at’+ bt2+ ct, y=1.

Quels doivent étre les coefficients a, b, ¢ pour que les cosi-
nus directeurs de la tangente en un point quelconque de la
courbe soient des fonctions rationnelles de t? Démontrer que
toutes les courbes que l'on obtient ainsi sont semblables et
semblablement placées.

II. Evaluer, pour Pune d’elles, la longueur de la boucle si-
tuée au-dessous du point double.

III. Considérant, en particulier, la courbe (C) que repré-
sentent les formules

¢3
r=1t— 30 y =1t
on lui méne deux tangentes paralléles, de coefficient angulaire
m : Déterminer, en fonction de m, les coordonnées du point
ol la courbe (C) est rencontrée par la droite qui joint les
points de contact de ces deux tangentes, et trouver 'enveloppe
(E) de cette méme droite, variable avec m.
IV. Former les équations des tangentes menées a la courbe
(E) par un point A, de la courbe (C), correspondant a la va-
leur ¢, du paramétre ¢. Quelle est celle de ces droites qui ren-
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contre la courbe (C), abstraction faite de Ay, en deux points
oii les tangentes sont paralléles?

V. Dans I'espace, on considére la courbe (K) définie par les
équations

ainsi que les cylindres (S) et (S8') qui la projettent respective-
ment sur les plans des zy et des zz. Ces deux cylindres se
coupent suivant une autre courbe (K'). Former I'équation du
cylindre qui projette (K') sur le plan des yz.

VI. Trouver le lieu des points d’intersection des tangentes
a la courbe (K') en deux points situés sur une méme généra-
trice du cylindre (S'). On figurera la projection de ce lieu sur
le plan des ys.

ECOLE POLYTECHNIQUE. — CONCOURS DE 1896.

Composition de Mathématiques.

On donne un cercle C qui a pour équations, en coordonnées
rectangulaires, z = a et y?-+ 32= a2 On considére : 1° le
cone S qui a pour base ce cercle et pour sommet le point de
I'axe Oz qui est a la distance Aa de l'origine; 2° la surface S,
engendrée par des droites paralléles au plan des zy, et qui
s’appuient sur 'axe O z et sur le cercle donné.

On demande :

I. De former les équations des deux surfaces S et S;;

IL. De trouver l'expression du sinus de l’angle des plans
tangents aux deux surfaces en un point du cercle qui a pour
coté 5= pa et de calculer ce sinus, avec 3 décimales seule-

1 _ V3
ment, pour X = Sete="—
III. De déterminer lintersection des deux surfaces; d’en

’

: . i . .
construire deux projections pour A = 53 d’en suivre les prin-

cipales transformations quand A varie de o a l'infini.
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Epure.

On donne : 1° un paraboloide de révolution a axe vertical,
ayant son foyer & 57™ au-dessous du sommet, lequel a ses
projections horizontale et verticale a 170™™ et & 375™ au des-
sus du bord inférieur de la feuille, et a 220™" du bord gauche;
2° un cone de révolution, dont une section méridienne se com-
pose de deux lignes droites : I'une, paralléle aux deux plans
de projection et passant par le sommet du paraboloide; 'autre
verticale se projetant & 100™ du bord gauche de la feuille. On
ne considérera que la nappe de ce cone qui se projette verti-
calement au-dessous de la premiére des deux lignes indiquées
et a droite de la seconde.

La courbe d’intersection de ce cone et du paraboloide sert
de directrice a un second cOne ayant méme sommet que le
paraboloide.

On demande de représenter, par ses projections, le solide
commun aux deux cdnes supposés pleins, et limités inférieure-
ment par un plan horizontal H, situé a 54™ au-dessous de
leurs sommets.

On tracera en traits pleins noirs les lignes d’intersection des
deux cones et du plan 1.

On indiquera en traits rouges le contour apparent vertical
du paraboloide et la construction : 1° des points les plus hauts
et les plus bas de la courbe d’intersection des deux cones li-
mitée au plan ; 2° d’un point de la trace du cone de révolu-
tion sur le plan I et de la tangente en ce point.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

Question 1707.
(1896, p. 55).

Les courbes (M) et (M") sont caustiques réciproques par
rapport a la courbe (A), c’est-a-dire que les tangentes MA
et M'A aux courbes (M) et (M') font des angles égaux avec
la normale Aa en A a la courbe (A), « étant le centre de
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courbure correspondant. La perpendiculaire abaissée de M
sur Aacoupe AM' en My. Démontrer que la perpendiculaire
élevée en M a MM, et la perpendiculaire élevée en M; a
AM; se coupent sur la droite aM', ce qui permet de con-
struire le point M' lorsque M et a sont connus.

CoRoLLAIRE. — 87 la courbe (A) est une conique de foyers
M et M, ce théoréme fait connaitre le centre de courbure
répondant au point A de la conique. (M. p’OcAGNE.)

SOLUTION
Par M. E. Durorcq.

Si Pon remplace la courbe (\\) par une autre courbe oscu-
latrice a Ja premiére au point \, le point M’ ne changera évi-

Py

demment pas sur la droitc AM': en choisissant comme courbe
(A) la conique de foyer M qui passe par A et admet « comme
centre de courbure correspondant, on voit que la démonstra-
tion de la question revient a celle du corollaire qui en termine
I'énoncé.

Soit donc Py le pointou se coupent la perpendiculaire élevée
en M a MM, et la perpendiculaire élevée en My a AM; : nous
voulons montrer que la droite Py M'et la perpendiculaire A« a
MM, ont pour point de concours a, le centre de courbure ré-
pondant au point A de la conique de foyers M et M’ normale
en A a Aa. Soient w le milieu de MM, n le point ol A« coupe
MM’, enfsn N, Ny, P et Q les points ou la paralléle & MM,
menée par n coupe respectivement les droites AM, AM;, Aw
ct la paralléle menée par A a MM'. Les triangles M P M; et naN¢
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étant homothétiques par rapport au point M’, on voit que N,
est la projection de a sur AM,. D’ailleurs, les points P et Q

sont conjugués harmoniques par rapport aux points N et Ny;
on a donc

7P nQ=nNnN,=—nu\, =nanA.

L’égalité des termes extrémes montre que P est I'orthocentre
du triangle A« Q. Par suite, a P est perpendiculaire & MM'. La
détermination du point @ au moyen des droites wA, nP et Pu
est une construction connue du centre de courbure de la
conique de centre w, d’axe MM’, normale en A a4 An. Le théo-
réme en résulte.

Remarque. — La construction du point M’ se simplific ainsi :
N étant la projection de a sur AM, et n celle de N sur A«, la
droite MM’ passe par n.

Question 1708.

(1896, . 55.)

Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée du point
JSize O sur la tangente en A a la courbe (A). Le point M
décrit la podaire (M) de la courbe (A) pour le point O.
La perpendiculaire élevée en O & OM coupe la normale
en A a la courbe (A) au point m. On sait que Mm est la
normale a la podaire (M).

Soient, enoutre,a et |1 les centres de courbure des courbes
(A) et (M) répondant aux points A et M.

On a les théorémes suivants : :

I. 8¢ la perpendiculaire élevée a OA au point O coupe
Az au point B, et si MB coupe Oa au point D, ladroite AD
passe par w.

II. 8¢ la perpendiculaire élevée a Mm en m coupe OM au
point H, la droite qui joint le point H au milieu I de O«
passe par u.

III. SiJ est le pied de la perpendiculaire abaissée de a
sur OM, K le pied de la perpendiculaire abaissée de J sur
Mm, L le pied de la perpendiculaire abaissée de K sur Aa,
la droite OL passe par u.

Le théoréme 1 a été démontré par M. Husquin de Rhé-
ville dans les Nouvelles Annales (3¢ série, t. IX, p. 142). J'ac
obtenu les théorémes 11 et 111 par des voies absolument dif-
férentes. Je propose ici de déduire ces deux théorémes du
précédent. (M. p’OCAGNE.)
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SOLUTION (1)
par M. E. Duporcq.

1. Les points p et @ se correspondant de maniére que la
propriété I soit satisfaite, il s’agit de prouver que le point I,
ou se coupent OD et Hy, est le milieu de Oa. Je désigne par
v et E les points d'intersection de OA avec Mm et MB. Evi-
demment

(Muvm) =(MDEB),
d’or
H(Mpvm)= O(MDEB).

Les rayons HM et OM coincidant, les intersections des
autres rayons conjugués sont en ligne droite : le point I est

K
J
///
I el Ve Z e
@ L A m B

donc sur la droite qui joint V au point commun a OB et mH.
La propriété a démontrer en résulte.

II. Il s’agit de prouver que le point L, ot O coupe AB
est la projection de K sur cette droite, ou encore, en désignant
par N la projection de K sur MJ, il faut prouver que

LA _NM _OM
Lz~ NJ ~ OoH’

Or, soit K le point ou AD coupe OM; on a

LA . mA
L2 = O(ADuK)=M(ADpK)= P
c. Q. F. D.

(*) La proposition I est déja démontrée, comme le rappelle
I'énoncé de la question.
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Question 1718.

(1896, p. 151.)
f(z) désignant un polynome entier en z, on a l’égalité

2n[f(z) —f(0)] =/ f'(5)Lsds,
f'(3) désignant la dérivée de f(z) et l’intégrale étant
prise dans le sens positif le long d’un contour fermé C
simple, partant du point x pour y revenir aprés avoir en-
touré l'origine O. (C. BOURLET.)

SOLUTION
Par M. AUDIBERT.

Décrivons du point 2 un lacet dont I'entrée est en z et la
boucle un cercle de rayon ¢ infiniment petit enveloppant ori-
gine O. L’intégrale prise le long du contour C et du lacet sera
nulle, car il n’existe dans le champ ainsi délimité aucun point
critique de la fonction f'(5) Lz ds.

Précisons maintenant la valeur de P'intégrale sur chacune
des branches de ce parcours. Désignons par A sa valeur prise
de z a o dans le sens direct, le long de la branche rectiligne du
lacet au-dessus de la droite 0. Le point z, aprés avoir con-
tourné l'origine, revient en « sur la branche rectiligne infé-
rieure du lacet, dans le sens inverse. Mais aprés que s a tourné
autourde O, Lz acrade2=i; donc l'intégrale sur la deuxiéme

0
branche du lacet sera — A — 2% [ Sf'(3)ds. Quant a sa va-
v

leur I sur le petit cercle, elle est nulle. En effet, en posant
5= Seb, on aura

27 '
I = [ Sl(eeb)(Le+07)zedidh = o,
<0

car a la limite e =o et cLz=o.
Finalement, on a I'équation

0
0:,\+I—1\——21:if S(s)ds — [f'(;')dez,
dso‘\J e «

[ 7@ veds = axil fiz) = f(o)]
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Remarque sur la question 1644 (!).

Pour résoudre cette question, il suffisait de dire :
La normale en A rencontre de nouveau la parabole en B. Le
diamétre qui passe par le pole G de AB coupe ce segment en

. CA  CB
son milieu F. On a alors AF T 2AB Donc, etc. Z.

QUESTIONS.

1733. Etant donné un cercle dont le diamétre AG est verti-
cal, deux points pesants partent du reposen A et en B, et dé-
crivent les deux cordes complémentaires AB, BC; les deux
mobiles seront sur une méme verticale au bout d’un temps
indépendant de la position du point B sur la circonférence.

(B. NIEWENGLOWSKI.)

1734. Sin—1 et n +1 sont deux nombres: premiers plus
grands que 5, n est nécessairement de la forme n = 3om, ou
de la forme n =3om =12, et n2(n2+16) est toujours divi-
sible par 720. ( WOLSTENHOLME.)

1735. Si n — 2 et n + 2 sont deux nombres premiers plus
grands que 5, n est nécessairement de la forme n = 3om +15,
ou de la forme n = 3om == 9. (WOLSTENHOLME.)

1736. n étant un nombre entier, 322+2—8n — g est tou-
jours divisible par 64. : (WOLSTENHOLME.)
1737. n étant un nombre entier, 322+14 an+2 est toujours

divisible par 7.~ ( WOLSTENHOLME. )

1738. Huit points étant donnés sur un plan, il existe 75
points tels qu’en les joignant aux huit points donnés, on ob-
tienne des faisceaux en involution. (Ep. DEWULF.)

Al

(*) Voir p. v/j5.
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[B2]
EXPOSE D'UNE THEORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS
LINEAIRES ;
Par M. H. LAURENT.

I. — PrELIMINAIRES.

Vappelle substitution linéaire I'opération qui a pour
butde remplacer des variables par des fonctions linéaires
et homogeénes de nouvelles variables.

Une substitution linéaire pourra donc se représenter
au moyen des formules

JY1 =941+ X2&y oo+ ApTh,
) Y2 = G211+ A2 Ta oo T Qop iy,
1

V= A Xy Apa Ty e o = ApnTpy

Xyy Xay o.., X, désignant des variables, a;; des coefli-
cients constanls, )y, ¥2, ..., ¥ de nouvelles variables.
Le déterminant £ == o, das . . . %, est dit le déter-
minant de la substitution ; le nombre n des variables x
ou y est le degré de la substitution.
Considérons la fonction linédaire des =;;

(2) s = Za;;7,,

nous dirons que cette fonction s représente la substitu-
tion (1), et, en effet, a chaque substitution (1) correspond
une et une seule fonction linéaire telle que (2), et vice
versa. Les 7;j seront des imaginaires ou des clés assu-
jetties aux relations

(3) T,'jX‘t/d:O si jz/f,
Tij X Tjl = Tl
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XV. (Aout 18g6.) 23
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1 résulte de Ii que, si s=3a;;7;; et 1=2f;jt;; repré-
sentent deux substitutions, s - ¢ représentera une sub-
stitution que nous pouvons appeler la somme des deux
premiéres, et =(a;;+ 3:7)7;, sera la substitution

On appelle produit de deux substitutions s ett la
substitution équivalente & la substitution s suivie de ¢
ou vice versa; ce produit dépend d’ailleurs de I'ordre
dans lequel on effectue les substitutions : st est le ré-
sultat obtenu en elfectuant d’abord ¢, puis s.

Sil'on appelle s la substitution (1) ou Zoy;t;j, et ¢ la
substitution
V=4 Brave..o 3in¥n,

21 Y1+ Bao Voo o+ Ban¥a,

12l
)
i
W ™

on aura
si= 2B+ Biatar ...+ Binnr)

-+ 1‘2(?:‘1’112 ~+ pieflz-z B Bz‘nane)

cette substitution sera la substitution ts représentée par
(4) S(Badi+ Biadtay .o+ Bintns)vig;
or, si 'on eflectue le produit

2By X Zagjmiy,

en tenant compte des relations (3), on trouve précisé-
ment le résultat (4). Donc le produit de deux substi-
tutions est représenté par le produit des fonctions
linéaires qul repr esentent ces substitutions.
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II. — DEes roNCTIONS DE SUBSTITUTIONS.

Sil'on donne plusieurs substitutions s, ¢, u, ..., les
notations s ¢, s+t -+ u, st, ts, stu, ... sont bien
définies d’aprés ce qui précede, la notation s — ¢ se
comprend d’elle-méme.

La substitution

Ty + Teg ... Tpn

joue le role de I'unité, elle remplace x; par xy, x» par
Z,, ...; d'ailleurs

Za,'jtij(’7,11 + Tag ...+ ‘t,m) = Ea,‘j‘:ij;

nous poserons donc
Tit T T22...t+ Thpn =1,

et 1 sera le symbole de la substitution de nul effet;
de méme, a étant un nombre, on pourra poser
a=azy+a<yy ...+ aQ%pup,

car

(@Tyy + atya ... ) X Soy7; = Zaa;tiy;
les symboles @+ bs+ct+ ... sont donc mainte-
nant bien définis ct représentent des substitutions. Les
formules

s0 =1, sl=s, s2=sXxs, $3=5>xs§Xs,

serviront a définir s°, s', s2, 3, ..., et alors f(x) dési-
gnant un polynome entier en x, f(s) sera bien défini
et représentera une substitution.

Il faut remarquer que t;; représente une substitution
dite ¢lémentaire, qui remplace x; par x; et les autres
variables par zéro.

Les substitutions de la forme a + bz;; sont dites
primaires.
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1IT. — D£comMPOSITION D'UNE SUBSTITUTION EN FACTEURS
PRIMAIRES.

Si I'on multiplie une substitution Za;;7;;, dont le dé-

terminant est
%11 %12 -.. Ap

(I) A9y %22 ... Qgp

%nt *nz e-- %nn |
par la substitution primaire 1 + p=;;, clle devient
Zoagjtij ~+ p(@1i®y) = %2i%2j oo o+ Aning);

cette multiplication a pour eflet de remplacer, dans le
Tableau (1), la colonne a,j, aaj, ...,y 2n; par ayj+ pay,
Onj = PUhaiy « vy %nj = p oy Lamultiplication est censée
cllectuée a droite par (1 4+ p=;;); si on multipliait &
gauche, on obtiendrait un résultat analogue, dans lequel
les lignes joueraient le role qu’avaient joué tout a 'heure
les colonnes.

Il résulte de la que, en multipliant la substitution
Sa;jtij successivement a droite par des facteurs pri-
maires, on fera prendre la forme

P11 P12 oo o Pr1%ny Pra2in e Pua%in, o,
Pr12ay = Pa1%ez oo Pri@any,  Pra%e .. Pna%an, ey
A son déterminant, en sorte que, si l'on prend
Sa;jtij =1, on voit que la substitution Zp;;<;;, dont
le déterminant est

peut s’obtenir en multipliant entre clles des substitu-
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tions primaires de la forme a + bz;j, et il est visible
que la substitution Zp;;7;; est quelconque; donc toute
substitution est décomposable en facteurs primaires.

IV. — EQUATION CARACTERISTIQUE.
Posons
S = Y1711 = Y2712 oo YnTin
SE=Y1Ti = YeTig oo = YaTin
§ = =%,
on aura

$3p = (@41 T+ 221 Tag oo ) Y1+ (F1T1e +~ 221 Taa - -2 ) Yo+ o0y
c’est-a-dire
$31 = oy (Y151 Y2%12. .. ) A (Y1 T - YaTaz k) oo

ou
$3p = %115y + A1 By ... Ay 3,

en sorte que ’on aura

(agy— )3+ A9y  Bogd...-+ Ap 3= 0O,
(1) ajs 31+ (Ae— $)Ba+...+ Apa sy =0,
Lot e St eiiseaieeaneasesanes ;

on déduit des équations (1)
Sf(s$)z1=0, f(s)za=o, ey f($as=o.

Or vy, v2, ++. sont quelconques, en les remplacant par

'\,’Hy Y42, M de, Pms par YM, Y227 ey an) ceey €N
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appelant z;, 3;s, ... ce que devient alors z;, on a
f<5)511=—‘0> f(s)z:_;;»: o, ey
et, par suite,
S(8)(z11+ Zae+.. .+ Zpn) = 0.

Or, z(y + Z;a+... est une substitution quelconque
égale & 1, si on veut; donc

f(s)=o.

Donc toute substitution de degré n satisfait & une
équation de méme degré que I'on appelle son équation
caractéristique.

Le terme constant de I’équation caractéristique n’est
autre chose que le déterminant de la substitution. Une
substitution peut satisfaire & une autre équation qu’a
son équation caractéristique; si cette équation est de
degré inférieur a n, on dit que la substitution est sin-
gulicre; au contraire, une substitution est normale
quand elle ne satisfait a aucune équation de degré infé-
rieur & son degré.

Il est évident, d’apreés la définition du produit de deux
substitutions, que le déterminant d’un produit de sub-
stitutions est égal au produit des déterminants de ces
substitutions.

Si I'on considére une équation de la forme

st =o,

ou s et ¢ sont deux substitutions, il n’en résulte pas né-
cessairement s = 0 ou f = o, mais il faut quele déter-
minant de s ou de ¢ soit nul.

Cela posé, supposons que f(s)= o soit I’équation
caractéristique de s, supposons que s satisfasse 4 une
autre équation ¢(s) de degré égal ou supérieur a n, degré
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de s. Soit 8(s) le plus grand commun diviseur de f(x)
et o(x), s satisfera a §(s) = o. Ainsi U'on aura

6(s) =o.

Donc, si la substitution s n'est pas normale, elle
satisfait & une équation §(s) = o oi O(s) est un divi-
seur de f(s), S(s) désignant le premier nombre de son
équation caractéristique.

Dans le cas ot la substitution s n’est pas normale,
son équation caracteristique n’est pas irréductible.

11 est facile de voir en eflet que §(s) est a coefficients
commensurables avec les 2,5, Soit
O(s)y==sP4+Aysr—14...+ A,
On peut poser

st = YaD =y, Cey

0(s) = Sxg () + A7V 4 0):

mais comme §(s) = o, on aura

1

(IH
-+ \'1'!

+...= 0,

ce qui montre que les A sont fonctions rationnelles
des o’ et, par suite, des a;;. Donc f(s)=o n’est pas
lrreducnble s1 0(s) existe, c’est-a-dire si s n’est pas nor-
male.

V. — FoNCTIONS RATIONNELLES D UNE SUBSTITUTION.

E'tant donnée une substitution s = Sa;j7j, il existe
une autre substitution s™ = 3 3;;%;;j telle que

sXsTl=s"Ixs=1,

pourvu que le déterminant de s ne soit pas nul.
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En effet

s.s—l= ).‘.—.,-j(az“ plj+ Ao ng+. . .),
et sil’on veut que ss™! =1, il faudra poser

dy B+ aeBor+. .o+ @ Bar =1,

a1 Bri+ daa Bar ...+ 22, Bar =0,

chet e e e LI I AP

ctlesvaleurs de 8 sontbien déterminées si T2y 24,, ...
n’est pas nul; on trouve d’ailleurs

I oD

= —= Tii
D 01[1' A

D=3SFza%s.c.%n.

s—1

Deux substitutions s, t sont dites échangeables quand
st =1s; s~1 et s sont donc échangeables, deux fonctions
entiéres de s sont échangeables.

Sisest échangeable avec t, s* le sera aussi, s~ et ses
puissances s™* aussi.

Enu effet, si

st = Us,
on a
sls = Iss,
ou
st = 52

On a de méme
sts—1 = tss—1= 1,

ct en multipliant & gauche par s~
ts—1=s"1¢.

Si s et ¢ sont échangeables, on peut poser

Al

t
(sl =s1t = -.
s
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S(s)

Le symbolem, ou f ct % sont des polynomes entiers,

est alors bien défini, pourvu que le déterminant de ¢ (s)
ne soit pas nul.

Toute fonction entiére d’une substitution de degré n
est égale & une fonction de degré n—1 au plus.

En effet, toute fonction entiére F(s) de s donne lieu
i une identité de la forme

F(s) = Q f(s) = R(s).

ou f(s) est le premier membre de I'équation caracté-
ristique (ou de I'équation de degré moindre 4 laquelle
s satisfait) et on R(s) est de degré inférieur a f(s) (est
de degré n —1 au plus); et comme f(s) = o0, on a

F(s) = R(s) €. Q. F.D.

Il résulie de la que siv est le degré de ’équation de
degré minimum a laquelle s salisfait (v=rn, si s est
normale) et si l'on a

AgsV=l - Aysv—24 . .= o,

il faut que
Aoz‘-Al’:.-.:O.

S

’ . . S . .
Zoute fonction rationnelle —T; d’une substitution s

9 (

de degré n peut se mettre sous une forme entiere (de
degré n —1 au plus, d’aprés ce que 'on vient de voir).

En effet, soit f(s) = ol'équation caractéristique de s.
Il existe des polynomes 6(s) et w(s) tels que

0(s) Y(s)+w(s)f(5) =1,

ou comme f(s) = o, tels que
1

sy

v

0(s) =
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donc
¢ (s) 0(
=0(s)9(s). €. Q. F. D.
Y (s)
V1. — SuBSTITUTIONS DE DETERMINANT NUL.

Aux substitutions de déterminant nul ne correspondent
pas de changements de variables proprement dits, et il
n’y aurait pas lieu de les étudier si elles n’étaient pas de
précieux auxiliaires dans les calculs.

Cherchons d’abord dans quellés conditions le produit
de deux substitutions s ct ¢ peut étre nul.

Soit

s = So;;Tij, t =SB

En égalant le produit st a zéro, on a n® équations
telles que

(‘) lilﬁlj+“i232j+~~~+(l[ng/lj:0;

et si on considére les a;; comme des inconnues, plu-
sieurs cas peuvent se présenter.

1° On peut satisfaire 4 ’équation st = o en prenant
tous les o« nuls, c’est-a-dire en supposant s=o; et
Pon ne pourra y satisfaire autrement si le déterminant
B=2= P22 ..., Brn n'est pas nul.

2° Supposons B = o, sans autre condition entre
les B;;. Les équations (1) se parlageront en n groupes
dans lesquels les rapports de n — 1 inconnues a la nieme
seront déterminds; ces groupes seront

11y %1 ceen Apy,
212y, Aazy ... Apg,

ey ceey ceay ceey

¥

et comme pour chaque groupe les coefficients seront les



mémes, on aura

A1p %21 _%m

3T A9 An2
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