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AUX ABONNÉS DES « NOUVELLES ANNALES ». 

Par suite d'un changement intervenu dans l'état de 

la propriété des Nouvelles Annales de Mathématiques, 

nous nous trouvons appelés à prendre la direction de 

ce journal. 

Notre premier acte doit être un hommage public au 

fondateur de ce Recueil, nous avons nommé G E R O N O , et 

aux deux hommes de grand mérite auxquels nous suc-

cédons. C'est un vif regret pouir nous de ne plus voir, 

à la rédaction des Nouvelles Annales, M. ROUCHÉ et 

M . BRISSE dont nous eussions été fiers de pouvoir nous 

dire les modestes collaborateurs. Si, malgré nos in-

stances, ils en ont décidé autrement, nous espérons 

néanmoins que le public mathématique voudra bien 

accorder à la Rédaction nouvelle un peu de la faveur et 

de la sympathie que rencontrèrent nos devanciers. 

Lorsque les Nouvelles Annales furent fondées, 

en 1842, aucun autre Recueil périodique ne se trouvait 

à la disposition des candidats à l'Ecole Polytechnique 

et à l 'Ecole Normale supérieure. Depuis lors, plusieurs 

publications importantes ont paru, et toutes rendent 

d'incontestables services. Mais les candidats à la Licence 

et à l'Agrégation se trouvent, à l'heure actuelle, à peu 

près dans la même situation que celle des Elèves de 

Mathématiques spéciales avant 1842. Il faut dire aussi 

que l'élargissement des programmes a rendu peut-être 
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moins nette la ligne de démarcation qui séparait jadis 

ces différentes branches de l'Enseignement. 

Pour combler la lacune que nous venons de signaler, 

et désireux de créer un lien étroit entre l'Enseignement 

supérieur des Mathématiques et les Nouvelles Annales, 

nous nous sommes adressés à un certain nombre de 

professeurs dans les diverses Facultés des Sciences. O n 

en trouvera la liste d'autre part; tous ont bien voulu 

consentir à devenir les Correspondants de ce journal, à 

nous envoyer les énoncés des compositions données aux 

examens, des indications sur les solutions, et à nous 

aider de leur précieuse collaboration. Nous leur en ex-

primons ici toute notre reconnaissance. 

En nous attachant surtout à la préparation aux examens 

de Licence et aux concours d'Agrégation, notre but 

essentiel est donc d'être utile aux candidats et aux 

professeurs. 

Pour y parvenir, nous comptons accorder une 

préférence particulière aux questions qui concernent 

cette préparation, plutôt qu'à des Mémoires, d'un intérêt 

parfois considérable, mais qui peuvent, plus utilement, 

être insérés dans d'autres Recueils. 

Les Mathématiques spéciales occupent toujours une 

large place dans les concours. Dans ce Recueil, nous 

comptons leur en laisser une en rapport avec leur im-

portance, en nous efforçant toutefois de nous maintenir 

dans un ordre d'idées un peu élevé, pouvant intéresser 

à la fois les professeurs et l'élite des candidats à nos 

deux grandes Ecoles scientifiques : l 'École Polytech-

nique et l'École Normale. 

D'autre part, nous sommes persuadés, comme l'était 
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Gerono, qu'à tous les degrés de l'Enseignement mathé-

matique, un cours n'est véritablement bien assimilé et 

ne devient profitable que par de très nombreuses 

applications et grâce à de continuels exercices. Ceci nous 

engage à restituer aux questions des Nouvelles Annales 

l'importance qu'elles avaient jadis ; ces questions, comme 

autrefois, figureront dorénavant dans le corps même du 

journal. Il va sans dire que les solutions seront publiées 

le plus rapidement et le plus régulièrement possible. 

Tous les énoncés des compositions de Mathématiques 

des concours d'Agrégation et des examens de Licence 

seront reproduits à l'avenir par les Nouvelles Annales, 

le plus souvent avec l'indication sommaire des solutions ; 

et, chaque fois que l'intérêt de la question s'y prêtera, 

nous n'hésiterons même pas à publier une solution 

complète, avec tous les développements désirables. 

La Bibliographie et l'Histoire des Mathématiques 

conserveront dans ce Recueil la place qu'elles y ont 

occupée depuis l 'origine. 

Enfin, nous nous réservons d'étudier et de proposer 

à nos abonnés et à nos lecteurs toutes les améliorations 

qui nous paraîtront utiles et réalisables. Sur quelques-

unes d'entre elles, nous avons déjà des idées qui 

demandent à être mûries pour trouver leur formule 

définitive. Pour d'autres, nous comptons sur la collabo-

ration empressée de nos lecteurs. 

Cette collaboration, à aucun moment, n'a fait défaut 

à la rédaction des Nouvelles Annales; c'est une tradition 

qui ne sera pas abandonnée. A u public un peu restreint 

qui s'occupait autrefois des choses mathématiques sont 

venus s'ajouter aujourd'hui bien des éléments nouveaux ; 
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les candidats aux Ecoles spéciales, à la Licence et 

à l'Agrégation deviennent de plus en plus nombreux ; 

comme conséquence, il en est de même pour les 

professeurs. 

C'est à tous ceux-là que nous adressons notre appel ; 

et nous avons le ferme espoir qu'entre eux et nous 

s'établira de plus en plus un courant de mutuelle 

sympathie et d'aide réciproque qui ne pourra que 

profiter au développement et au progrès de la Science 

mathématique. 
C . - A . L A I S A N T , X . A N T O M À R I . 
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NOUVELLES ANNALES 
DE 

M A T H É M A T I Q U E S . 

[ V 9 ] L'ŒUVRE GÉOMÉTRIQUE DE SOPHUS LIE C); 

PAR M . FÉLIX K L E I N . 

(Tradu i t de l 'anglais par M. L . L A U G E L . ) 

Pour bien comprendre tout le génie mathématique de 

Sophus Lie, nous ne devons pas nous en tenir aux Vo-

lumes qu'il vient de publier récemment en collaboration 

avec le D r Engel, mais il faut encore étudier les pre-

miers Mémoires qu'il fit paraître pendant les premières 

années de sa carrière scientifique. C'est là que se révèle 

le grand géomètre qui a nom Sophus Lie; dans ses 

dernières publications, voyant qu'il était imparfaitement 

compris des mathématiciens, accoutumés plutôt au point 

de vue analytique, il a adopté un traitement très géné-

ral basé sur l 'Analyse seule et qu'il n'est pas, du reste, 

toujours aisé de suivre. 

Heureusement pour moi, j'eus l'avantage d'être 

initié de très près aux idées de Lie h une époque très 

( ' ) Extra i t de l 'Ouvrage : The Evanston Colloquium; Conférences 

sur les Mathémat iques faites du 28 août au 9 septembre i8g3 devant 

le Congrès des mathémat ic iens réunis à Chicago lors de l 'Exposit ion, 

par M. FÉLIX KLEIN, Professeur à Got t ingue ; recueillies par M. ALEX. 

ZIWET; Londres et New-York, Mac Mi l lan et C i e , 1894. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV. ( Janvier 1896.) i 
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primitive, lorsqu'elles étaient encore, comme disent les 

chimistes, « à l'état naissant », et par conséquent des 

plus capables de produire une énergique « réaction ». 

Aussi ai-je aujourd'hui en vue de vous entretenir 

surtout du Mémoire Sui* les complexes et en particulier 

les complexes de droites et de sphères et de leur appli-

cation ci la théorie des équations aux dérivées par-

tielles (Math. Annaleny t. V , 1872, p. 145-256). 

Avant de définir la place qu'occupe ce Mémoire dans 

le développement historique de la Géométrie, il faut 

dire quelques mots de deux grands géomètres d'une 

époque antérieure : Plùcher (1801-1868) et Monge 

(1746-1818). Le nom de Plùcher est familier à toute 

personne qui connaît un peu de Mathématiques, par ses 

formules relatives aux courbes algébriques. Mais ce qui 

aujourd'hui, pour nous, est de plus d'importance, c'est 

son idée généralisée de l'élément d'espace. La Géométrie 

ordinaire, où le point se présente comme élément, 

traite de l'espace comme ayant trois dimensions, confor-

mément aux trois constantes qui déterminent la position 

d'un point. Une transformation dualistique donne le 

plan comme élément. L'espace, en ce cas, a encore trois 

dimensions, car il se présente trois constantes indépen-

dantes entre elles dans l'équation d'un plan. Mais si 

l 'on choisit la droite comme élément d'espace, ce der-

nier doit être regardé comme quadri-dimensionnel, 

puisque quatre constantes indépendantes déterminent 

une ligne droite. Et encore, si l 'on prend comme élément 

d'espace une surface quadrique F 2 , l'espace aura neuf 

dimensions, car chaque élément de ce type exige neuf 

constantes pour sa détermination, les neuf constantes 

indépendantes entre elles de la surface du second 

ordre F 2 . En d'autres termes, l'espace contient oo9 qua-

driques. Cette conception des hyperespaces doit être 
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soigneusement distinguée de celle de Grassmann et 

autres. En effet, Plûcker rejetait toute autre conception 

d'espaces à plus de trois dimensions comme étant trop 

abstraite. Le travail de Monge, qui est ici d'importance 

capitale, est son Application de VAnalyse à la Géo-

métrie (1809, nouvelle édition, i85o). On sait qu'il y 

traite des équations différentielles aux dérivées partielles 

et totales des premier et second ordre et en fait l'appli-

cation à des questions géométriques telles que : courbure 

des surfaces, lignes de courbure, lignes géodésiques, etc. 

Le traitement des problèmes de la Géométrie au moyen 

de l 'Analyse infinitésimale est un caractère de cet 

Ouvrage; mais un autre trait, peut-être encore plus 

important, qui le caractérise, c'est la réciproque, c'est-

à-dire l'application de l'intuition géométrique à l 'Analyse. 

Or c'est là le caractère prédominant de l'oeuvre de 

Lie; et il en augmente la puissance et la fécondité en 

adoptant l'idée plùckérienne d'un élément d'espace gé-

néralisé et en étendant encore cette conception fonda-

mentale. 

Quelques exemples serviront mieux que tout à don-

ner une idée de la portée de l 'œuvre. Je choisis, comme 

je l'ai déjà fait autre part, la Géométrie des sphères de 

Lie (Kugel-Geometrie). 

Prenant l'équation de la splière sous la forme 

-s2 — — iCy — iDz -4- E = o, 

les coefficients B, C , D, E peuvent être regardés comme 

les coordonnées de la sphère, et l'espace ordinaire se 

présente alors comme une variété ( 4 ) à quatre dimen-

(') [Mannigfaltigkeit]. Variété. C'est la traduction adoptée en 

général. M . P O I N C A R É emploie aussi ce mot. Voir Analysis Situs 

( Journal de l'École Polytechnique, 2e série, Cahier I ) . 

Note du Traducteur. 
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sions. Quant au rayon R de la sphère, nous avons 

R2 = B2-F- C2-F- D 2 — E , 

relation qui lie la cinquième grandeur R aux quatre 

coordonnées B, C , D, E . 

Pour introduire des coordonnées homogènes, posons 

B = - > C = î , D = ~ » E = î , 
a a a et a 

alors a\h\c\d\e sont les cinq coordonnées homogènes 

de la sphère, et la sixième grandeur r leur est liée par 

l'entremise de l'équation quadratique homogène 

Maintenant, la Géométrie des sphères a été traitée 

d'après deux méthodes qui doivent être soigneusement 

distinguées l'une de l'autre. Dans la première, que nous 

pouvons désigner par Géométrie élémentaire des 

sphères, on emploie seulement les cinq quantités ¿z, c, 

î/, <?, tandis que dans l'autre, que je nommerai Géomé-

trie supérieure des sphères ou de Lie, on introduit 

encore la grandeur r. Et, dans ce dernier système, une 

sphère a six coordonnées homogènes a, c, î/, e, r qui 

sont liées entre elles par l'équation ( i ) . 

A un point de vue plus élevé, la distinction entre ces 

deux géométries, ainsi que leur caractère individuel, est 

mise en pleine lumière si l'on considère le groupe qui 

correspond à chacune d'elles. 

En ellet, tout système de géométrie est caractérisé 

par son groupe, au sens que j'ai exposé dans mon Pro-

gramme iVErlangen (Études comparatives sur les 

nouvelles recherches géométriques. Programme pré-

senté à la Faculté philosophique et au Sénat de l 'Uni-

versité du roi Frédéric-Alexandre à Erlançen. Deichert-
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Erlangen; 1872. Traduit en anglais par Haskell. 

Bulletin de la Société mathématique de New-York, 

t. II, 1893, p. 215-249). Ainsi, chaque système de 

géométrie ne s'occupe que de ces relations de l'espace 

qui restent inaltérées par toutes les transformations de 

son groupe. 

Par exemple, dans la géométrie ordinaire des sphères, 

le groupe est formé par toutes les substitutions linéaires 

des cinq quantités a, c, rf, e qui laissent inaltérée 

l'équation quadratique homogène 

( 2 ) — a e — o. 

Ceci fournit a>25~,5r=: cx>10 substitutions. En adoptant 

cette définition, nous obtenons des transformations 

ponctuelles d'un caractère simple. L'interprétation de 

l'équation (2) se traduit géométriquement en disant 

que le rayon est nul. Toute sphère de rayon zéro, c'est-

à-dire tout point, se transforme ainsi en un point. De 

plus la polaire 

ibb' -+- icc -h idd'— ae'— a e — o 

reste inaltérée par l'effet de la transformation, et l 'on a 

cette conséquence que les sphères orthogonales se trans-

forment en sphères orthogonales. Ainsi le groupe de la 

géométrie élémentaire des sphères est caractérisé comme 

groupe conforme, groupe que l'on sait être celui qui 

correspond à la transformation par inversion, c'est-

à-dire par rayons vecteurs réciproques, et qui est bien 

connu par ses applications en Physique mathématique. 

M. Darboux a grandement développé cette géomé-

trie élémentaire des sphères. Toute équation du second 

degré 

F (a , c, d, e) — o, 

adjointe à la relation (a) , représente une Punckt-flâche 
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(,surface ponctuelle) désignée par M. Darboux sous le 

nom de cyclide. Au point de vue de la Géométrie or-

dinaire projeetive, la cyclide est une surface du qua-

trième ordre, admettant une conique double spéciale, 

le cercle de l'infini. On trouvera une étude détaillée de 

ces cyclides dans le célèbre Ouvrage de M . Darboux : 

Leçons sur la théorie générale des surfaces et les ap-

plications géométriques du Calcul infinitésimal, et 

en d'autres Mémoires de cet illustre auteur (*). 

Comme les quadriques peuvent être regardées comme 

des cas particuliers de cyclides, il se présente aussi une 

méthode de généralisation des propriétés connues des 

quadriques en les étendant aux cyclides. Ainsi, M. Bâ-

cher, de l'Université de Harvard (États-Unis), dans 

sa dissertation (Sur les développements en série de la 

théorie du potentiel; Mémoire couronné; Gôttingue, 

Dietrich; 1891), a traité de l'extension d'un problème 

de la théorie du potentiel, relatif à un corps ayant pour 

limites des surfaces du second degré, cas bien connu, en 

considérant un corps limité par des cyclides. M. Bocher 

doit publier dans quelques mois un Ouvrage étendu sur 

le même sujet (*). 

Dans la Géométrie supérieure des sphères de Lief 

les six coordonnées homogènes a\b\c\d\e\r sont 

liées, comme nous l'avons déjà dit, par l'équation qua-

( ' ) En particulier, Sur une classe remarquable de courbes et 

surfaces algébriques et sur la théorie des imaginaires, 2e édition, 

189(3. Hcrmann, Paris. Présenté à l 'Académie des Sciences en 1869. 

Un Avant-propos de M. Darboux, dont il est superflu de signaler 

l'intérêt, est reproduit dans le Catalogue n° 48 (décembre 1895) de la 

librairie Hermann, 8, rue de la Sorbonne, Paris. 

Note du Traducteur. 

( 1 ) MAXIME BOCHER, Sur les développements en série dans la 

Théorie du potentiel. avec préface de Félix Klein. Leipzig, Teub-
n f r  : »**<)<• Note du Traducteur. 
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dratique homogène 

H- c2 -+- d* — r- — ae — o. 

Le groupe correspondant est le groupe de substitutions 

linéaires transformant cette équation en elle-même. 

Nous avons ainsi un groupe de oo36-24 = oo*5 substitu-

tions. Mais ceci n'est pas un groupe de transformations 

ponctuelles. En effet, une sphère de rayon zéro devient 

une sphère dont, en général, le rayon est différent de 

zéro. Car, si Ton pose, par exemple, 

B ' = B , C' = G, D ' = D , E ' = E , 

R ' = R —r~ const . , 

on voit que la transformation consiste en une simple 

dilatation, si l'on peut s'exprimer ainsi, de chaque 

sphère, un point devenant une sphère de rayon donné. 

La signification de ce fait que l'équation polaire 

i bb' -h icc -h 2 dd' — i r r — ae'— a e — o 

demeure invariante pour toute transformation du 

groupe se traduit tout simplement par cette importante 

circonstance que les sphères primitivement en contact 

demeurent encore en contact. Le groupe appartient 

donc à cette classe importante de transformations dites 

de contact que nous allons considérer plus loin avec 

quelque détail. 

Lorsque l'on étudie une géométrie spéciale, comme, 

par exemple, la géométrie des sphères de Lie, deux 

méthodes se présentent : 

i° Nous pouvons envisager des équations de divers 

degrés et étudier ce qu'elles représentent. En se livrant 

à ces recherches, lorsque Lie dut créer une terminologie 

relative aux diverses configurations ainsi obtenues, il 

fit usage des désignations introduites par Plucker dans 
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sa géométrie de la droite. Ainsi une seule équation 

F ( a , b, c , d, ey r) = o 

est dite représenter un complexe du premier, second, etc. 

ordre, suivant le degré de l'équation. Un complexe ren-

ferme donc oo8 sphères. Deux équations telles que 

FJ = o , F 2 = O 

représentent une congruence renfermant oo2 sphères. 

Trois équations 

FJ = O, F 2 = O , F 3 = O 

représentent un système de sphères, leur nombre 

étant oo1. 11 faut, du reste, ne pas oublier que, dans 

chaque cas, l'équation du second degré 

+ 7*2 — CL6 — O 

est sous-entendue combinée avec l'équation F =• o. 

11 est bon aussi d'observer que ces mots sont employés 

par d'autres auteurs dans ce que j 'ai nommé Géométrie 

élémentaire des sphères, où leur sens est alors naturelle-

ment di lièrent. 

2° Une autre méthode qui se présente lorsque l 'on 

étudie une nouvelle géométrie est la suivante : On se 

demandera comment les configurations ordinaires de la 

géométrie ponctuelle pourront être traitées à l'aide du 

nouveau système. Cette ligne de recherches a conduit 

Sophus Lie à des résultats du plus haut intérêt. 

Dans la Géométrie ordinaire, l 'on conçoit une sur-

fac e comme un lieu de points ; dans la Géométrie de Lie, 

la surface apparaît comme l'ensemble de toutes les 

sphères qui ont un contact avec la surface. Ceci donne 

une triple infinité de sphères, ou complexe de sphères 

F( a b. r. d. e* r) = o. 
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Ceci naturellement n'est pas un complexe général, 

car tout complexe n'est pas tel qu'il doive nécessaire-

ment avoir un contact avec une surface, et l'on a dé-

montré que la condition à remplir pour un complexe de 

sphères, lorsque toutes ses sphères doivent être tan-

gentes à une surface, est la suivante : 

/ÔJFy /àF\2 /¿F\2__ / ¿ F y dF àF _ 
\db) ^\dc) ^{dd) \dr) "dâ de ~~ 

Pour donner au moins un exemple relatif au déve-

loppement de cette belle théorie, je mentionnerai ici 

que, parmi le nombre infini de sphères tangentes à la 

surface en un point quelconque, il en est deux qui ont 

avec elle un contact stationnaire. Elles sont dites les 

sphères principales. Les lignes de courbure de la sur-

face peuvent être alors définies comme les courbes le 

long desquelles les sphères principales sont tangentes à 

la surface en deux points consécutifs. 

La Géométrie de la droite de Plücher peut être étu-

diée d'après les deux méthodes que nous venons d'indi-

quer. Dans cette géométrie, désignons alors par 

P\3» Pi4, p34} Pi21 P23 les six coordonnées habituelles 

homogènes avec p¿/s = — pt¿. Nous avons alors l'identité 

PnPu H- />13/>42 -+-PuP-LZ = o> 

et nous choisirons pour groupe les oo15 substitutions 

linéaires qui transforment cette équation en elle-même. 

Ce groupe correspond à l'ensemble total des collinéa-

tions(K ) et des inversions (ou transformations par rayons 

vecteurs réciproques); autrement dit, c'est le groupe 

projectif. La raison de ceci tient à ce fait que l 'équa-

( ' ) C'est le mot employé, en général, en Allemagne pour désigner 

les transformations homographiques. Note du traducteur. 
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tion polaire 

représente simplement l'intersection des deux droites 

p et p'. 

Maintenant, Lie a institué une comparaison du plus 

haut intérêt entre la géométrie plüekérienne de la droite 

et sa propre géométrie des sphères. Dans chacune de ces 

géométries, il se présente six coordonnées homogènes 

qui sont respectivement liées entre elles par une équa-

tion quadratique homogène. Le discriminant de chaque 

équation est différent de zéro. 11 s'ensuit que nous pou-

vons passer de l'une à l'autre de ces deux géométries au 

moyen de substitutions linéaires. 

Ainsi, pour transformer 

p 12Piv -i- / > 2 --Î-P[ \P*1 -= 
en 

¿>2 -i- c2 -T- tP — /-2 — ae = o, 

il su Hit de poser 

/>)2 = b -h ic, /? I 3=rf-Hr f pn=z—a, 

Pv+—b — ic, p^—d—r, e. 

Il résulte du caractère linéaire des substitutions que 

les équations polaires sont transformées de même l'une 

en l'autre; d'où ce merveilleux résultat : Deux sphères 

en contact correspondent à deux droites gui se 

coupent. 

Il n'est pas inutile de remarquer que les équations de 

transformation renferment l'unité imaginaire i ; et la loi, 

dite loi fiTinertie des formes quadratiques, nous indique 

immédiatement que cette introduction de l'imaginaire 

est non seulement inévitable, mais essentielle. 

Pour donner une idée de la portée de cette transfor-

mation de la géométrie de la droite en géométrie des 
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sphères et vice versa, considérons trois équations 

linéaires 
F I = o . F 2 = O , F 3 = o , 

les variables étant, soit des coordonnées de droites, soit 

des coordonnées de sphères. Dans le premier de ces deux 

cas, les trois équations représentent un système de 

droites, c'est-à-dire l 'un des deux systèmes de droites, 

génératrices d'un liyperboloïde à une nappe. On sait 

bien que chaque droite de l'un ou l'autre système coupe 

toutes les droites de l'autre système. Transformons en 

géométrie des sphères; nous obtenons un système de 

sphères correspondant à chaque système de droites, et 

chaque sphère de l 'un ou l'autre système est nécessaire-

ment tangente à toute sphère de l'autre système. Nous 

sommes en présence d'une configuration bien connue en 

Géométrie par d'autres études; en effet, toutes ces 

sphères sont l'enveloppe d'une surface célèbre sous le 

nom de cyclide de Dupin. Nous avons ainsi trouvé une 

corrélation bien remarquable entre la cyclide de Dupin 

et l'hyperboloïde à une nappe. 

L'exemple peut-être le plus frappant de la fécondité 

de ces recherches de Lie est celui de sa belle découverte 

qu'à l'aide de cette transformation les lignes de cour-

bure d'une surface sont transformées en lignes asym-

ptotiques de la surface transformée, et réciproquement. 

Ceci se reconnaît immédiatement lorsque l'on prend la 

définition donnée ci-dessus pour les lignes de courbure, 

et que l'on traduit alors cette définition mot à mot 

dans le langage de la géométrie de la droite. Ainsi se 

trouve démontré que deux problèmes de Géométrie infi-

nitésimale, longtemps regardés comme complètement 

distincts, sont au fond identiques. C'est là certainement 

une des plus élégantes contributions qui aient été faites 

de notre temps à la Géométrie différentielle. 
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La distinction entre les fonctions analytiques et les 

fonctions algébriques, si importante en pure Analyse, se 

présente encore dans le traitement géométrique. 

Les fondions analytiques sont celles que l'on peut 

représenter par des séries de puissances qui convergent 

dans une certaine région ayant pour contour la circon-

férence du cercle dit de convergence. En dehors de 

cette région, la fonction analytique n'est pas regardée 

comme donnée a priori; son prolongement dans des ré-

gions plus étendues est un sujet de recherches spéciales 

et peut conduire à des résultats tout différents, selon le 

cas particulier envisagé. 

D'autre part, une fonction algébrique = alg. (z) 

est supposée connue dans tout le plan de la variable 

complexe et possède un nombre fini de valeurs pour 

chaque valeur de 

De même en Géométrie, nous pouvons réserver toute 

notre attention «à une portion limitée de courbe analy-

tique ou de surface, par exemple en nous occupant de 

la construction de la tangente, de l'évaluation de la 

courbure, etc. ; ou bien nous pouvons envisager l 'en-

semble total des courbes algébriques et des surfaces 

dans l'espace. 

Presque toutes les applications du Calcul différentiel 

et intégral à la Géométrie appartiennent à la première 

branche ci-dessus de la Géométrie, et comme c'est prin-

cipalement là ce qui m'occupera aujourd'hui, il n'est 

pas besoin de nous limiter strictement aux fonctions 

algébriques, mais nous pourrons employer des fonctions 

analytiques plus générales; toujours, bien entendu, en 

nous limitant à des portions finies de l'espace. J'ai cru 

bon de dire ceci une fois pour toutes, car il me semble 

qu'aux États-Unis l'unique considération des courbes 

algébriques est peut-être trop prédominante. 
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Dans la dernière Conférence, nous avons examiné la 

possibilité d'introduire de nouveaux éléments d'espace. 

Aujourd'hui encore, nous emploierons un nouvel élé-

ment; cet élément consiste en une portion infinitési-

male de surface (ou mieux de son plan tangent). C'est 

ce que l'on nomme, et la désignation n'est pas très 

juste, un élément, de surface (Flachen-element) et l'on 

peut le comparer par exemple à une écaille de poisson 

infiniment petite. A un point de vue plus abstrait, on 

peut le définir tout simplement comme la combinaison 

d'un plan et d'un point situé sur ce plan. 

Comme l'équation d'un plan passant par un point 

(a?,y, z) peut s'écrire sous la forme 

z'— z = p(x' — x) q(/ — y)> 

xf, yfy z' désignant les coordonnées courantes, nous 

aurons x, y, z, p, q comme coordonnées de notre élé-

ment de surface, en sorte que l'espace se présente comme 

une variété à cinq dimensions. Si l'on emploie les coor-

données homogènes, le point (x^, x2, xh ) et le plan 

( a , , u2 , «¿3, u,t) passant par ce point sont liés par la re-

lation 
Xx Ui x.2 U2 -h a?3 Uz •+ u^ = o, 

qui exprime leur position corrélative, et le nombre de 

constantes indépendantes entre elles est 3 H- 3 — i = 5. 

Examinons alors comment la Géométrie ordinaire se 

présente dans cette représentation. Un point étant le 

lieu de tous les éléments de surface qui passent par le-

dit point est représenté comme une variété à deux di-

mensions; disons, pour abréger le langage, une M 2 . Une 

courbe est représentée par la totalité de ces éléments de 

surface, qui ont leur point sur la courbe et dont le 

plan contient la tangente. Ces éléments forment encore 

une M2 . Enfin, une surface est donnée par ces éléments 
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de surface, qui ont leurs points sur la surface et dont le 

plan coïncide avec le plan tangent à la surface. Ceux-ci 

forment encore une M2 . 

Bien plus, toutes ces M2 ont une bien importante 

propriété en commun. Deux éléments de surface consé-

cutifs, qui appartiennent aux mêmes point, courbe ou 

surface respectivement, satisfont toujours à la condition 

dz — p dx — q dy = o, 

cas simple d'une relation dite de Pfafj) et réciproque-

ment, si deux éléments de surface satisfont à cette con-

dition, ils appartiennent aux mêmes point, courbe ou 

surface, selon les cas. 

Nous avons ainsi ce résultat du plus haut intérêt que, 

dans la géométrie des éléments de surface, les points, 

aussi bien que les courbes et les surfaces, sont tous 

comme réunis en un tout ensemble, tous étant repré-

sentés par les variétés à deux dimensions qui jouissent 

de la propriété susdite. Cette définition est d'autant plus 

importante, qu'il n'existe pas d'autre M2 jouissant de 

cette propriété. 

Passons maintenant à ce type très général de trans-

formations, auquel Lie a donné le nom de transfor-

mations de contact. Ce sout les transformations qui 

changent notre élément (x,y,z,p,q) en (jcf,y\z\ 

//, q') par l'effet de substitutions : 

x' — 4> ( x, y, z, p, q ), 

y'= z%p,q), 

P = 

qui transforment en elle-même l'équation différentielle 
linéaire tie Pfaff 

dz — p dx — q dv — o. 
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La traduction géométrique de ceci, c'est que , par 

l'effet de la transformation, toute M 2 ayant la propriété 

donnée est transformée en une Mo qui en jouit égale-

ment. Ainsi, par exemple, une surface se transforme, 

en général, en une surface et, dans des cas spéciaux, en 

un point ou en une courbe. De plus, considérons deux 

variétés M2 ayant entre elles un contact, autrement dit 

ayant un élément de surface en commun; ces M2 sont 

changées par la transformation en deux autres M 2 , qui 

ont aussi entre elles un contact. On comprend bien, 

par cet exemple, pourquoi Lie a choisi la désignation, 

classique aujourd'hui, de transformation de contact. 

Lesdites transformations sont d'une telle importance 

et se présentent si fréquemment, que des cas particuliers 

avaient déjà, il y a bien longtemps, attiré l'attention des 

géomètres, mais ce n'était pas sous cette désignation 

naturellement, ni même à ce point de vue relatif au 

contact, en sorte que leur véritable et profonde portée 

restait ignorée. 

J'ai donné de nombreux exemples de transformations 

de contact dans mon Cours lithographie de Géométrie 

supérieure, professé à Gôttingue, pendant le semestre 

d'hiver de 1892-1893. 

Ainsi, l'on en rencontre encore un intéressant exemple 

dans le domaine à deux dimensions, relativement au 

problème des engrenages de roues dentées. Le profil de 

la dent d'une roue est donné, on demande de trouver 

le profil de l'autre. J'ai exposé ceci dans une conférence 

faite à l 'Exposition de Chicago, en employant des mo-

dèles, envoyés à l'Exposition par les Universités alle-

mandes. 

Je citerai encore un autre exemple, que Ton ren-

contre dans la théorie des perturbations en Astronomie. 

La méthode de la variation des paramètres, exposée par 
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Lagrange dans le Problème des trois corps, est équiva-

lente à une transformation de contact dans un espace à 

dimensions supérieures. 

Le groupe de substitutions, traité dans la pre-

mière partie de cette conférence, est aussi un groupe 

de transformations de contact, les collinéations et les 

inversions (transformation par rayons vecteurs réci-

proques) ayant toutes deux ce caractère. Les inversions 

donnent le premier exemple bien connu de la transfor-

mation d'un point en un plan (c'est-à-dire une surface) 

et d'une courbe en une développable (aussi une surface). 

Ces transformations de courbes doivent être considérées 

ici comme transformant les éléments des points ou 

courbes en les éléments de la surface. 

Finalement nous avons des exemples de transforma-

tions de contact non seulement dans les transformations 

des sphères discutées dans la première Partie de cette 

conférence, mais encore dans la transition générale qui 

nous conduit de la géométrie pliickérienne des droites à 

la géométrie des sphères de Lie. 

Considérons ce dernier cas avec quelque détail. 

En premier lieu, deux lignes droites qui se coupent 

ont évidemment un élément de surface en commun, et, 

comme les deux sphères correspondantes doivent aussi 

avoir un élément de surface en commun, elles auront 

un contact, ce qui est effectivement le cas dans notre 

transformation. Il sera maintenant intéressant de con-

sidérer de plus près la corrélation entre les éléments de 

surface d'une droite et ceux d'une sphère, bien qu'elle 

soit donnée par des formules où entre l'imaginaire. 

Prenons, par exemple, la totalité des éléments de sur-

face appartenant à une circonférence sur l'une des 

sphères ; nous pouvons la désigner sous le nom de 

système circulaire d'éléments. Dans la géométrie de la 
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droite, à ceci correspond le système d'éléments de sur-

face situés le long d'une génératrice d'une surface 

gauche, et ainsi de suite. Le théorème relatif à la trans-

formation des lignes de courbure en lignes asympto-

tirjues devient maintenant pour ainsi dire évident par 

lui-même. Au lieu de la ligne de courbure d'une surface 

nous devons ici considérer les éléments correspondants 

de la surface que nous pourrons nommer système de 

courbure. D'une façon similaire, une ligne asympto-

tique est remplacée parles éléments de la surface situés 

le long de cette ligne-, nous pourrons les nommer 

système oscillateur. 

La correspondance entre les deux systèmes saute aux 

yeux si l'on réfléchit à ce fait que deux éléments consé-

cutifs d'un système de courbure appartiennent à une 

même sphère tandis que deux éléments consécutifs 

d'un système oscillateur appartiennent à une même 

droite. 

Une des plus merveilleuses applications des transfor-

mations de contact se trouve dans la Théorie des équa-

tions aux dérivées partielles. Je m'en tiendrai ici à 

celles du premier ordre. A ces nouveaux points de vue 

cette théorie prend un degré de profondeur inconnue 

auparavant et la véritable signification des mots solu-

tion\y solutions générale; complète, singulière, intro-

duits par Lagrange et Monge, devient extrêmement 

claire. 

Considérons l'équation aux dérivées partielles du 

premier ordre 
y ) ~ o. 

Dans l'ancienne théorie classique 011 fait une distinc-

tion suivant la manière dont p et q se présentent dans 

l'équation. Ainsi, lorsque p et q y entrent au premier 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV. (Janvier 1896.) 2 
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degré, l'équation est dite linéaire ; si p et q tous deux 

étaient absents, Ton ne regarderait pas l'équation 

comme étant une équation différentielle. Au point de 

vue de la nouvelle géométrie de Lie, ces distinctions 

disparaissent complètement, comme nous allons le voir. 

Le nombre de tous les éléments de surface, dans tout 

l'espace, est évidemment oo5. 

Ecrire notre équation différentielle, c'est mettre à 

part, prendre, parmi ces éléments, une variété à 4 di-

mensions M/, de go* éléments. 

Or, trouver une solution de l 'équation au sens de Liey 

c'est prendre encore dans cette M4 et mettre à part une 

variété M2 jouissant de la propriété caractéristique ; que 

cette M2 soit point, courbe ou surface, c'est là chose 

indifférente. 

Ce que Lagrange nomme trouver une solution com-

plète consiste à partager l'Ai', en oc2 variétés M2. Ceci 

naturellement peut être pratiqué d'un nombre infini de 

manières. Enfin, si dans ces oc2 variétés M2 nous pre-

nons un système simplement infini, l'enveloppe de ce 

système représente ce que Lagrange nomme solution 

générale. Ces définitions sont valables d'une manière 

toute générale pour toutes les équations aux dérivées 

partielles du premier ordre, sous leurs formes même les 

plus particulières. 

INous allons faire voir par un exemple en quel sens 

une équation , = o peut être regardée comme 

une telle équation et ce que l'on entend par les solu-

tions diverses. Prenons le cas tout spécial z = o. Tandis 

que, dans le système habituel de coordonnées, celte 

expression représente tous les points du plan des x, y; 

dans le système de IJe, elle représente naturellement 

tous les éléments (de surface) dont les points font partie 

du plan, llien de plus simple que d'assigner une soin-
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tion complète dans ce cas. Nous n'avons qu'à prendre 

les oo2 points du plan eux-mêmes, chaque point étant 

une M2 relative à l 'équation. 

Pour déduire de ceci la solution générale, nous 

devons prendre tous les systèmes en nombre simplement 

infini de points du plan, autrement dit une courbe 

quelconque, et former alors l'enveloppe des éléments 

de surface appartenant aux points; en d'autres termes 

encore, nous devons prendre les éléments qui ont un 

contact avec la courbe. En dernier lieu, c'est évidem-

ment le plan lui-même qui représente une solution sin-

gulière. 

Or, l'immense importance et l'intérêt capital de ce 

simple exemple tiennent à cette circonstance qu'à l'aide 

d'une transformation de contact, toute équation aux 

dérivées partielles du premier ordre peut être mise sous 

cette forme particulière si simple, z = o. Ainsi, toute la 

disposition des solutions que nous venons d'esquisser à 

grands traits reste valable et légitime d'une manière 

toute générale. 

A l'aide de la grande théorie de Lie on a donc 

obtenu une vue nouvelle, claire et pénétrante, de la 

signification de problèmes regardés depuis bien long-

temps comme classiques, et en même temps une im-

mense multitude de problèmes nouveaux ont pris nais-

sance et y trouvent leur solution. 

Je ne puis ici que mentionner que iÂe a fait encore 

beaucoup en appliquant des principes similaires aux 

équations aux dérivées partielles du second ordre. 

Au moment actuel, Lie est surtout célèbre par sa 

Théorie des groupes continus de transformations et, à 

première vue, il pourrait sembler qu'il n'y a que peu de 

rapports entre cette théorie et les considérations géo-

métriques qui ont fait l 'objet de ces deux conférences. 
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Je crois désirable d'attirer votre attention cependant 

sur ce fait qu'il y a corrélation entre ces études. 

Dès ses débuts, le but final qiC a poursuivi avec tant 

de succès Sophus Lie a été le progrès dans la théorie 

des équations différentielles (*) ; et nous pouvons 

regarder aussi bien à ce point de vue les développe-

ments géométriques que nous avons indiqués que la 

théorie des groupes continus. 

Pour plus de détails sur les sujets de ces conférences, 

je renverrai à mon Cours déjà cité : Géométrie supérieure 

( Goltingue, i8y>-()3). Q u a n t a la théorie des éléments 

de surface, elle est développée d'une manière complète 

dans le second Volume de la Théorie des groupes de 

transformation de LAe et Engel (Leipzig, Teubner; 

1890). 

[M 5 h ] SUR LE THÉORÈME DE SALMOX ; 

PAR M . E . G O U R S A T , 

.Maitre de Conférences à l'Ecole Normale supérieure 

1. Je rappellerai d'abord quelques propriétés bien 

connues des courbes du troisième ordre. 

1. Toutes les courbes du troisième ordre qui passent 

par huit jyoints fixes vont passer par un neuvième 

point fixe ( SALMON , Courbes planes, p. A.-I). 

De ce théorème 011 déduit, comme cas particulier, 

que, si A, B, C sont les points d'intersection d'une 

( l ) Voir M . C O U R S Â T , Équations aux dérivées partielles du 

premier ordre, où sont exposées ces théories. Paris, Hermann . 
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cubique avec une droite À, A', B', C ; les points d'inter-

section de la même cubique avec une seconde droite A', 

les trois droites A A ' , BB', C C ; rencontrent respective-

ment la cubique en trois points A/;, B", C", qui sont 

aussi en ligne droite. En effet, parmi les cubiques 

passant par les huit points A , B, C, A', B', G', A", B", 

on a, d'une part, le système des trois droites A, A', A/rB", 

d'autre part le système des trois droites A A 'A" , BB'B", 

CC'. Ces deux cubiques ont un neuvième point commun, 

qui est le point d'intersection des deux droites CC', A" B" 5 

il coïncide donc avec le point C". 

Si la droite A' vient se confondre avec la droite A, les 

points A', B', C' viennent respectivement aux points A , 

B, C et les points A", B", C" deviennent les tangentiels 

des points A, B, C (011 appelle tangentiel d'un point A 

de la cubique le second point de rencontre de la tan-

gente en A avec cette courbe). On a donc la proposi-

tion suivante : 

IJ. Les tangentiels de trois points en ligne droite 

sont eux-mêmes en ligne droite. 

2. Cela posé, soient A et A7 deux points quelconques 

d'une courbe du troisième ordre, n'ayant pas de point 

double; par chacun de ces points on peut mener quatre 

tangentes à la cubique, non compris celle qui a son 

point de contact au point lui-même. Soient P, Q, R, S 

les points de contact des tangentes issues du point A , 

P', Q ' , R', S' les points de contact des tangentes issues 

du point A ' ; nous voulons démontrer que le rapport 

anharmonique des quatre droites A P , A Q , AR, AS est 

le même que celui des quatre droites A'P' , A ' Q ' , A'R' , 

A S', prises dans un certain ordre. 

La droite A A ' rencontre la cubique en un troisième 
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point A"; soit B le point de contact d'une tangente issue 

du point A'7. La droite PB rencontre la cubique en un 

point Pi et, d'après la proposition II, les tangentiels 

des trois points P, B, Pi doivent être en ligne droite; 

le point P« est donc un des quatre points P', Q 7 , B/, S7. 

On peut évidemment supposer que c'est le point P', 

puisque cela revient à un changement de notation; nous 

appellerons de même R7, S7, T7 les points de rencontre 

avec la cubique des droites BQ, BR, BS respectivement. 

Considérons maintenant une sécante quelconque 

/YMLNÎ, issue du point A , qui rencontre la cubique en 

deux autres points M et N ; la droite BM rencontre la 

cubique en un troisième point M' et la droite BN 

en un troisième point ]NT/. Il résulte de la proposition 

générale rappelée plus liaut que les trois points A' , 

\r , JV sont en ligne droite. 11 suffit de supposer que 

la droite A est la droite A M N , et que la droite A' est 

la droite A/7B, qui a deux de ses points de rencontre 

avec la cubique confondus au point B. A toute sécante 

issue du point A il correspond donc une sécante, et une 

seule, issue du point A1, et réciproquement ; par suite, 

il y a une relation liomographique entre les coefficients 

angulaires de ces deux droites. O r , lorsque la sécante 

issue du point A devient tangente, il en est de même de 

la sécante issue du point A7. Le rapport anharmonique 

des quatre tangentes issues du point A'est donc égal au 

rapport anharmonique des quatre tangentes issues du 

point A. 

ERRATA AUX TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON. 

Pajîc log. 19934, au lieu de 4,2995945, lisez 4,2995945. 
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[B3d] SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES ; 

PAR M. H. LAURENT, 

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique. 

Dans la quatrième Partie de mon Algèbre, j'ai fait 

connaître une classe intéressante de polynomes et j'ai 

montré leur importance dans la théorie de l'élimination. 

Je vais montrer qu'ils peuvent servir à calculer les so-

lutions communes à plusieurs équations algébriques. 

Désignons par f \ , /2 , . . . , f n des polynomes entiers 

de degré m en x{, x2: • • • ? •*'// î soient 

lt a21, • « < 

alpi> a2|j.« 3/IJ;.« 

les [JI = mn solutions, supposées finies et distinctes, des 

équations 

.A = O, f2= o, fn— o; 

désignons, une fois pour toutes, par G/ ou par H/y ce 

(pie devient G ou H/ quand on remplace xt, . . 

par a,y, a2y-, . . . dans G ou dans H/. 

Les fonctions j\, . . . peuvent se mettre sous les 

formes 

fx = (*i ~ ai/) P(i/l H- O 2 - *,/) Pl': 

= - Œll-)Q(/>h- «2/)Qi/ 

et cela d'une infinité de manières, les P, Q , 

gnant des polynomes entiers; j'ai posé 

dési-

P t P2 

Qi Qi 

p;, 
Q» 
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D désignant le déterminant '" '{ ."^y e t l o n P e u î 

supposer que D¿5/ ne change pas quand on permute x{ 

et aw-, x2 et a2¿-, . . . . 

J'ai montré que : i" 

> , t >• T. 
;i -r Ç2 -- • • • ÇIX — 1 ? 

Que si F était de degré inférieur ci m, on avait 

ç/ ///// flwec les f^ excepté pour x{ — a/, 

jr2 = ^2/» • • - qu'alors il était égal ci i. 

Les fonctions S* sont susceptibles de prendre une 

forme remarquable et qui les rend particulièrement 

utiles. 

Désignons par s , , . . des polynomes entiers 

en J*i , .r2, . . .. x„ de degré m; on pourra poser 

• • <rn ) — '¿„(xa, •.•>*«/) 
= ( .rt — a,/ ) cp¿ -4- ( .r2 — a2/ ) e;,. . ., 

et et la de bien des manières, les désignant des poly-

nomes entiers. Je poserai 

et je supposerai, ce qui est permis, les 'J1 choisis de telle 

sorte (pie TÏÏ/ ne change pas quand on permute, à la 

fois, .r, cl .r2 et a2/, . . . . 

Je considère alors le déterminant symétrique 

TTT( i 777,., - • • ' 

(0o 1 . . TtTou. I ~ 

II est une fonction symétrique des solutions de ( i ) ; c'est 
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une fonction entière des coefficients des / qui s'annule 

en même temps que D, D^. . . D ^ qui est une fonction 

entière des coefficients des f . Done II est divisible par 

D, Do. . .Djx, mais II et I), D.». . .D^ étaut de mêmes 

degrés, on a 

N = D 1D, . . .D ; ( .C , 

C désignant une quantité indépendante des a/y. On peut 

donc, si l'on veut, pour déterminer C, prendre pour les 

a/y, les solutions de 

(>) »1 = 0, <P2=0, . 'f/i=0. 

Mais alors, en posant 

'̂l, • • • , Xn ) ' 

~ devient égal à la fonction £/ relative aux fonctions z> 
A / 4 1 

et l'on a ^ — o ou i , suivant que i = j ou que ? en 

sorte que 
IL = A I , A 2 , A ; J , 

et l'on a 

et comme D lie diffère de A que par une constante, C 

est lui-même constant et indépendant des y. 

Les fonctions ^ jouissent des propriétés suivantes : 

elles sont, comme les £/, linéairement indépendantes, au 

moins en général, car elles se réduisent aux Ç dans le 

cas particulier où z>{ = :p2=/2> . . . . Si l 'on désigne 

par G un polynotne entier et par G/ sa valeur pour 
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sera un polynome de degré égal au degré de G, pourvu 

que le degré de G ne dépasse pas m — i , et à chaque 

forni e de G correspondra une forme différente de F , 

puisque les sont linéairement indépendants. Or, si 

l'on pose 

P, 
OP d? 

P/ = TjJj -h TÜ9 -T- . . . , 
OUJ/j " Ö77T/2 

on aura 
777̂ .— Çi TTTjĵ i H- Ço T5T|j 2 -î— . . .-f-

G G. 

multiplions ces formules par , g», • et ajoutons-

les ; nous aurons 

F, désignant la valeur de F pour ¿r, = a x 2 = ou,-, . . .: 

les ç sont donc indépendants des coefficients des s ; sup-

posons <p0 de degré /?/. Posons 

0/ = 

°0 ?,) 

?t ?i 

cp'0/- étant détini comme -, O n aura 

0/= TÏT/Ço-f-TÏT '̂cpt-l-.. . + ©|',)Ç)/„ 

les tît^ étant des fonctions analogues aux w,-. On aura 

évidemment 

0/— O0(nT,-, S, -4- 7ÏT/2 £:»-+-. . .) "4~ O I ( ET'-̂  ^ ~h . . .) -4". . 

c'est-à-dire, en appelant 9/y la valeur de pour j , = /, 
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Il est facile de conclure de là que 

6 = 2 ± ô n , 6-22, .. •, Oaa 

est le premier membre de la résultante de 

O0 = Oj — . . . = cp 7 = o. 

En effet, si dans (7) on remplace les x par les solu-

tions de z>{ — o, <p2 = o, • • • • 'f// " O et si l'on désigne 

par la valeur de quand x{, x2y . . . sont l'une des 

solutions des équations en question, les équations (3) 

montrent que 

(4) s ± e i , 0 2 , . . o j i = = e x , 

X désignant le déterminant 2 dz , . . . , où dé-

signe la valeur que prend ^ pour une solution de 

cp! = o, . . . <p„ — o; mais SdzOJ, 8*, . . . est égal à 

'fou 'fo2? • • <?0{A5 H? H désignant un certain facteur 

indépendant de <p0. Si dans (4) on suppose <p0= 1, elle 

devient 

(5) H = I IX ; 

de (4) et de (5) on tire 

901 ? ÔSî • • • î — f ï ' 

et comme II est indépendant de y, 0 = o est la résul-

tante des équations ( 5 ) , ce que l 'on savait. 

Les équations (3) ou 9, = Q2 = . . . = o s e réduisent 

À JJL — 1 distinctes quand © = o; en leur adjoignant 

1 = 

elles déterminent ^ , £2, • ' • pour la solution commune 

et une fonction de degré m — 1 au plus G ( x x 2 , . . . ) 
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de cette solution sera donnée par la formule 

G = G] H -F- G212 -+-.•• -T- G P. ÇJJL-

DISCUSSION . — Si 6 est nul ainsi que ses mineurs 

d'ordre p, les équations (3) se réduisent à JJI — p — 1 

distinctes seulement; les £ d'une solution ne sont 

plus déterminés; cela tient à ce que les équations 

— = . . . = o ont p -+- 1 solutions communes ; on 

trouvera, par exemple, les x { de ces solutions en posant 

X 1 - a j i Kl - ' ' ' ' y- [ (j ?{JL> 

« - Si ' 

011 éliminera les Ç entre les équations auxquelles se 

réduisent (3) (où l'on fera = 82 = . . . = o) et les 

éipiations précédentes, et l'on aura une équation du degré 

p -h 1 pour déterminer les diverses valeurs de x K . 

En particulier, si tous les 9/y étaient nuls, les équa-

tions — cp, — . . , = o auraient [ji solutions communes. 

E11 résumé, la condition nécessaire et suffisante pour 

que les équations en question aient p -4- 1 solutions 

communes est que les 

óre 
dl)¡j di)u . . . 

soient tous nuls. Ces conditions, bien entendu, 11e sont 

pas toutes distinctes. 

J'ai déjà montré (loc. cit.) que l'on pouvait lire, sur 

l'équation 6 = 0, les principales propriétés de la résul-

tante; je 11e reviendrai donc pas ici sur ce point. 

Les raisonnements qui précèdent manquent peut être 

de rigueur, mais les résultats sont très probablement 

exacts. 
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LICENCE ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESS ION DE JU ILLET 1895. - COMPOS IT IONS . 

Paris. 

ANALYSE . — L Les points d'an pian étant rapportés 

à deux axes rectangulaires Ox, Oj', on donne les 

relations 

( x — ( u:-+- V ) cos v — V ' s i n p, 
(lì ' 

( y = ( u -t- V ) sin v -h V cos v, 

ou u et v désignent deux paramètres variables, V une 

fonction de v, et: V sa dérivée. 

Férijier que les droites v = const, sont normales aux 

courbes u = const. 

Démontrer que, pour obtenir toutes les surfaces dont 

les lignes de courbure se projettent, orthogonalement 

sur le plan xOj suivant les droites v — const, et sui-

vant les courbes u = const., il suffit d'associer aux for-

mules (1) une relation de la forme z = U , ou U est une 

fonction arbitraire du seul paramètre u. 

Pour vérifier que les droites v == const, sont normales 

aux courbes u = const., il suftit de vérifier qu'on a la 

relation 
O.r ùx à y ôy 
du ôv du dv 

ce qui n'offre aucune difficulté. 

Pour obtenir toutes les surfaces dont les projections 

orthogonales des lignes de courbure sur le plan xOy 

sont les droites v = const, et les courbes u = const., on 
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observe que les ligues de courbure d'une famille ont 

leurs tangentes parallèles au plan xOy, et sont, dès 

lors, dans des plans parallèles au plan x O y . Il en 

résulte qu'elles se projettent suivant les courbes 

a = const., et que, le long de chacune de ces courbes, 

z conserve une valeur constante. On achève alors faci-

lement la solution. 

Les surfaces cherchées sont d'ailleurs des surfaces 

moulures. 

II. — Trouver la valeur de l'intégrale 

I dz» 

prise dans le sens direct le long d'un cercle décrit de 

l'origine comme centre avec un rayon supérieur <i 

unité. 

On part des identités 

On intègre, on retranche membre à membre, et l'on 

fait décrire au point z le cercle indiqué dans l'énoncé. 

On trouve ainsi que la valeur de l'intégrale considérée 

est —— • 

I I I . — ( E L È V E S DE L ' E C O L E N O R M A L E ) . — Etudier la 

surface 
A <?-*"-+- BC.V+ Cez = D. 

i° Former léquation des courbes C le long des-

quelles cette surface touche un cylindre circonscrit. 

Montrer que ces courbes se répartissent en une in fi-
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nité de familles, de telle façon que l une de ces fa-

milles se compose d'une infinité de courbes toutes 

égales entre elles et semblablement orientées. 

20 Déduire de Ici que l'on peut, d'une infinité de 

manières, exprimer les coordonnées d'un point de la 

suif ace en fonction de deux paramètres t et u sous la 

forme suivante : 

3° Montrer que par chique point de la surface 

passent deux courbes C de chaque famille et que les 

tangentes à ces deux courbes sont des diamètres con-

jugués de Vindicatrice. 

4° Démontrer que les lignes asjmptotiq ues ne sont 

autre chose que les enveloppes des courbes C d'une 

même famille. 

5° Montrer que le lieu des milieux des cordes 

d'une des lignes asymptotiques est la surface elle-

même. 

La première partie seule présente quelque difficulté. 

Pour la résoudre, on observe d'abord qu'en déplaçant 

les axes parallèlement à eux-mêmes, on peut ramener 

l'équation de la surface à la forme 

(1) c.v-t- e z = i. 

Si l'on appelle alors a, ¡3, y les paramètres directeurs 

de la direction des génératrices d'un premier cylindre 

circonscrit, la courbe de contact de ce cylindre est 

définie par l'équation (i) et par l'équation 

( 2 ) A ^ - R $EY-H — O. 

De même, la courbe de contact d'un second cylindre 
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dont les paramètres directeurs des génératrices sont 

a', ¡3', y' est définie par l'équation (ï) et par l'équation 

( 3 ) ot'ex-~ ey'H- X e Z ~ 

Pour que les deux courbes soient égales et sembla-

blement orientées, il faut qu'on puisse les faire 

coïncider en déplaçant l 'une d'elles parallèlement à 

elle-même. Si donc rt, £ sont trois constantes conve-

nablement choisies, il faut que les deux systèmes 

( e-T-h e>'-h ez = 

( ae-T^r- $ eï -f- y ez — o ; 

i eJ-'i-f i, 

soient équivalents. 

Ces deux systèmes sont linéaires par rapport à 

c v , et, si l'on exprime qu'ils sont équivalents, on 

obtient, après l'élimination de ç, rn 

i 1 _ I ï i i 

~ ? " ? ~~ = 7 _ ? ! 

de sorte que si l'on appelle u la valeui' commune des 

trois diilérences qui figurent dans ces égalités, u.:i 

trois constantes, on a 

i i r 
OC - ï p — •> Y " 

II r- If i II H- fi > u »-• u A 

Il en résulte que les directions qui correspondent à 

des courbes égales et semblablement orientées sont les 

génératrices d'un cône du second degré représenté par 

l'équation 

( "2 - - it-¿ -+- ( " 3 — ) z r -4- ( u i — u2 ) xy = o. 

Comme ce cône dépend de deux constantes arbi-



( 33 ) 

traires, on voit qu'il existe deux familles de courbes 

égales et semblablement orientées. 

M É C A N I Q U E . — I . Une havre pesante homogène A A ' 

a ses deux extrémités assujetties à glisser sans frotte-

ment sur une hélice tracée sur un cy lindre circulaire 

droit fixe dont taxe est vertical. On propose : 

i° De trouver le mouvement de la barre sur l'hélice 

et les réactions de la courbe sur les deux extrémités de 

la barre; 

2° En considérant le point C , situé sur Vaxe du 

cylindre à égale distance de A et de h!, comme inva-

riablement lié à la barre, de déterminer pour une 

époque quelconque, dans le plan A C A ' , le point dont 

la vitesse est perpendiculaire à ce plan. 

Chaque point de la barre décrit une hélice d'un mou-

vement uniformément varié, comme on peut le consta-

ter aisément par l'application du théorème des forces 

vives. 

Le calcul des réactions se fait en appliquant le théo-

rème du centre de gravité et le théorème des moments 

des quantités de mouvement par rapport à O z . 

Quant à la détermination du point dont la vitesse 

est perpendiculaire au plan ACA' , elle est identique à 

la détermination du foyer de ce plan. On trouve qu'il 

est situé à l'intersection du plan A C A ' et du plan per-

pendiculaire à A A' en son milieu, plan qui passe par 

le point C. Sa distance au point C est /¿cota, eu 

appelant h le pas de l'hélice et a l'angle de la barre 

avec O z. 

I I . — (ELÈVES DE L ' E C O L E N O R M A L E ) . — Un corps 

solide pesant, non homogène, ayant la forme d'un 

cylindre de révolution, est couché sur un plan hori 

Ann. de Maihémat3e série, t. X V . (Janvier 1896.) 3 
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zontal fixe P, sur lequel il peut glisser sans frotte-

ment. On suppose que le centre de gravité G du corps 

est. sur Vaxe de révolution G z du cylindre et que cet 

axe est un axe principal d'inertie relatif au point G . 

Trouver le mouvement du solide supposé lancé sur 

le plan. On appellera A , B, G les moments d'inertie du 

corps par rapport aux axes principaux G x , Gy* G z 

relatifs au centre de gravité. 

En vertu des hypothèses, le cylindre est déterminé 

en position par les coordonnées du centre de gravité et 

par la direction de l'axe de révolution G z . En appli-

quant d'abord le théorème du centre de gravité, on 

trouve que le mouvement du centre de gravité est recti-

ligne et uniforme; en appliquant ensuite le théorème 

des forces vives, on trouve que le cylindre tourne uni-

formément autour de la verticale du point G . 

111. — ( E L È V E S DE L ' E C O L E N O R M A L E ) . — Une figure F 

de forme invariable se meut dans Vespace dans les 

conditions suivantes : 

Un cercle G, lié invariablement à la figure, roule 

uniformément sans glisser sur la droite fixe AB, tandis 

que son plan tourne uniformément autour de cette 

même droite. 

i ° Prouver que tout déplacement infiniment petit de 

la figure consiste en une rotation 0 autour d'un axe A. 

:>° Trouver le lieu de cet axe dans le corps. 

3° Trouver une définition géométrique de la surface 

décrite dans l'espace fixe par ce même axe. 

4° Rappeler la démonstration de ce fait que les sur-

faces ainsi trouvées sont applicables Tune sm/' l'autre. 

Le lieu de l 'axe de rotation dans le corps est un hy-

perboloïde de révolution dont Je cercle de gorge est le 
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cercle C. Dans l'espace fixe le lieu de ce même axe est 

un hélicoïde réglé. L'hyperboloïde roule sans glisser 

sur Thélicoïde. 

EPREUVES PRATIQUES. — I . Le juillet 1 890 , à 

midi moyen de Paris, les coordonnées écliptiques de 

Fémis sont : 

Longitude 1 66° 5 '6" ,o 

Latitude o°45'7\7 

Calculer les coordonnées équatoriales de la planète, 

Vobliquité de Vécliptique étant 23° 27' 18", y3. 

On devra vérifier Vexactitude des résultats en cal-

culant une relation dans laquelle entrent simultané-

ment toutes les données et les inconnues du problème. 

II. — (ELÈVES DE L'ECOLE NORMALE). — Le 2 juil-

let 1895, à midi moyen de Paris, la planète Mars a 

pour coordonnées héliocentriques : 

Longitude 152° 50' 24", o 

Latitude -4- 10 4 7' 37", 7 

Log. du rayon vecteur 0,2216426 

Au même moment, les coordonnées du Soleil par 

rapport au centre de la Terre sont : 

Longitude ioo° 17'42", 25 

Latitude o° o' o 

Log distance du Soleil ci la Terre... . 0,007 1905 

Calculer les coordonnées géocentriques de la pla-
nète. 

Besançon. 

ANALYSE. — On donne dans un plan P un cercle O . 

On considère un point M sur la circonférence de ce 

cercle, et par M une normale MN à ce cercle non con-
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tenue dans le plan P. Soit <p Vangle du rayon O M avec 

un rayon fixe et 9 Vangle de MN avec le prolongement 

de OM. 

Quelle relation doit avoir lieu entre cp et 9, pour 

que, le point M se déplaçant sur la circonférence, 

MN soit normale principale à une courbe gauche? On 

démontrera d'abord que la longueur interceptée 

sur MN entre la circonférence et la courbe gauche est 

nécessairement constante. Montrer que le problème se 

ramène à une quadrature ; discuter, et effectuer l'inté-

gration quand elle est possible. 

On exprime que MN est dans le plan osculateur à la 

courbe gauclie en égalant à zéro un certain déterminant. 

Ce déterminant se simplifie en combinant les colonnes, 

et l'on obtient une éejuation de Bernoulli par rapport à 

^ pris comme fonction inconnue. 

Après l'intégration de cette équation, cp s'exprime par 

une intégrale elliptique, dont la discussion est aisée. 

Mkcaniqve. — I . Exposer le théorème des forces 

vives pour un point matériel et pour un système de 

points matériels. 

II. Un mobile de poids P est assujetti ci se mouvoir 

sur un cercle vertical fixe. A ce mobile sont fixés 

deux fils inextensibles passant sur deux poulies inji-

/liment petites situées aux extrémités A et B du dia-

mètre horizontal, et supportant deux poids p et q. Dé-

terminer le mouvement du sj stème. 

On met ce problème en équation à l'aide du théorème 

des forces vives. Il y a deux cas particuliers remar-

quables : le poids p est nul et les poids p et q sont 

égaux. Dans ce cas le point le plus bas du cercle con-
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stitue, pour le mobile, une position d'équilibre stable; 

2° le poids P est très grand par rapport à p et à q. Dans 

le voisinage du point le plus bas on a alors une position 

d'équilibre stable. 

III. Dans un plan vertical une parabole constante 

tourne autour de son foyer F . Un fil enroulé sur la 

parabole porte un poids M. Déterminer la trajectoire 

du point M et sa vitesse quand la parabole tourne 

d'un mouvement unif orme. 

La trajectoire du point M est une chaînette. 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer les coordonnées 

équatoriales .1/, CO'. R/ du centre de la Lune vue d'un 

lieu de latitude cp = 45° 28' 1 o" au moment ou l'heure 

sidérale locale est 5h43m56 s et oit les coordonnées 

géocentriques de la Lune sont : 

A; = i5m49s, (D = h- 10"3' 17", 

R = , 77T = 58' 17". S111 777 

Caen. 

ANALYSE ET GÉOMÉTR IE . — I . Étant donnés deux axes 

rectangulaires OX, O Y , on considère toutes les ellipses 

qui ont pour axe O X , qui passent par un point B 

donné sur OY et qui sont semblables à Vellipse 

-hy2 = 1 : trouver les trajectoires orthogonales 

de ces ellipses. 

Equation des ellipses : 

3,r2 -hy ' 1 -j- 17.x — A2 = o ( a var i ab le , h = O B ) . 

Equation des trajectoires : 

r 3 , h~ 
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11. En désignant par z = x -f- iy une variable ima-

ginaire, calculer Vintégrale 

p s inz dz 

prise le long du contour représenté par Véquation 

x2 -{- 2y2 — ix — i — o. 

Le contour, elliptique, contient le seul pôle z = o : or 

sin 5 V î f ! 

~zH- — z) ~ nz* \ Z 6 ^ / 

— 1 -f- 1 i-

l'intégrale est ~•> le contour étant parcouru en sens 

direct. 

MKCAKJQUE. — 1. Un plan P se meut en glissant sur 

un plan fixe Q, de telle sorte que le centre instantané 

de rotation C se déplace avec une vitesse constante m 

sur une droite fixe OX du plan Q et que le centre des 

accélérations du plan mobile, A, reste à une distance 

invariable h de OX , l'angle ACX étant droit ci Vin-

stant initial. Chercher comment varient avec le temps 

la vitesse TO de rotation du plan P et l'angle ACX. 

Déterminer et construire la roulante lieu du centre 

instantané C dans le plan P. 

Des formules qui donnent à un instant les accéléra-

tions des points d'un plan mobile, on tire, pour les 

coordonnées du centre A relatives à la tangente et à la 

normale communes à la base et à la roulante S, 

to 3 ds x ù)' . 
V — r - ^ ~T7> - = ; = c o t A C X , 

-f- ou 1 dt y w2 

s étant l'arc parcouru par C sur la base et la roulante S , 
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7 ds , . 
si y z=z h, = m, on trouve, après intégration, 

f i ) - = [ i - 4 - m » ^ c o t A G X = m Î - = ^ ; 

la constante 7 est nulle. Soient 7) les coordonnées d e C 

par rapport à des axes Qç, ûr\ du plan P , a l'angle de la 

tangente à S avec Qij; dv. — — lù dt] remplaçant to par 

sa valeur (1) et s par o n a 

4 h ds r 1 , h dot 
dot — —— -, s — 2/1 t a n g - a, ds — — — > 

4 f^-hs* 2 c o s 2 { a 

d\ = ds cosa , drt — ds s i n a , 

l'intégration donne Ç, r\ en fonction de a. 

II. Chaque élément d'un fil flexible et inextensible 

est attiré vers un point fixe O avec une force propor-

tionnelle à la masse de l'élément et ¿1 Vinverse de sa 

distance au point O} on suppose que, lorsque le fil est 

en équilibre, sa tension en chaque point y est propor-

tionnelle à la densité. Déterminer la figure d1 équi-

libre 

et la loi suivant laquelle la densité varie le long 

du fil. 

Courbe funiculaire plane. — Soient T la tension, 

s la densité : 

T = AT, = J = ± = F - Î I Y , 
r r To £0 \/'o/ 

p étant la distance du pôle O à la tangente, T p = T 0 p{) 

y / d r * - i - r * d ^ ' cos(X: H-1)0 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Calcul de la longitude et de 

la latitude d}une étoile, étant données JRf (£) et r obli-

quité de V écliptique. 
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Dijon. 

A . W L Y S E . — I . Prouver que la somme d'une série 

entière est une fonction continue de ses variables dans 

des cercles concentriques à des cercles de convergence, 

niais de rayons plus petits. 

IL Formation et intégration de Véquation aux dé-

rivées partielles des surfaces développables. 

111. Trouver les trajectoires orthogonales des sur-

faces ayant pour équation générale en coordonnées 

rect.ilignés rectangulaires 

P x>- -H Q yV' --:- a H zy* = O, 

ou a représente un paramètre variable ; examiner les 

divers cas qui peuvent se présenter suivan t les valeurs 

particulières attribuées aux quantités constantes P, Q , 

f{, \ [a, y. 

Les équations 

( I ) X = ç p ( a ) , Y = y ( « ) , Z = <|>(ar), 

où a joue maintenant le rôle d'une variable auxiliaire, 

représenteront une ligne trajectoire des surfaces pro-

posées, si l'on a, quelle que soit l'équation finie 

(•>.) PX^-h QY^-h aRZv= «, 

et cette trajectoire sera orthogonale, si l'on a les deux 

équations différentielles 

( :$, ^ : X PX>.-I = ^ : U Q\>-I = ^ : V« RZ^-I, 
da aa aa 

exprimant l'identité, en direction, delà tangente menée 

à la ligne (i), au point correspondant à la valeur ac-

tuelle de a et de la normale construite en ce même 

point à celle des surfaces proposées qui y passe. 
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L'addition terme à terme des rapports égaux (3) , 
X Y 7 

multipliés, en haut et en bas, par respective-

ment, donne, à cause de l'équation (2) , 

X dX Y dY Z dZ __ 
X da ¡jl da v da ' 

d'où l'équation intégrale première 

X* Y2 Z2 
H 1 

A ¡J. V 

Une seconde, à adjoindre à celle-ci et à l'équation (2) 

pour achever la solution du problème, est fournie par 

l'intégration de la première équation différentielle du 

groupe (3) , intégration s'exécutant immédiatement 

d'une manière variable avec les valeurs des exposants 

A, [JL et des coefficients P, Q . Si, par exemple, on a 

â — P = 2, P = Q ; cette seconde intégrale est 

Y = DX, 

montrant que les trajectoires sont alors des lignes planes 

dont les plans passent par l'axe des z7 etc. 

M É C A N I Q U E . — I . Equations d* équilibre du fil flexi-

ble ; cas ou l'on peut former des intégrales pre-

mières ; cas ou l'on prend pour variable indépendante 

Tune des coordonnées d'un point du fil. 

II. Un point pesant est lancé verticalement au-

dessus du sol avec une vitesse v0- On demande en quel 

point il traverse le plan horizontal passant par la 

position initiale, lorsqu'on tient compte de la rotation 

de la terre. 

Les axes étant : l'axe des z la verticale dirigée vers le 

haut, l'axe des x la tangente au méridien dirigée vers 

le nord; l'axe des y la perpendiculaire au méridien 
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dirigée vers l'est, les équations à appliquer sont 

dïx . cl v 
—=—— = — 2U )C0SÀ-^> 
df- dt 

d 1y / dx 
—~r = 2w cos A — 
dr~ \ 

ri 2^ . . dy 
dfi ~ •+* 2 w sin X — ? 

où (o est la vitesse de rotation de la Terre, \ la colati-

tude du lieu, l'origine des axes est la position initiale. 

On intègre ces équations avec les données initiales 

fdx\ ( dy\ ldz\ 
*„ = , „ = ; „ = „, ( ^ ) o = o , ( ^ j 0 = o , 

on développe les intégrales suivant les puissances de co, 

en se bornant à la première puissance. 

EPREUVE PRATIQUE. — Connaissant la longitude d'un 

astre, 45°1 •>•'13", sa latitude o°23' 58", i et Vobliquité 

de Vécliptique 23°27' 1 o",4, calculer son ascension 

droite et sa déclinaison. 

On trouve 
M = 42o 3(V i3",6:>, 

0 = J0° 47 ' 7 ' , 7 . 

Nancy. 

ANALYSE . — Ï . Etant donnée Véquation différen-
tielle 

dy 

ou x désigne une variable réelle et j une fonction 

réelle, démontrer que, sous certaines conditions que 

l'on indiquera, il existe une fonction réelle y de x, 

définie et continue dans le domaine de x0, satisfaisant 
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à Véquation différentielle et qui, pour x=:x0, prend 

la valeur y q. Montrer, en outre, qu'il n'existe quune 

seule fonction possédant ces propriétés. 

II. On donne une courbe G tracée sur une sphère de 

centre O et de rayon égal à l'unité. Les coordonnées 

rectangulaires d'un point M de cette courbe ont pour 

expressions 

a? = a ( v ) , j r = P ( v ) , z = y ( v ) , 

v désignant l'arc de la courbe terminé en M. A chaque 

point M, on fait correspondre une droite D, passant 

par M, la correspondance étant définie par les équa-

tions 
« = / ( • ' ) > b = c = A ( v ) , 

où a, b, c sont les cosinus directeurs de D ; soit S la 

surface réglée engendrée par D. 

i° Démontrer que la condition nécessaire et suffi-

sante, pour que G soit la ligne de striction de S, est 

cla d% -+• dbd$ -+- de dy = o. 

2° On suppose que la droite D est située dans le 

plan tangent mené par M au cône de sommet O ayant 

pour directrice C ; calculer V angle co ayant, pour 

côté origine, la direction O M et, pour autre côté, la 

direction de D. 

3° On applique la surface du cône et ses plans tan-

gents sur un même plan ; expliquer comment se déve-

loppent les droites D; déduire de là un mode de 

génération simple des surfaces S dans le cas parti-

culier considéré. 

Menons à chaque génératrice MG de S une parallèle 

Og par le point O 5 on forme un cône directeur s, dont 
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la trace sur la sphère est une courbe c; soit m le point 

de cette courbe situé sur O g . 

i° La perpendiculaire commune à une génératrice G 

et à la génératrice infiniment voisine est perpendiculaire 

au plan tangent au cône s suivant g, par suite à la tan-

gente en m à la courbe c ; pour que C soit la ligne de 

striction de la surface S, il faut que la perpendiculaire 

commune considérée soit la tangente en M à C ; par 

suite, les deux tangentes à C et c en des points corres-

pondants doivent être rectangulaires, d'où la condition 

du dv. -h db <73 -h de <7y = o. 

Si, de plus, G se trouve dans le plan tangent au 

cône de directrice C, c'est que g se trouve aussi dans ce 

plan, et que m se trouve sur l'arc de grand cercle tan-

Fig. 2. 

\ 

\ M , 

./ \ 

\ ; 

gent à C en M; d'après la condition précédente, la tan-

gente mt doit être perpendiculaire à M T , et l'arc du 

grand cercle Mm doit être normal en m à la courbe c; 

dès lors la courbe c est une développante de C , et 

l'arc M m est égal à l'arc v de C , compté dans un sens 

convenable; c'est la valeur de l'angle M O g . 

3° Lorsqu'on applique le cône de directrice C sur un 

plan, la courbe C devient un grand cercle, et les géné-

ratrices G se développent suivant des droites parallèles 

Fig. i. 
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à une droite fixe O g , puisque l'angle OM^G^ est égal à 

Tare g j M * compté à partir d'uu point fixe. 

On aura la surface en traçant, dans un plan tangent 

au cône des droites, M, G, parallèles à une droite fixe, 

et enroulant le plan considéré sur la surface du cône de 

directrice C, de façon que les génératrices restent dans 

les plans tangents successifs. 

Les formules ordinaires conduisent au résultat. Si 

l'on prend 

- b?i 
- c p, 

comme coordonnées d'un point de S, la ligne de striction 

est définie par 

bdc — cdb a di 

cda — a de b dfi 

ddh — bda c 
Tï ( bdc — cdb f -r- ( cda — ade f H- ( ad h — bda y 2 ' 

en annulant le numérateur, 011 a 

bdc — cdb a d a 

cda — a de b d(3 

adb — bda c d y 

bdc — cdb a d% 

cda — a de b d$ 

o o da (Iol -h db -+- de c?y 

d'après a 2 -j- b--f- c'1 = i, d'où la condition. 

Pour la deuxième partie, on a d'abord la condition 

A 

a b c 
a ? f 

doL d/i d'{ 

c/v di c/v 
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puis 
ada-f- bdb-f- cdc = o, 

ada- f - p ^ p - f - y d*{ = o, 

dadx -h dbd$ -h dcafy = o. 

da db de 

D'où 

De plus 

b c c a a b 

d*( dx di 

Zada Zotda 

A ? 

a b 

dot 

7 

c 

d-t 

0 

i/cOSC 

Zada = o. 

coso) == ai -+- ¿>{3 -f- cy, 

¿/a ¿ / a ¿/a 

dy dv 

Alors, en formant A2, 

o = A- = 

/̂cos co 

C O S CO 

de osco 
o 

</v 

O 

D'où 
dto 
- - = dt i, 
dj 

Le reste s'eu déduit. 

= I — COS1 Ct) 

: co0. 

d cosoA 2 

¡MÉCANIQUE.— I° Un gyroscope est composé: I ° d'un 

tore homogène (?) pouvant se mouvoir librement au-

tour de son axe ; 2° d 'un cercle homogène (c) situé 

dans le plan de Véquateur du tore, tangent intérieure-

ment et invariablement lié au tore; 3° d'une tige ho-

mogène AB formant Vaxe du tore, invariablement 

liée au cercle (c) et dont le milieu O coïncide avec le 

centre de gravité commun du tore (t) et du cercle (c), 
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et 4° d'une circonférence de cercle (y) homogène, de 

centre O, dont un diamètre coïncide toujours avec 

Vaxe AB du tore et qui peut se mouvoir librement 

autour de son diamètre A 'B' perpendiculaire à AB. 

Le gyroscope est fixé par son centre de gravité O. 

Le diamètre A 'B ' de la circonférence (y) étant ho-

rizontal, on le fait tourner avec une vitesse angulaire 

constante donnée (ù autour de la nadir aie O z passant 

par O. On incline l'axe AB du tore sur la nadir aie 

d'un angle donné a et Von imprime au tore une vitesse 

initiale n autour de cet axe AB, puis on Vabandonne 

à lui-même. 

En quel point de l'axe A B du tore faut-il appliquer 

à l'instant initial une masse pesante additionnelle m 

pour que cet axe A B tende indéfiniment vers la nadi-

raie O z sans jamais V atteindre % 

Si le rayon du cercle générateur du tore est égal 

à un centimètre, le rayon du cercle (c) à trois centi-

mètres et le rayon de la circonf érence (y) à six centi-

mètres, on demande de calculer les moments d'inertie 

des quatre pièces du gyroscope par rapport à AB, par 

rapport à A 'B ' et par rapport ci la perpendiculaire 

menée par O au plan AB A'B' . 

EPREUVE PRATIQUE. — A San Francisco, dont les 

coordonnées géographiques sont 

Longitude i24°45 ' i5" Ouest , 

Latitude 37°49'27" Nord, 

on observe Vétoile Wéga, dont les coordonnées sont 

Ascension droite i8h33mG", 84 
Déclinaison 38° 41 o"'2 

après son passage au plan méridien ; on trouve pour sa 

distance zénithale 
72°28f36%4. 
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Déterminer l'heure sidérale de San Francisco et 

celle de Paris au moment de Vobservation. 

Lyon. 

ANALYSE . — Intégrer 

cP-y dy m a r . a 
x°i — <±x -+- a*x2y = x+sm^ax. 

dx- dx 

Après avoir intégré Véquation sans second membre, 

on vérifiera que Véquation complète possède l'inté-

grale particulière 

K Y* ! •> > 4 — fi**1-*2 8 . \ y — A -4- 1> — a 1 r-h cos lax - 1,— axsin •>. a.r)> 
\ D 9 / 

oii A et B sont des constantes à déterminer, a une 

constante donnée. 

Tout se réduit à intégrer o 

d1 y dy 
(o) x- — IX ; h klx- y = o. 

t(x- dx ^ 

Quelques explications préalables sont, nécessaires sur 

certaines équations traitées par M. Lafon dans son 

Cours. 

Soit l'équation de Riccati 

dy 

H = P ( y , a, b, c, n) — x — ay -h by-~ cx n = o, 

a, b. c, n = const . 

Lorsque — la substitution 

(0 y — zx a  

sépare les variables, et il vient 

, 7 dz 
xa~i dx = 

c — 
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Posons maintenant 

a x n  

y = 

viendra 
r ' * - r ? 

H j - P (yi, a -- /*, c, ¿>, /Ï) — o. 

Si ensuite 
# -- /i 

H
2
 = P (y*, a -h ¿>, c, - o et enfin 

Î H / = P (jk/J « -1- i/i, /i) = o si / impair ) 

| H , = P (y/, a -4- in, b, c, n) — o si i pair ) 

x n  

Posons maintenant y - - - ; on aura J
 u 

G — P ( u, n — a, c, b, w ) 

et par le même procédé 

j G* — p — a -f- b, c, /¿) si Î impair | 

/ G/ = P /z — « i/i, c, ¿>, n) si i pair \ 

La séparation des variables se fera par la formule (i) 

sur 

II/ si 2 ( a ~ ~ i n ) ~ n ) 
1

 G/ si 2 (n —- a -r- in) — n j 

Pour un candidat élève de M. Lafon et prévenu des 

habitudes de ce professeur, il était naturel de se de-

mander si (o) n'était pas une équation H déguisée. C'est 

effectivement le cas. 

Posons jt ~ puis z = t,x\ il viendra 

H - P (z, 3, i, - ¿2, •>). 

La seconde des relations (a) est satisfaite pour i — i, 

puisque a = 3 et n ~ i. La séparation des variables se 

lait sur G j . 

Ann.de Mat hé mat., 3esérie, t. XV. (Janvier 1890.) 4 
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On trouve 
G = P (M, — I , I , 2 ) , 

G , = P ( W I , I , I , - ¿2, 2 ) , 

c'est-à-dire 

x ' z — ux 4- u\ -- — 

Posons, conformément à ( i ) , uK = x v ; on aura fina-

lement 
C dv 

x -h / t- = const. 
J k 2 -h v-

Le lecteur achèvera sans peine l'intégration de (o). 

MÉCANIQUE . — I . Attraction d'un ellipsoïde homo-

gène de révolution aplati sur un point de sa surface. 

II. ¿L chaque sommet d'un triangle équilatéral, de 

grandeur invariable, dont la hauteur h est donnée, on 

fixe un point matériel, non pesant, de même masse m. 

L'un des côtés se meut dans un plan fixe ; le sommet 

opposé se meut dans un second plan fixe, parallèle au 

premier ; la distance des deux plans est » » 

Etudier le mouvement des trois niasses, en tenant 

compte des forces résultant des équations des liaisons. 

On négligera les f rottements. 

SESSION L)K NOVEMBRE 1895. - COMPOS IT IONS . 

Montpellier. 

ANALYSE. — I. Calculer la valeur de l'intégrale 

triple 

f f j"[5(x -yy-T-laz — 4a*]dxdydz, 
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x, y, z prenant tous les systèmes de valeurs qui véri-

fient les relations 

—az < o, + 

En posant x == p cos9, y = p sinO, et remarquant que 

f f f zj dx dy dz = o, on a 

Y Y Y (5p2_u3a^ — 

où 
o < 0 < 2- et p'2<az} — 

ou encore 

^rt rfTz 

l dz I ( 5 p 2 - h 3az — 4 « 2 ) p 

•A) -O 

/W2 "1 
H- / cfo I (5p2-f- 3az — 4<x2)p dp\ 

[ a5 a5~| ira5 

1 — I — 12 8 J 12 
II. Intégrer Véquation 

X } dx* 

-f- (3<z2 — 3a -4- O ^ ^ J J — = bxm. 

Examiner en particulier le cas où m = a . 

En posant .r = l'équation devient 

3«« = rfi3 dt J 

dont l'intégrale générale est 

y = e
 w i

 -h ( Ci -4- c
2
 * -4- c

3
 i

2

 ) 

^ - xa[ci -i- c2 log.r H- c3 Iog2^r]. ( m — a) 

Si m = a , en posant m = a e, et faisant tendre e 
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vers o, 011 trouve 

y — ~ xu Jog:i.T -- xa [ c\ ~~ c\ loga? -- c'3 l og 2 . r ] . 

MÉCANIQUE . -- I . Dans le tétraèdre O A B C , Vangle 

trièdre O est trirectangle, et les arêtes issues de O ont 

pour longueur commune Vunité. Ce tétraèdre est en 

mouvement et, à l'époque 1, les vitesses des points A, 

H, C ont pour projections respectives sur les droites 

OA, 01$, OC les valeurs suivantes : 

•> '¿-T-v/3 i— 
' 3 " 1 7T > 

» — V/'> "•>• " V7 '5 

':> 7 3 ' ~ 1 ' 

x y/3 2 — \J S •>. _ 

3 ' 3 V 

on demande de déterminer, pour l'époque t, les élé-

ments du mouvement hélicoïdal du tétraèdre. 

Les parallèles aux trois vitesses menées par O ont 

leurs extrémités dans le plan X -f- Y -1- Z — a. L'axe in-

stantané est perpendiculaire à ce plan, et la vitesse de 

translation parallèle à cet axe a ses trois composantes 

égales à 

On a les composantes des vitesses de rotation en re-

tranchant | de chacune des composantes données. Les 

trois plans menés par A , B, C, perpendiculairement à 

ces vitesses, se coupent suivant une même droite, 

X Y Z j qui est l 'axe instantané. La vitesse angu-

laire o = i se déduit de la vitesse de l 'un des points A. 

A : 

B : 

(; ; 

IL Un point matériel non pesant, de masse i, est 
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sollicité par la force centrale 

F - -r \ - -t—-t-~ h P r- Va 2 cos2o> -t- b 2 sin2o>, / \ p a to'2 J 1 

a, b étant des constantes ; /', w les coordonnées polaires 

du point par rapport au centre. A t — o, on a r — a, 

la vitesse étant perpendiculaire au rayon vecteur et 

égale à — • 
° a 

Déterminer la trajectoire, étudier la variation de 

la vitessey trouver le temps mis par le mobile pour re-

venir à sa position initiale. 

Le principe des aires et le théorème des forces vives 

donnent les deux équations 

, diii 
r 2 - j 

dt 

d'où 

d»! d* 1-

F/.2 = I ..j P = I + Ì:, 
p ¿/ta2 r/w2 

équation dont l 'intégrale générale est 

I I 
- = - 4- Ci costo ~ c2 sin w ; 
/* o 

les conditions initiales donnent c, = c2 o et 

/-s — a - cos2 to -f- b2 sin2o) ; 

la trajectoire est la podaire d'une ellipse. On a 

__ i i / d r a ' * cos2to —- b'* sin2u> 
^ JT2 ' -pi [¿fa) = ^ > 

"57 =
 R7O [ A 2 ( - ) COS2 W 

-+- i > b2 — «r2] «in2toJ sin co costo. 
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^ a /— i . 7T 

Si i ^ << y/a, la vitesse est maxima pour to = - et 

— ; et minima pour W = o et TC. 
Si ^ "> \J2, la vitesse est maxima pour 

, a A a 2 - è 2 

tan g to = i n - t / ——•— , 
° by a2— 2&2 

et minima pour <o = o, -7» t:, . . . . 

Si ^ <C i , on a des résultats analogues. 

Le temps employé pour revenir au point de départ est 

T = / ( a' 2 cos2o) b 2 sin2 to) dio — iz(a2 -h b 2 ). 

IJPKIIU V ES PRATIQUES. — Calculer, pour un instant 

determine, la longitude et la latitude geocentric/ues 

d'une planète, connaissant, en cet instant, les coor-

données héliocentrie/ues de cette planète : 

Longitude '¿53° 8' 47", 2 

Latitude — 5 ° 3 / 6", 4 

Log. î/îî rayon vecteur. T, 7836 251 

les coordonnées gèoeentriques du Soleil : 

Longitude 53° 13' 14", 7 

Log. du rayon vecteur... 0,0187234 

L, B, R, et r/ représentant les données; X, ¡3 les in-

connues, on a 

p cos p cosX — d c o s ^ -h R cosB cosL, 

p cos p sin X = d sin 4^-f- R. cosB sin L, 

p sin ^ — Rs in B, 

et en posant 

R c o s B s i n L R c o s B c o s L 
— — = _ tang2 o, —-z = — tang2 

a s i n ^  0  T d cos 
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on a 

tang-P cosacp c o sH n R sinB sinX cos2cp 
tangX = y . ? tangp = . , X-; 

on trouve 
0 > n 

o — 39.45.3'2,4, 

27.54.^3,5, 

P = - 6-»7. 7,6, 

* = 29-47- 7,3-

QUESTIONS. 

1706. Par chaque point M d'une ellipse on mène deux droites 

qui rencontrent le grand axe sous l'angle d'anomalie excen-

trique relatif à M. 

Chacune de ces droites enveloppe une hypocycloïde à quatre 

rebroussements. (E.-N. BAHISIEN.) 

1707. Les courbes ( M ) et (M ' ) sont caustiques réciproques 

par rapport à la courbe (A) , c'est-à-dire que les tangentes MA 

et M'A aux courbes ( M ) et (M ' ) font des angles égaux avec la 

normale A a en A à la courbe (A ) , a étant le centre de cour-

bure correspondant. La perpendiculaire abaissée de M sur A a 

coupe AMj en M'. Démontrer que la perpendiculaire élevée en 

M à MM' et la perpendiculaire élevée en M' à AM' se coupent 

sur la droite aM J ? ce qui permet de construire le point Mj 

lorsque M et a sont connus. 

Corollaire. — Si la courbe ( A ) est une conique de foyers 

M et M', ce théorème fait connaître le centre de courbure a 

répondant au point A de la conique. (M. D'OCAGNE). 

1708. Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée du point 

fixe O sur la tangente en A à la courbe (A ) . Le point M décrit 

la podaire (M ) de la courbe ( A ) pour le point O . La perpen-

diculaire élevée en O à O M coupe la normale en A à la 
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courbe ( A ) au point m. On sait que M m est la normale à la 

podaire (M) . 

Soient, en outre, a et jjt les centres de courbure des 

courbes ( A ) et ( M ) répondant aux points A et M. 

On a les théorèmes suivants : 

I. Si la perpendiculaire élevée à OA au point O coupe A a 

au point B, et si MB coupe O a au point D, la droite AD passe 

par 

I I . Si ia perpendiculaire élevée à M m en m coupe OM au 

point H, la droite qui joint le point H au milieu I de Ox passe 

par JJL. 

I I I . Si J est le pied de la perpendiculaire abaissée de a 

sur OM, K le pied de la perpendiculaire abaissée de J sur M m , 

L le pied de la perpendiculaire abaissée de K sur A a, la 

droite OL passe par ¡x. 

Le théorème I a été démontré par M. Husquin de Rhéville 

dans les Nouvelles Annales (3e série, t. IX , p. 142). J'ai ob-

tenu les théorèmes II et I I I par des voies absolument diffé-

rentes. Je propose ici de déduire ces deux théorèmes du pré-

cédent. (M . D'OCAGNE.) 

1700. On donne sur un plan les circonférences de cercles Ci , 

C2, C3. On trace une circonférence O tangente à Ci et C2. 

On demande : 

i° Quelle est l'enveloppe de l'axe radical de C3 et de O, 

lorsque cette dernière courbe varie en restant tangente à Ci 

et C2? 

20 Quel est le lieu du point de rencontre de cet axe radical 

et de la droite qui joint les points de contact de O avec Ci 

et C 2 ? (MANNHEIM). 

1710. Une série de bougies, de compositions et de hauteurs 

différentes, sont posées verticalement sur une table et allumées 

au même instant. Démontrer : i° que généralement le centre 

de gravité du système formé par les bougies décrit une série 

d'arcs d'hyperboles successives; o>° qu'à un instant quelconque 

l'hyperbole correspondante a une asymptote verticale qui 

passe par le centre de gravité primit i f des parties consumées 

des bougies qui brûlent encore à l'instant considéré. 

(WALTON) . 



LES CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » 

Désireux d'établir une émulation bienfaisante parmi 

les personnes qui s'occupent des questions de Mathéma-

tiques relevant de l'Enseignement supérieur, les rédac-

teurs et les éditeurs des Nouvelles Annales ont résolu 

d'ouvrir, aux abonnés de ce Journal, deux fois chaque 

année, un Concours sur des sujets rentrant en général 

dans les programmes de la Licence et de l'Agrégation. 

Pour le choix des questions ainsi mises au concours, 

et aussi pour le jugement à intervenir, la Rédaction ne 

manquera pas de faire appel à ses Correspondants des 

Facultés-, leur haute compétence sera une garantie com-

plète d'impartialité, bien que les Rédacteurs assument 

sans réserve la responsabilité scientifique des décisions. 

Les Concours dont il s'agit donneront droit : 

i° A un crédit de ioo f r d'Ouvrages à choisir dans Je 

Catalogue de MM. Gauthier-Villars et fi ls; 

I° A l'insertion du Mémoire primé ^ 

3° A un tirage à part gratuit de ioo exemplaires de 

ce Mémoire. 

Pour l'année 1896, le temps matériel faisant défaut, 

il y aura un seul Concours. Dans un prochain numéro, 

nous publierons le texte de la question choisie et nous 

ferons connaître les mesures de détail qui devront être 

prises par les auteurs de Mémoires. 

Dès à présent, nous pouvons annoncer que la date 

extrême à laquelle les manuscrits devront être parvenus 

à la Rédaction sera celle du 1 5 OCTOBRE. 

Du reste, un délai d'au moins six mois sera toujours 

Ann. de Mathémat3' série, t. XV . (Février »896.) 5 
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laissé aux concurrents, entre l 'annonce de chacun des 

Concours et la date extrême de remise des manuscrits. 

[Dzba] M PROBLÈME SlIR LES S É R I E S ; 

P A R M . M I C H E L P E T R O V I T G H , 

Docteur ès Sciences mathématiques, à Belgrade (Serbie) . 

1. Proposons-nous, connaissant la somme F ( x ) d'une 

série 

F ( X ) = cp ( 1 ) X -h O ( 2 ) x- -+- . . . -f- cp ( 71 ) X" -T- . . . . 

d'en déduire la somme de la série 

. . o(i)x 9 (2 ) ¿c 2 o ( 3 ) ¿ r 3 c ï ( n ) x n 

<P(X)= -i }- h ' • „ -+-...-+- — - h. • 
I 1.2 1.2.3 I . 2 . . . n 

à l'aide des intégrales définies. 

Soit p une quantité positive telle que, pour ¡ u | < p, 

on ait 

Soit, de plus, a une constante à partie réelle positive 

et c une constante positivi1. 

LES RÉDACTEURS. 

00 

Posons 

u 
a -+- zi 

et envisageons l'intégrale définie 
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qu'on peut écrire sous la forme 

00 
/ » 0 6 

J = V c p ( / i ) ! u n e c z i dz. 

i 

On sait (d'après Cauchy) qu'en général si p . — i , 

c et la partie réelle de a sont des quantités positives, 

on a 
e c i z dz 2 r r" e c i z dz 27T / — ri*—1 p—ar 

« 

eciz dz 
— o ; 

donc 

j _ 271 V y(n)cnxrï 
~~ ceac . 

c ù i n ) C n X n 2 7T ^ , 
Y T...\_._Î = <J> ( C%R \ 

Âmi I . 2 . . . Il C-e a c  

1 
et, par suite, 

( [ ) 'I» ( ex ) — J . 
2 T. 

ou encore 

4 > ( X ) = — J F (u)ezi dz. 
^ ̂  00 

D'ailleurs, quelle que soit la valeur de x , on peut 

tou jours donner à a une valeur telle que sa partie réelle 

soit positive et que 
X 

" p 

pour toutes les valeurs de z entre — co et -j- oo. Les for-

mules (i) et (2) sont donc, grâce à l'indétermination 

de a , valables pour x quelconque. 

Soit maintenant F ( u ) une fonction holomorpliequel-

conque de u. Si elle ne s'annule pas pour u == o, l 'inté-

grale J est indéterminée, car on a alors 

IM 2 smcwx 
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pour co — oc, ce qui est indéterminé. Pour que J ait un 

sens, il faut donc que F ( o ) = o, et l 'on aura 

T v 1.2 . . . /I 

ce qui donne la formule intéressante 

(3) > .  v ' = — / F(u)e z ldz. 

Permutons x et c dans la formule ( i) et faisons en-

suite c = i ; on aura 

C* 2 7T 
/ F( ii' )e z x i dz = <t>(.r) 
J  v  ; xe a x  v ' 

et cela pour toutes les valeurs positives de x pour les-

quelles <!>(#) converge. 

2. Soit maintenant une fonction satisfaisant 

aux conditions de Diriclilet (c'est-à-dire ne présentant 

qu'un nombre limité de maximaet de minima dans tout 

intervalle fini) ; on sait qu'alors on peut écrire 

< K * W i ( * ) - / Î ( * ) , 

où f i et /2 sont deux fonctions constamment finies et 

ne croissant jamais. JNous supposerons, de plus, que, 

quand x tend vers ± co, f{ et f2 tendent vers une même 

limite finie et déterminée, de sorte que l i m ^ ( z ) = o. 

L'intégrale 

J\ = J 4 < ( z ) e z x i d z 

(où x est positif) aura alors, comme l'on sait, un sens 
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et sera fonction de x . Les intégrales de cette forme 

jouent un rôle important dans la Physique mathéma-

tique, par exemple dans le problème de Parmille, dans 

l'intégration de l'équation des cordes vibrantes, de l 'é-

quation des télégraphistes, etc. 

Supposons que, pour | u | suffisamment petit et a con-

venablement choisi, ayant sa partie réelle positive, la 

fonction 

soit développable en série de Taylor 

alors, en posant 

011 aura 

» 00 ao J1=: J ty M)1'] CZXi ̂  = H) ̂  S UnetXidZ> 
O U 

, / • 7 27T 

t/-°o i 

et cela pour toutes les valeurs positives de x pour les-

quelles la série converge. On a ainsi un développement 

taylorien de l'intégrale. 

3. Remarquons que l'on peut encore résoudre le pro-

blème 1 à l'aide d'une proposition énoncée par M. Peano 

( ' ) On doit avoir 8(o, a) — o, d'après l'hypothèse = 

pour z -=oo. 
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dans Y Intermédiaire des Mathématiciens y n ° l , 1894? 

et qui est la suivante : 

Étant données les séries 

Wy -f- U[-\~ M2+M3-}-..., 

Vq -+- Çt -+- V2 H- -+- • • • 1 

supposées absolument convergentes, la série 

aura pour somme l'intégrale de o à tz du produit des sé-

ries 

u0-\- U\e z i u2e
2 z i H- u^e Z z i -+-..., 

-H e~ z i-\- ç2e~ 2 z i-h vze- Z z i-i-.. 

plus le produit des mêmes séries lorsqu'on y échangea 

en — X) le tout divisé par 2tz. 

Il suffit, pour résoudre le problème qui nous occupe, 

de prendre 

ou encore 
xn 

= ,.a.3-••»' 

De la même manière, on peut le résoudre à l'aide 

d'une proposition de Parseval, qui consiste en ceci ( 1 ) : 

Etant données deux séries 

cp ( 3 ) = Ko - Ui Z H- U2 Z*- -f- . . . , 

= C0 VXZ -h V2Z? 

supposées convergentes à l'intérieur d'un cercle de 
rayon un peu plus grand que un, ayant son centre à 
l'origine, on aura 

i r27t 
u0t>0-+- ííjt't-f- usCo + .. .= — / dd. 

( ' ) H. L a u r e n t , Traité d'Analyse, t. I I I , p. 4 1 0 . 
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J'ajoute, en terminant, que l'on obtient immédiate-

ment, à l'aide de ces diverses formules, diverses expres-

s ions des transcendantes J deBessel, Ainsi, par exemple, 

en posant 

F(u) = e n— i , 

la formule (3) donnera 

î̂  - <5? - (S —= 
expression qu'on peut transformer de diiïérentes fa-

çons. 

[0 5p] LE THÉORÈME DE GAUSS SUR LA COURBURE; 

PAR M . A . C A L I N O N , 

Ancien élève de l'Ecole Polytechnique. 

Nous supposerons d'abord démontrée la proposition 

suivante : 

G étant une courbe située sur une surface S , et D 

une surface développable circonscrite à S le long de G, 

on développe cette surface D sur un plan, et, après ce 

développement, C est devenue une courbe plane C ' ; 

prenons sur C et G deux arcs correspondants quel-

conques s et sr] la courbure géodésique de l'arc s sur la 

surface S est égale à la courbure plane de l'arc s' situé 

dans le plan de développement. 

Cela posé, considérons en un point M de la courbe G 

la génératrice reetiligne T de la surface développable D 

et la normale N à la surface S. Développons D en cou-

pant cette surface suivant la génératrice T , laquelle 
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donne ainsi en développement deux génératrices T< et 

T 2 : la courbe C se développe alors suivant une courbe c 

qui coupe T< et T 2 en a et a! sous le même angle a ; il 

en résulte que les tangentes en a et a! à la courbe c 

font le même angle <p que les génératrices et T 2 : 

donc l'angle <p de et de T 2 est la courbure plane de 

la courbe c ou la courbure géodésique de la courbe C 

sur la surface S. 

A u centre O d'une sphère de rayon unité, construi-

sons deux cônes respectivement parallèles d'une part 

aux génératrices T , d'autre part aux normales N, le 

premier cône ayant pour base sur la sphère la courbe B* 

et le second la courbe B^. 

E n développant le cône de base B, sur un plan, la 

courbe Bf devient un arc de cercle dont l'angle au centre 

est évidemment égal à l 'angle de développement cp de 

la surface développable engendrée par T . Ainsi la lon-

gueur de la courbe Bf est la courbure géodésique de la 

courbe C. 

Mais la normale N est évidemment normale au plan 

tangent suivant M T à la surface développable engendrée 

par T ; donc les deux cônes de base B^ et Cn sont sup-

plémentaires et, si o- est l 'aire sphérique comprise dans 

la courbe B„, on a Bt-{- <7 = 2n ou y -h <t = 2tz. Mais 
l'aire <7 est, par définition, la courbure totale de la por-

tion de la surface S comprise dans la courbe C ; par 
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suite, la formule cr = iiz — <p exprime le théorème de 

Gauss. 

[K15b] DÉTERMINATION DES POINTS D'INFLEXION 

DANS LE DÉVELOPPEMENT DE LA SECTION PLANE D'UN CONE; 

PAR M . F . B A L I T R A N D , 

Lieutenant du Génie à Montpellier. 

Dans le numéro du mois de décembre 1894 des 

Nouvelles Annales de Mathématiques, M. Carvallo a 

critiqué, avec raison, la méthode classique employée 

pour déterminer les points d'inflexion dans le déve-

loppement de la section plane d'un cône. Nous allons 

donner deux démonstrations, à l'abri de tout reproche, 

croyons-nous, du théorème suivant : 

THÉORÈME. — ¿7 , en un point A d'une section plane 

d'un cône, le plan sécant est normal à la surface, sans 

être perpendiculaire à la génératrice qui passe en ce 

point, le développement de la section présente un point 

d'inflexion au point qui correspond au point A. 

Considérons une pyramide S A B C D . . . inscrite dans 

le cône, et dont les faces seront aussi petites qn'on le 

voudra 5 le développement du cône est, par définition, 

la limite du développement de cette pyramide quand 

les faces tendent vers zéro. Nous supposons que le plan 

sécant A B C D . . . est normal à la face SAB, sans être 

perpendiculaire à l'arête S A -, et nous allons effectuer le 

développement sur le plan delà face SAB. L'angle S A X 

sera aigu, par exemple; et l'angle S A Y obtus. D'ailleurs, 
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d'après un théorème de Géométrie élémentaire, Tangle 

SAC sera plus grand que Tangle S A X ; donc, dans le 

développement, le point C viendra quelque part en C j , 

S et Ci étant de part et d'autre de X Y . 

L'angle S A Y étant obtus, il en est de même de l'angle 

SBY, qui en diffère infiniment peu. L'angle SBD est 

plus petit que l'angle SBY 5 donc, dans le développe-

ment, le point D viendra quelque part en ; S et D t 

étant du même côté de X Y . 

On voit donc que AB, qui, à la limite, coïncide avec 

la courbe transformée, traverse cette courbe. Le point A 

est donc un point d'inflexion. La démonstration est 

d'ailleurs en défaut, si la génératrice SA est perpendi-

culaire au plan sécant. 

Autre démonstration, — Considérons un cône et, 

par trois génératrices quelconques de ce cône, faisons 

passer un cône de révolution. Si les trois génératrices 

se rapprochent indéfiniment, le cône donné et le cône 

de révolution seront osculateurs le long de la généra-
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trice de contact; les sections dans ces cônes par un 

même plan seront également osculatrices au point qui 

correspond à la génératrice de contact, et il en sera de 

même pour les développements de ces sections. 

On est donc ramené à la détermination des points 

d'inflexion dans le développement de la section plane 

d'un cône de révolution. Si l'on désigne par p et w les 

coordonnées polaires d'un point de la projection hori-

zontale d'une courbe tracée sur le cône de révolution, 

et par et les coordonnées polaires du point qui lui 

correspond dans le développement, on a les formules 

Wi . A 
w == -r—7 > 9 = 9i sinO, 

sinG 1 1 

0 désignant l'angle au sommet du cône. 

D'ailleurs, la section plane du cône se projette sur le 

plan horizontal mené par le sommet suivant une co-

nique qui admet pour foyer le sommet et pour direc-

trice la trace du plan sécant sur le plan horizontal. 

L'équation de cette conique est 

p = — R — -
1 — ecosw 

et la transformée a pour équation 

l'excentricité e est égale à tangtp tangO, 9 désignant 

l'angle au sommet du cône et o l'inclinaison du plan 

sécant sur le plan horizontal. Les points d'inflexion de 

cette courbe, caractérisés par la relation 
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sont donnés par l'équation 

tang 26 tangô 
COS OT) = — = — • 

e tangcp 

D'autre part, on trouve aisément pour l'équation du 

plan tangent au point (p, co, z), 

x costu -hy sin w — z tangO = o, 

et, pour qu'il soit perpendiculaire au plan 

z — x tan go = o, 

mené parle sommet du cône parallèlement au plan sé-

cant, il faut avoir 

tanzB 
costo = — , 

tan g o 

ce qui est bien la relation précédente. Le théorème est 

donc démontré. 

LICENCE ES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESSION DE JUILLET 1895. — COMPOSITIONS. 

Lyon. 

EPREUVE PRATIQUE. — Le 9 juillet 1890 , à IO H temps 

moyen = i7hiomi8s,65 temps sidéral (méridien de 

Paris), la Lune aura pour coordonnées équat oriales 

gèocentriques : 

Ascension droite..... a= 2i h32m4o 8,49 

Déclina ison 8 = — 26O 4 7' 8", 6 

Parallaxe horizontale tz= 54' 12", 6 

Calculer la position apparente de cet astre (a' et o') 
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pour un lieu situé à la surface de la Terre et défini 

par les coordonnées suivantes : 

Longitude E. de Paris L = 9m47 s , 58 

Latitude géocentrique <p' = 45°3o' iow, 3 

Log. de la distance au centre 

rapportée au rayon équatorial. l.p = 9,9992590 

En introduisant l'angle horaire t et la distance A, et 

en accentuant les symboles relatifs au lieu d'observa-

tion A , on peut écrire immédiatement : 

!

A'cos 0'cos t' = A cos 8 cos t — pcoscp' 

A'coso'sin t' = AcosSsin t 

A'sin 8' = A sin 8 — p s i n o ' . 

Divisons partout par A ; faisons ~ =/*, et rappelons 

qu'en prenant pour unité le rayon équatorial, on a 

1 
- = sinn. 
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Les équations ( i ) deviennent 

pcoscp's inr 

p sincp'sin 7t. 

Une transformation facile donne ensuite, si l 'on re-

marque que t'— t = a — a' : 

i/ c o s o ' s i n ( a — a ' ) = p cos cp'sin TU sin t = £ 

/ c o s S'cos ( a — a ' ) = coso — p c o s ^ ' s i n n cos£ = cos 8 -h rk 

/ s i n 8' = s i n S — p s i n c p ' s i m r = sin ù -+- Ç. 

On sait que le temps sidéral local 0 est égal au temps 

sidéral du méridien origine, plus la longitude 

0 = 0o h- L . 

On a, d'autre part, 

l = 0 — a. 

Nous pouvons donc résoudre les équations (3) . 

D'ordinaire, on demande le demi-diamètre apparent D' 

de la Lune vue du lieu A, étant connu le demi-diamètre 

apparent D rapporté au centre de la Terre. Comme les 

diamètres apparents sont en raison inverse des distances, 

on a 
sin D' A i . . i 
——— — - - = - , d o u sin D = sin D 
sin D A / / 

Il suffit de prendre D ' = y» 

Nous donnons ci-dessous le Tableau des calculs. On 

remarquera que nous substituons aux caractéristiques 

négatives leurs valeurs complémentaires, et que nous 

mettons 'seulement 6 décimales aux logarithmes des 

produits où figure sin ic. Le signe qui précède chaque 

I/ c o s o ' c o s = cos 8 cos* — 

/ c o s 3' sin t' = cos o sin t 

f sin o' = sin 8 — 
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logarithme indique par convention le signe du nombre 

correspondant. 

6o 1 7 . 1 0 . 1 8 , 6 5 l. coscp' 4-9,845640 

h 9.47,58 l.p •-»-9 >999*59 

0 17.20. 6,23 /.sinit -+-8,197788 

a 21.32.40,49 l. sin ç/ 4-9,853263 

— a = t 19 .47 .26,74 sin t —9,95o43o 

t 296°5I'26",5I l. p coscp' sinn -+-8,042687 

I. — cos t —9,6544916 

l . COSÒ -4-9,9507046 sin 0 —9,6538443 

l.-n -—7,697603 1.1 —8,o5o3io 

coso -f-o, 8926981 sin 8 —O,45O655ï 

ri 
—0,0049843 Y —0 ^ 011*2282 

COS 0 -H 7) 4-0,8877138 sin 0 4- Ç —0,46i8833 

/./coso'cos (a — a) 4-9,9482730 /./sin o' —9,6645323 

L cos (a — oc') +-9,9999733 /. coso' H-9,9479810 

— /./cos o'sin (a — a') —7,993117 /./coso' +9,9482997 

/. tang (a — a') -8,O44844 /. tang 8' —9,7162326 

T 4,685593 8' —27°29'l2"5 

/ . ( a - a ' ) " —3,35925I 

a — a' 
j —O°38'6",9 
J 

9,9996813 

f _ 2m328,46 D 

a' 2 1 . 3 5 . 1 2 , 9 5 /. D' 

SESSION DE NOVEMBRE 1895. — COMPOSITIONS. 

Grenoble. 

ANALYSE. — I . Intégration de Véquation 

d ì p* 4- q 2 — ipx — iqy 4-  c>.xy = o. 
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Changeant de fonction en posant z{ = z— 

avec p{ = qh = l'équation proposée se simplifie 

et devient 

(2) PÎ-+-9 ? — — y ) 2 =• o. 

Des équations de Cauchy on déduit 

(3 ) dpi -4- dqx — o, 

d'où 

(4) 

a étant une constante arbitraire. A l'aide des équations 

(2) , (4) , l 'équation dr4 = i/o: -f- qK dy devient 

drx = ? ( ¿¿r -f- dy) -4- ̂ (dx — dy) ^ i { x —y) 2— a 2 , , 

qui, intégrée, fournit, pour l'équation proposée, la so-

lution complète 

3?2-h y2 a f^r-hj) # — r -
* = -t- ' ^ ' h y)*-a*-

2 2 4 

a 2
 . ( a : — y ) 1/2 -T- i/2 ( ¿f — y )2 — 

7= log ^ ^ V-~ ^ , 
4 / 2 * 

A étant une nouvelle constante arbitraire. 

Remarque. — En ne changeant pas la fonction cher-

chée, les calculs seraient encore très simples. A u lieu 

de (3) , on aurait dp — dx -h dq — dy = o, d'où 

( p — x ) - h ( g — y ) = qni conduirait avec (1) à 

l 'équation 

dr = (xdx -hydy) -+- ~ (dx -h dy) 

> -+- dy)Ji(x— y)*— a 2, 

laquelle amène à la solution complète déjà obtenue. 
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IL Lignes asymptotiques de la surface définie par 

V équation 
z = x k — 6x 2y 2-hy i. 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques 

projetées sur xOy est alors 

( i ) ( x 2 — y 2 ) dx 2 — 4 xy dx dy — ( x 2 — y 2 ) dy 2 = o, 

ou 
(x dx - y dy) 2 = {x dy y dx) 2, 

d'où 
x dx — y dy —±(x dy -hy dx). 

En intégrant, on a 

( i ) x 2 — y 2 = dz 2xy -H a, 

a étant une constante arbitraire. 

Les lignes asymptotiques projetées sur xOy forment 

donc deux familles d'hyperboles équilatères, concen-

triques, ayant, dans chaque famille, les mêmes asym-

ptotes. En outre, les deux familles de courbes sont symé-

triques par rapport à Ox et à O y et forment deux 

systèmes orthogonaux. 

Remarque. — L'équation ( i) aurait donné 

dy x—y dy x y 
\ 3 ) -J- ~ ? ~r~ = ? 

dx îp-h y dx x—y 

équations homogènes en x^ y , qu'on intégrerait, sui-

vant la règle, en posant JK = tx. 

Les équations (3) sont aussi linéaires en x, y, et pour-

raient encore s'intégrer par différentiation. Mais cette 

marche est plus longue que les précédentes. 

M É C A N I Q U E . — Etant donnés trois axes rectangu-

laires fixes O X , O Y , O Z , dont le dernier OZ est ver-

tical et dirigé en sens inverse de la pesanteur, on con~ 

Ann. de Mathémat.,3e série, t. XV. (Févr ier 1896.) 6 
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sidère la parabole située dans le plan vertical X Z dont 

Véquation est X2= 2/;Z, et Von suppose qu'elle tourne 

avec une vitesse angulaire constante co autour de OZ. 

Un point matériel pesant est assujetti à rester sur la 

parabole sur laquelle il peut glisser sans frottement. 

On demande son mouvement, relatifson mouvement 

absolu et la réaction de la courbe. 

On discutera d'abord les circonstances générales du 

mouvement, puis on examinera en particulier le cas 

suivant : 

Au temps t — o, la parabole est dans le plan XZ-, 

le point est placé en O avec une vitesse relative v0 

donnée par la formule 

= Py — --> 
g — 5 
P 

ce qui suppose o) >> On demande, dans ce cas, la 

nature de la projection de la trajectoire absolue du 

point sur le plan horizontal (g est l'intensité de La 

pesanteur). 

En supposant, comme on peut le faire, la masse du 

point égale à l'unité et la rotation to de sens direct: 

appelant x et z les coordonnées relatives du point ; X , Y , 

Z ses coordonnées absolues, de telle sorte que l'on ait 

or2 
X = a? Costa Y=a?sinwf. Z — z — — ? 

xp 

on peut écrire les équations du mouvement relatif sous 

la forme (i) 

—r— = -h Na, 
dt2 

(i) o = = - 2 w | + ^ ' 

d- z _ T 
— - = — nr-H NV, 
dt* ' 
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et celles du mouvement absolu sous la forme 

/ d' 1 X 

~dF = " 

D ' Z 1VT 

N étant la réaction; a, ¡3, y ses cosinus directeurs par 

rapport aux axes relatifs; a*, y , ses cosinus direc-

teurs par rapport aux axes fixes. 

Des premières, on déduit immédiatement l'intégrale 

des forces vives dans le mouvement relatif, que l'on eût 

pu écrire directement puisqu'on sait que le travail de la 

force centrifuge composée est nul : 

vï = co2;r2— <igr M- h — ( w2 — — ) 2H- h. 

( X2 \ dOL72 

i 4- J on voit que le problème 

est ramené à une quadrature elliptique 

Si l'on se sert des équations (2) , il suffit de remarquer 

que 
dX Q ÔY àZ 

et par suite 

¿/ 2X àX d*Y àY /d*Z yJZ __ 

~dF âx ^ dï l ôx V dt2"  +  g) âx ~ 

Cette équation développée fournit immédiatement 

l'équation différentielle du second ordre, qu'on obtien-

drait également en formant l'équation de Lagrange, re-
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lative à la variable x : 

(4) 
/ x*\<Px x dx* / # A 

idx 
Multipliant par et intégrant, on retrouve l'équa-

tion (3) . 

x étant déterminée en fonction du temps, les équa-

tions (i) ou (2) donneront la grandeur et la direction de 

la réaction à la manière ordinaire. 

L'équation (3) montre immédiatement que le mouve-

ment relatif se poursuivra indéfiniment, au moins à 

partir d'un certain moment, sur une même moitié de la 

parabole, ou sera oscillatoire, suivant que t o 2 — ~ sera 

> o ou < o. Si (o2 — = o, l'équation peut être inté-

grée par les fonctions élémentaires. Si en même temps 

la vitesse relative initiale est nulle, il y a équilibre re-

latif. Enfin, dans le cas particulier indiqué, on voit 

aisément que ~ demeure constant; la projection hori-

zontale du point décrit une spirale d'Archimède. 

Quand le mouvement est oscillatoire, en appel an», Xq 

le maximum de x et posant 

/? tango, x0 = ptango0, 

puis 
sin cp — sincpo sinO, 

011 trouve aisément, avec t = o pour x = x0, 

% 

• — to2 f dO(ì — sin2cp0sin26) 
. 7 a p C O S CPO 

Si x$<ipi on peut poser xQ=p sin 90, x~p sin90 sin 6, 
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et Ton obtient 

ZE 

^ / i _ i = j f <a?0(ï -h s i n 2 0 o s i n 2 0 ) *\ 

La durée T d'une oscillation simple est donnée, dans 

le premier cas, par la formule 

T 3 i . , 
4 / —• to2 = 7:1 i H—• - sin2cpo-f-. • • 
Y p cosepo ( 11 1 

r3.5...(2/i—on 2/1+1 . . ) 
L2.4.. 2/1 —2 J 4/12 1 \ 

dans le second, par la formule 

L 2 . 4 . • . 2 /l — 2 J 4 712 \ 

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer, pour un lieu donné, 

Vazimut du coucher d'une étoile de déclinaison con-

nue et la durée de la présence de cette étoile au-dessus 

de l'horizon du lieu} en tenant compte de la réfraction. 

Données. — Latitude du lieu (Grenoble) : 

X = 45° 11'23"; 

Déclinaison de l'étoile (a Lyre) : 

(£) = 38°4i'i6"; 

Réfraction à l'horizon : 

0 = 33'47"; 

M Position de l'étoile au moment du coucher apparent, 

A Azimut de M 5 

a Angle horaire absolu de M ; 
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Dans le triangle (le position PZl\I, 011 connaît les 

trois côtés, et l 'on doit calculer deux des angles. 

Posons 
a — PM — 90 — CD, 

b = ZM = 90 -h 0, 

c PZ = 90 — X; 
on aura 

col 
A /sin(p — 6) sin 
'X ~~ y sin p sin (p 

— b) sin (p — c) 

a / sin( 
t a n s Ï = v / — ; 

O n trouve 

p — c) sin(p — a) 

sin/? sin(/> — b) 

A = 153° 44'58% 

a = 14 5" 29' 8"8 ; 

enfin, le temps cherché T , correspondant à une rota-

tion 2 a de la sphère, sera 

T = i9h23m53s. 

Caen. 

A N A L Y S E ET G É O M É T R I E . — I . Intégrer Véquation 

aux dérivées partielles qui détermine le facteur inté-

grant fji de Véquation 

i — iy'+) dx{y*x— ix'^dy — o. 

L'intégration de cette équation, facile à former, re-
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vient à celle du système 

dx _ dy __ d[i 
(0 xy z—2 x* 2 y'*—x^ y 9fx(.r 3—y 3)' 

l'égalité des deux premières fractions ramène à l 'équa-

tion donnée, qui s'intègre soit comme équation homo-

gène, soit en divisant par 

Première intégrale de ( i) 

x3 y3 
— = x. 

x 2 y 2  

Egalant la troisième fraction à une combinaison des 

deux autres, on a 

du. x 2dx^r-y 2dy „, „ = ^ ï- m2 ( X3 r3 )3 — g • 

9 u(;r 3— y*) '-¿(y6— x e) ^  {  J  }  

intégrale générale 

II. Lieu des sommets des paraboles qui ont un con-

tact du second ordre avec une courbe plane donnée en 

un point donné A . 

Rapportées à la tangente et à la normale en A , a étant 

constant et \ variable, les paraboles ont pour équation 

(x -h ly)2 — ^ay = o, 

ou 
/ . 2 al V 4 a i . al 2 \ 

Sommet : 

__ 2X-HX3 X 2 « /. iay — x*— iy2\ 

* - ( T T T J ) * " ' ^ ~ (I -+- X2)2 ' V X = 3xy ) ; 

(x 2-\-y 2)2 — 5 a ^ 2 , / -h 4 ajK3-I- 4 a 2y 2 = o. 
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M É C A N I Q U E . — I . Déterminer les positions d'équi-

libre d'une barre très mince, pesante et homogène, 

dont les extrémités A, B sont assujetties ci rester sur 

deux droites fixes et parfaitement polies : l'une, O X , 

horizontaley Vautre, O Y , dirigée dans le sens de la 

pesanteur. Chaque élément de la barre est attiré vers 

le point O avec une intensité proportionnelle à la lon-

gueur de l'élément et à Vinverse du carré de sa dis-

tance au point O. 

Soient A B = i a y BAC) = 0; les attractions ont une 

résultante passant en O : 

^ _ Ç a (a -+- r) cosô dr _ _ y 

J— ii ( a-H- r2 -h 'i ar cos 2 0 ) 2 

formules résultant aussi d'un théorème connu sur l'at-

traction d'une droite. 

Equations de l'équilibre : 

N = o, # N h 5 - P = o, 

a si n 21) a s i n a O 

2 N si 11 0 —{— ( 2IV1 •— P ) cos 0 — o ; 

/ P a N 

t a ng 3 0 — t a ng 2 0 4- — — j t a n g 0 — 1 = 0 ; 

ïne seule racine réelle entre o et 1. 

II. Un point M non pesant, de masse m, est assujetti 

ci rester sur la surface polie d'un cy lindre de révolution 

qui tourne avec une vitesse constante to autour d'un 

diamètre AB, supposé fixe, de Vune de ses sections 

droites S ; il est attiré vers A B par une force perpen-

diculaire à cette droite et égale au produit de mto2 par 

la distctnce du point M à AB. Déterminer le mouve-

ment du point sur le cylindre, en supposant qu'à l'in-
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stant initial le mobile soit en A avec une vitesse égale 

à toAB, dirigée tangentiellement à S . 

Axe des x suivant A B , axe des z suivant l 'axe du 

cylindre ; équations du mouvement relatif de la forme 

d- x _ »x 

R ' 

d 2 y y dz 
m — r - ~ = — IN ~r - 4 - 2 m 10 , 

dt' 1 K dt 

d 2 z dy 
m — 7 — = — 2 m 10 - = - ? 

avec les données initiales et, en faisant ^ — tangô, on 

trouve 

1 e~M t e ( ù t H- é?~M f  

tan g - 0 = — -> z = — R I02 

N = \ /?*w2R cos2 0. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer, « o ; / , I /A lon-

gitude et la latitude hèliocentriques d'une planète : 

Inclinaison de Vorbite : I8°24'35",2; 

Longitude : £11i°45' 32", 4 ; 

Longitude vraie de la planète dans son orbite : 

342°3'28", 7. 

Longitude : 343°3i'46", 3 ; 

Latitude : r i°38' 18", 7. 
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I. 

Il y a un an, j'eus le plaisir d'annoncer aux lecteurs des Nou-

velles Annales l 'apparition de la première Partie de l 'Ouvrage 

de M. Méray; et je disais alors : « I l faut bien se garder de 

juger ce premier Volume isolément. Chaque Chapitre est une 

introduction toute prête à des Chapitres des Volumes sui-

vants, . . . » et je promettais aux lecteurs de nombreuses sur-

prises, des méthodes nouvelles, à la fois ingénieuses et pro-

fondes. Je suis heureux de pouvoir dire de suite que M. Méray 

ne m'a pas fait mentir et que le nouveau Volume dépasse même 

nos espérances. 

Il contient, faite au point de vue personnel de l 'auteur, une 

étude monographique, très détaillée parfois, des principales 

fonctions d'une seule variable, fonctions dont les plus simples 

sont les matériaux usuels des calculs courants : radicaux, irra-

tionnelles algébriques (renfermées ici dans le cas bien plus 

vaste où il s'agit d'une fonction implicite engendrée par la ré-

solution d'une équation ololrope entre elle et la variable), la 

fonction logarithmique et l 'exponentielle, les fonctions circu-

laires; enfin, ce qu'il y a d'essentiel dans la théorie des fonc-

tions elliptiques et clans celle des fonctions eulériennes. 

Fidèle à son principe fondamental et aussi à sa promesse, 

M. Méray continue à faire sortir toutes choses, même les par-

ticularités numériques, de la considération exclusive des séries 

entières qui lui fournissent parfois les ressources les plus inat-

tendues (Ch . I I I , IV, V). 
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S'attachant de préférence aux idées générales, dédaignant 

les expédients et les artifices, et ne se souciant que d'assurer 

aux raisonnements une rigueur absolue, il apporte à l 'appui 

de chaque fait analytique la preuve la plus propre à en faire 

saisir la cause et pressentir les conséquences. 

Une particularité curieuse que je signalerai de suite est l'éli-

mination, consommée définitivement dans ce Volume, des con-

sidérations de Trigonométrie géométrique avec le secours 

desquelles on traite, d'ordinaire, d'abord les fonctions circu-

laires, puis l'exponentielle imaginaire et, à leur suite, l'équa-

tion binôme. 

S'ils peuvent choquer des habitudes invétérées, le plan et 

les procédés de M. Méray lui ont permis de montrer que la 

seule conception du nombre entier abstrait suffit à toute 

l'Analyse, qu'en dépit de leur variété infinie, les vérités analy-

tiques qui offrent un caractère normal , d'une utilité certaine, 

ne sont, au fond, que de simples propriétés des séries en-

tières. 

I I . 

Entrons maintenant dans quelques détails sur les treize 

Chapitres dont le Volume se compose. Le premier Chapitre 

contient l'extension des propriétés fondamentales des poly-

nômes entiers à des fonctions olotropes quelconques. J'y si-

gnalerai, tout particulièrement, une démonstration du théo-

rème de d'Alembert qui , non seulement établit l'existence des 

racines d'une équation entière, mais encore fournit ipso facto 

pour elles un procédé de calcul effectif. Elle avait déjà paru 

dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 1891, mais 

précédée de certains préliminaires qui , ici, se trouvent à leur 

place, ailleurs. A la suite, l'étude de la variation des fonctions 

d'une variable réelle par les dérivées. 

Le second Chapitre est consacré à la définition et à l'étude 

des propriétés générales des fonctions méromorphes, c'est-

à-dire de celles qui sont aux fonctions olotropes ce que les 

fractions rationnelles sont aux polynomes entiers. 

Gomme aucune question de principe ne se trouve engagée 

!ci, M. Méray abandonne une terminologie qu'il avait employée 

autrefois, pour se rallier à l'expression proposée plus tard par 

Briot et Bouquet ; en cela, tout au moins, il ne montre pas 

l'intransigeance qui lui a été imputée quelquefois. Dans un 
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paragraphe spécial, on trouve la discussion des expressions se 

présentant sous les formes indéterminées ~ ' °°> — 

c'est-à-dire, d'après l 'auteur, de certaines fonctions composées 

entrant dans des phases singulières. Vient enfin une exposition 

très complète des principes du Calcul des résidus. Depuis 

longtemps déjà on ne parle plus guère que de la relation si 

connue existant entre l'intégrale définie et le résidu intégral 

d'une fonction méromorphe, pris sur un contour fermé. 

M. Méray dit lui-même : « Le Calcul des résidus n'a pas l'im-

portance de ces théories qui dominent les vastes parties de 

l'Analyse » ; mais en ajoutant aussitôt : « il a fourni quelques 

formules d'une rare élégance », il légitime la place qu'il lui a 

faite, peut-être un peu par respect pour Cauchy, son 

maître. 

I I I . 

J'arrive, maintenant , au Chapitre I I I , la Fonction radicale 

simple, qui, je m'empresse de le dire, est un petit chef-

d'œuvre. A lui seul, tant je le trouve instructif, je voudrais 

pouvoir consacrer toute cette analyse; mais, hélas! il faut sa-

voir se l imiter. I l débute par la règle de convergence de Gauss 

exposée magistralement sous une forme plus générale, et ce-

pendant plus simple, qui devrait lui valoir droit de cité dans 

l'enseignement : Pour une série dont le tei*me général un 

reste réel et positif et où le rapport  U f l + i est une fonction 
Un 

de olotrope en — = o, se développant en 

un+1 , i , /1 y 

il y a convergence quand gt est < — i , divergence quand 

M. Méray nomme fonction radicale simple la fonction 

implicite u de x définie par l 'équation rationnelle b inôme 

um _ xn — o , 

la plus simple de toutes, évidemment. La théorie générale, 

depuis longtemps exposée dans le premier Volume, en fournit 

immédiatement le développement exécuté à partir des valeurs 
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initiales x = xu u = ui : 

il — £// — — t-.., 
Xi i 

/ \ / . .Ui (X — Xi)k 

où l 'on a posé ¡x = X cette série f(\x,x) est aussitôt 

substituée la pseudo-fonct ion x ) <ïui n'est autre chose 

que la fonction précédente construite avec les valeurs init iales 

particulières x — i , u = i . I l ne reste plus qu'à étudier cette 

série en el le-même, abstract ion faite de son origine, et alors 

on voit imméd ia temen t qu 'on est condu i t à la définit ion géné-

rale de la fonct ion xV- pour toutes les valeurs de ¡x, même 

imaginaires. Le procédé qu 'on emploie d 'ordinaire consiste à 

poser, ex abrupto, 

xV- = eV-nx) ; 

mais, tout de suite, on sent ce qu'i l comporte d'artificiel. Ne 

paraît-il pas peu logique de passer par deux transcendantes, 

l 'exponentiel le et le logar i thme, pour définir, d 'une façon gé-

nérale, la fonct ion si simple xV- ! Nous devons savoir gré à l'au-

teur de nous avoir fait enfin descendre à des considérations 

analytiques, débarrassées de toute transcendante, et plus d 'un 

professeur regrettera que le temps trop l imi té dont il dispose 

ne lui permette pas de suivre cette autre marche si naturel le 

et au fond si s imple. 

L'étude de la fonct ion tyÎF1»  x)i f a i te directement sur la série 

et ses pro longements successifs, condui t à la connaissance de 

toutes ses propr iétés caractéristiques, extensions de celles des 

puissances proprement dites. O n a même du coup le dévelop-

pement de la fonct ion suivant les puissances du paramètre f i . 

Ensuite, on arrive tout nature l lement aux déterminat ions mul-

tiples de au bou t des chemins non équivalents par 

lesquels x peut at te indre une même valeur donnée, c'est-à-dire 

de ceux que sépare l 'or igine, seul po in t où la fonction entre 

dans une phase critique. En x = X , ces déterminat ions 

sont liées à l 'une d'entre elles U , choisie arbi tra irement , par 

la formule 
Ut**) _ <|>±*u, 

où désigne un facteur ne dépendant que de jx. 
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Ici se présentait une certaine difficulté. Dans les questions 

de pure Algèbre, M. Méray pousse l 'horreur des transcen-

dantes, ou plutôt son souci d'établir entre toutes choses une 

filiation étroite et naturelle, jusqu'à bannir la Trigonométrie 

élémentaire. Il ne nous a jamais parlé de l 'argument d'une 

imaginaire, et il ne nous en parlera pas avant d'avoir étudié 

la transcendante logarithmique en son lieu et place. Cepen-

dant, l'étude complète de ^ ( ^ ¿ O e t du mult ipl icateur con-

nexe <£((*) exige des connaissances équivalentes à celle de la 

manière dont varie avec (jl ce que nous appelons Yargument 

de cette dernière quantité. Il tourne bien simplement la diffi-

culté, en substituant à la notion de l ' a r g u m e n t celle de la 

pente d'une imaginaire. 

La pente d'une imaginaire a o , b^o) est le quo-

tient ^ où nous verrions la tangente tr igonométrique de l'ar-

gument. On conçoit aisément que ce nouvel élément puisse 

remplacer l 'argument, et M. Méray réussit ainsi à nous donner 

une idée très nette et très complète de sa fonction ^(H1? x ) • 

Il établit directement, d'une façon tout à fait élégante, les pro-

priétés du mult ipl icateur ^ ( M ) qu'il discute facilement, puis 

il arrive naturellement à la résolution numérique de l'équation 

binôme. Pour la racine m*me de l 'unité, on trouve, en particu-

lier, les valeurs 

La discussion des phases critiques d'une fonction impli-

cite u de x, définie par la relation 

où f ( x , u) est une fonction olotrope, fait l'objet du Cha-

pitre IV. C'est la généralisation, opérée par des procédés nou-

veaux, de l'étude de l'irrationnelle algébrique au voisinage des 

points critiques x0i u0 en lesquels on a 

f ( x , U ) = O, 

question *dont la solution, d'un intérêt si capital, a illustré le 

nom de Puiseux, M. Méray établit encore l'existence de ces 
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fonctions implicites, dans les circonstances exceptionnelles où 

l'on se trouve placé, par des développements en séries entières 

exécutés toujours directement ; mais il lui a fallu imaginer 

des moyens particuliers imitant les procédés lumineux de la 

théorie courante des équations algébriques et remettant en 

jeu la méthode des coefficients indéterminés. Il recherche 

d'abord les racines olotropes ( tendant vers u0 en même temps 

que x vers x0) et il ramène ensuite la recherche des racines 

non olotropes à la précédente, en montrant qu'on peut tou-

jours assigner un exposant entier n tel que l'équation 

f{xo-4- t n, u) = o 

oiTre, en t = o, u = u0, des racines fonctions olotropes de t. 
1 

Il suffit alors de faire la substitution inverse t = (x — x0)
n
f 

pour obtenir des développements spéciaux propres aux racines 

non olotropes. La méthode de calcul pratique ne diffère pas 

de celle de Puiseux, consistant à former le contour polygonal 

qui enveloppe les jalons, c'est-à-dire les points par lesquels 

on a représenté graphiquement les paires d'exposants des 

divers termes effectifs du développement de / ( # , u ) . Ici , je 

reprocherai à M. Méray de ne pas avoir appuyé ses explica-

tions par une figure, et surtout de ne pas les avoir illustrées 

par un exemple numérique dans l'étude duquel les lecteurs 

novices auraient trouvé un grand secours ; l'espace, sans 

doute, lui aura manqué ici comme ailleurs. 

Toute cette partie de l 'Ouvrage est certainement celle qui a 

dû coûter le plus d'efforts à l 'auteur, celle qu'il a dû polir et 

remettre sur le métier le plus souvent. C'est aussi celle où se 

mettent le mieux en lumière ses grandes qualités de logicien 

et de mathématicien consommé. 

IV. 

Au Chapitre V on aborde l'étude des transcendantes clas-

siques. Pour M. Méray, « toutes les transcendantes peuvent 

être considérées comme des résultats prochains ou éloignés 

d'intégrations exécutées sur des expressions de nature aupara-

vant connue » ; en conséquence, il les définit par de telles in-

tégrations, par l'inversion des fonctions ainsi obtenues, etc. 

Cette méthode, qui est bien souvent la méthode historique, 
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est celle aussi qui, dès l 'abord, fait le mieux concevoir la por-

tée et l 'util ité de pareilles conceptions. 

La fonction l(x) et son inverse e x sont définies simplement 

par l ' intégrale 

inverse de la relation précédente. De là, par la seule applica-

tion des principes généraux, découlent immédiatement les dé-

veloppements et toutes les propriétés spécifiques de ces fonc-

tions. Je note, en passant, une expression nouvelle qui me 

paraît heureuse : par le mot augment, M. Méray désigne ce 

que nous appelons d'ordinaire la période du logarithme, lais-

sant ainsi à ce dernier le sens naturel qui lui est attaché dans 

la théorie des fonctions périodiques. M. Méray rattache aux 

intégrations génératrices du logarithme, et à l'existence de son 

augment, le théorème de Gauchy établissant la relation si 

connue entre les intégrales définies et les résidus. Il en rap-

proche également son autre fameux théorème sur le nombre 

des racines offertes par une équation à l ' intérieur d'un con-

tour fermé ; on sait que celui de d'Alembert peut être considéré 

comme un corollaire de ce dernier. M. Méray ne paraît repro-

duire cette remarque qu'à regret. Il n'aime effectivement que 

les grandes routes bien droites, évitant les petits sentiers qui 

mènent quelquefois plus vite au but , mais sans laisser bien 

apercevoir où l'on va ni par où l'on a passé. 

Le Chapitre VI traite des fonctions circulaires. 

Contrairement à nos habitudes, l 'auteur commence par 

l'étude des fonctions tangar, cota?, arc tanga?, arc cota?, définies 

par des intégrations de fractions rationnelles 

Son point de vue spécial aurait pu lui faire placer cette 

étude aussi bien dans le Chapitre précédent, pour y rassem-

bler tout ce qui concerne l ' intégration des différentielles ra-

et par l 'équation différentielle 

du 
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tionnelles. Mais il aura préféré n'embarrasser d 'aucun acces-

soire sa théorie du logar i thme et de l 'exponentiel le, et laisser, 

avec les fonct ions circulaires, tou t ce qui en porte le nom et 

en a l ' importance dans les appl icat ions. 

La réduct ion de l ' intégrale ul tra-el l ipt ique la 'p lus générale, 

aux types des trois espèces précède l 'étude des fonctions sin x 

et cosa?. Gomme on voi t , de suite, que les deux cas où le 

degré k du po lynome çp(a?) est = in— i ou = in se ramènent 

toujours l 'un à l 'autre, celui où k = 2 ( fonct ions circulaires) 

se réduit à celui où k = 1 ; ce dernier conduisant à une diffé-

rentielle rat ionnel le, par une subst i tut ion évidente, on aper-

çoit, en somme, que les intégrales circulaires sont exprimables 

au moyen des fonct ions rat ionnel les, radicales et logar i thmi-

ques, et que leur étude revient aussi à celle de fonctions con-

nues. 

Le sujet pr inc ipa l du Chapi tre V I I est le développement 

des fonctions circulaires, des fonctions unipér iodiques polari-

sées, pour parler plus exactement, en séries de fractions sim-

ples, puis en produi ts inf inis. La méthode qui fournit les 

développements du premier genre est, sauf la compl icat ion 

résultant de la présence de séries de fractions simples au lieu 

de sommes de pareil les fract ions, ident ique à celle qui , dans 

le Chapitre I I , avait procuré une décomposi t ion analogue pour 

une fraction rat ionnel le quelconque. Une intégrat ion, suivie 

d'un passage des logari thmes aux nombres, condui t ensuite 

aux produits infinis. Le premier paragraphe mérite une men-

tion toute spéciale. Le plan servant à la notat ion graphique 

de la variable x , d 'une fonct ion un ipér iod ique , peut être dé-

coupé en bandes égales, à bords rectilignes tous parallèles, 

dans une seule desquelles il suffit d 'étudier la fonct ion. Une 

direction polaire condu i t à l ' infini, paral lè lement au bord des 

bandes; elle est boréale ou australe suivant qu'on s'éloigne 

dans un sens ou dans l 'autre. La fonct ion est alors dite pola-

risée si elle a des l imites u -+-, u — { o u bien est infinie) quand 

x s'éloigne indéf in iment dans les directions polaires, boréales 

et australes, respectivement. Les fonct ions pourvues de ce ca-

ractère jouissent de propriétés tou t à fait semblables à celles 

des fonctions b ipér iod iques, et leur étude est la meil leure pré-
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paration à celle de ces dernières. La recherche des développe-

ments en question condu i t aux fonctions 

m =-4- k 

m =—k 

i l -
= xe , 

qui , toutes, sont unipér iodiques et polarisées. Enf in , on trouve, 

presque imméd ia tement , 

cota? = È i (x . n), . * = E2{x, H ) , . . . . sin.-r = o(x. H) , 
sin ŝ? v ' 

Un dernier paragraphe de deux pages fai t connaî tre le ré-

sultat très intéressant de l ' intégrat ion d 'une fonct ion unipé-

riodique polarisée quelconque. 

V. 

Une théorie sommaire des fonctions el l ipt iques, élargie 

b ientô t ' jusqu'à embrasser toutes les fonctions bipér iodiques 

méromorphes , forme la mat ière des Chapitres V I I I à X I I . 

Pour point de départ , M. Méray reprend l ' intégrale 

/
du 

ou o(u) est un polynome du troisième ou du quatr ième degré 

en u. L ' inversion, faite ici d 'une manière tout à fait rigou-

reuse, fourn i t une fonct ion de x , indéf in iment méromorphe , 

que l 'auteur désigne par E ( ^ r ) lorsque le degré de <p(w) est 4> 

par E„( ; r ) lorsqu' i l est 3. Ces fonctions sont b ipér iodiques, et 

je signale tou t spécialement l 'élégante démonstrat ion du fait 

que le rapport des périodes est imagina ire , c'est-à-dire qu' i l y 

a effectivement deux périodes. 

L 'équat ion en x 
E (x) = u 
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a des racines distinctes dans chaque para l lé logramme élémen-

taire, sauf le cas où u a Tune des quatre valeurs a , 6, c, d , 

racines de l 'équat ion cp (u) — o, cas où les deux racines sont 

confondues. Ces quatre quant i tés a , b , c, d , qui j ouen t un 

grand rôle dans la théor ie , sont ce que l 'auteur appelle les va-

leurs cardinales de E(a?) [pour E« , (# ) , l 'une d'elles peut être 

considérée comme étant infinie]. 

L'existence de fonct ions bipér iodiques méromorphes ayant 

été ainsi établ ie, M . Méray étudie leurs propriétés générales 

rattachées à l 'hypothèse de la double pér iodic i té . Pou r arriver 

à la not ion capitale de Vordre d 'une fonct ion b ipér iod ique, il 

ne passe pas par la considérat ion des infinis, des résidus, etc.; 

il montre s implement , en s 'appuyant sur la théorie des fonc-

tions implicites, que toute variat ion de la quant i té u dans 

l 'équation 
f ( x ) = u 

laisse invar iable la somme des degrés de mul t ip l ic i té des ra-

cines x qui sont contenues dans le para l lé logramme des pé-

riodes. L 'emploi de ces moyens si simples le condui t même au 

célèbre théorème de M . Hermi te formu lan t la nul l i té de la 

somme des résidus, propos i t ion qu 'on avait toujours ratta-

chée à la considérat ion d 'une intégrale définie. 

Dans un Chap i t re spécial sont traitées, pour les fonctions 

bipériodiques, et cela par une méthode abso lument ident ique, 

les questions résolues au Chapi t re V i l pour les fonctions uni-

périodiques polarisées. Ici , les éléments simples faisant pen-

dant aux fonctions \i(x) sont les fonctions 

-+- 00 -f- ao 

sommes de séries de fract ions simples quadrup lement infinies. 

Pour i > 2 , ces fonct ions sont parfa i tement définies; mais? 

pour i = i ou = 2 , la l imite de la somme dépend du mode de 

sommation. En part icul ier , on obt ient ainsi une infinité de 

fonctions E , ( x ) . Le rôle de la fonct ion o(x) du Chap i t re V I I 

est joué ici par une infinité de fonct ions 0 ( ¿ r ) liées chacune à 

une fonction (a?) par la même relat ion 

0(x) = xe J j^Sj (x) — dx. 

i 
— mñ — nu)*' 
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Parmi les fonctions S i (a?), 0 ( # ) , se t rouvent les fonctions 

(I"I>Si(a7), qui admet ten t la pér iode n sans être po-

larisées, ni b ipér iodiques. Au f o nd , la dernière n'est autre 

chose que la fonct ion 6 i ( # ) de Briot et Bouquet . 

Après ces généralités, M. Méray passe aux points saillants 

de la théorie des fonctions bipér iodiques du second ordre, les-

quelles ne diffèrent pas des fonct ions E(a?) et Dans sa 

démonstra t ion de la formule générale d ' add i t ion , il fait j ouer 

un rôle impor tan t et intéressant à l ' i r réduct ib i l i té de l 'équa-

t ion différentielle. Puis il expose une simple ébauche du pro-

blème de la t ransformat ion pou r s'attacher seulement au cas 

où il la d i t primaire. Une transformat ion est p r ima i r e lorsque 

les deux fonctions f(oc) et f\{oo) sont liées homograp l i ique-

ment . On voit faci lement qu'on do i t avoir alors 

^ n a n - 4 - 1 2 „ ^ , , 

1 ayant une des quatre valeurs O , — ? -> — - — > et II, û dé-

signant les périodes élémentaires communes aux deux fonc-

tions. Ceci condu i t à deux relations impor tan tes , l 'une et 

l 'autre de la forme 

« / ( * • ) / ( * - + P [ A R ) + / ( * + " ) ] "+• Y = » . 

où les constantes a, ¡3, -y sont données en fonct ion des valeurs 

cardinales a, b, c, d par les équat ions l inéaires 

l ab a -f- ( a -+- b ) (3 -h y = o, 

j cd% -f" ( c -+- rf ) p -v v — o. 

C'est en cherchant ensuite les fonctions du second ordre, 

pour lesquelles la t ransformat ion pr ima i re relative à Q prend 

la forme de s impl ic i té max ima 

- + - ^ = 

que M. Méray arrive enfin à la fonct ion el l ipt ique canonique 

de Jacobi X(a?) ou sn(a?), puis à cn(rr ) , d n ( # ) , tn(a?), dont 

les propriétés part icul ières ne sont p lus que des corollaires 

faciles (Je la théorie générale. 

Je suis forcé d 'expr imer encore un regret, celui que M. Méray 

n'ai t pas songé à parler aussi des fonctions canoniques de 
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M. Weierstrass. O n tend de plus en plus à substituer à celles 

de Jacobi ces dernières, qui sont beaucoup plus commodes, et 

tous les Traités récents sur les fonctions ell iptiques, ceux en 

particulier de M M . de Sparre, Ha lphen , Tannery et Molk , pro-

cèdent presque exclusivement ainsi. I l semble donc que, dans 

un livre de l ' importance de celui dont je parle, il eût été bon , 

ne fût-ce qu'à t itre de renseignement, de faire connaî tre, au 

moins à grands traits, des notat ions dont l 'usage est en passe 

de devenir courant . Mais je compte peut-être encore une fois 

sans l 'exiguïté de l'espace dont M . Méray pouvait disposer. 

Le Chapi t re X I I I , le dernier du Vo l ume , contient un précis 

très condensé de la théorie des fonctions B(/>, q) et T(p) où 

l'on retrouve les soins et la méthode facile auxquels l 'auteur 

nous a hab i tués . 

Cet examen rapide montre que cette deuxième Part ie de 

l'œuvre de M. Méray ne le cède en rien à la première. I l me 

semble fâcheux que toutes deux n'a ient pas été publiées en 

même temps, car celle-ci aurai t beaucoup gagné à être illus-

trée et expl iquée par celle-là. En l isant le Vo lume récent, j 'a i 

dû revenir souvent au premier , ' et alors seulement j 'a i senti 

l ' importance de certains détails, que leur ut i l i té dans le second 

peut seule rendre tout à fait visible. 

Je termine en consei l lant p lus v ivement encore la lecture 

des Leçons de M . Méray à tous ceux que les Mathémat iques 

intéressent; elles cont iennent des aperçus or ig inaux , d 'une 

grande hauteur et d 'une grande netteté, sur toutes les ques-

tions vitales de l 'Analyse générale et je ne connais que fort 

peu d'ouvrages qui soient aussi bien ordonnés, aussi logiques, 

aussi abondamment nourr is de grandes et belles conceptions. 

C . B O U R L E T . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 1406. 
( 1882, p. 336.) 

o, i , 6 sont-ils les seuls nombres triangulaires dont les 

carrés soient triangulaires ? ( L J O N N E T . ) 
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S O L U T I O N 

P a r M . H . B R O C A R D . 

Le prob lème revient à la résolut ion en nombres entiers de 

l 'équat ion indéterminée 

ar«(a7-hi)« y (y-+- i ) 
(I) ; = > 
v 4 2 
ou 

' 2y 2 2 y — -T-i )2 = o. 
O n en tire 

i nfc y/1 -f-1 x 2 ( x -t- i ) 2  

et, en posant x{x-¥ i ) = v, la question est ramenée à la réso-

lu t i on de l 'équat ion bien connue 

I-f-2C* = W2 OU W2— 2P2 = I. 

Celle-ci admet pour solutions les valeurs 

m = I , 3, 17, 99, 577, 3363, 19601, 114243, . . . , 

v = o, 2, 12, 70, 4 0 8 , 2378, i386o, 80782, 

dont la loi de récurrence est donnée par les formules 

Un-hl — — Un- J. 
Vn+i =6vn~ Vn-i. 

Voi r , au sujet des équat ions M 2 — p a r exemple : 

N . A . , quest. 953, A. Laisant , solution par Moret-Blanc, 1872, 

p . 173 ; quest. 1338, Lionnet , 1881, p . 373 ; N. C . , 1878, 

p. 166-167; quest. 233, P h . Breton , solutions, 1877, P- *94J 

et 1879, p. 285, E . Catalan ; quest. 89, Ed . Lucas ; J. E., 1884, 

p . 15-19, G . de Longchamps ; Matliesis, quest. 282, de Roc-

qu igny , 1886, p. 162 ; J. S., quest. 360, E . Lemoine, solut ion, 

1893, p . 23, E . Catalan ; quest. 87, S. Realis, so lut ion, 1893, 

p. 117-120, H . Brocard , et p. 139-140, B o u t i n ; / . E., 1894, 

exerc. 323, Bou t in , etc. 

Les valeurs de u ont une corrélat ion assez curieuse avec 

celles dç x dans l 'équat ion 

(a ) x2 — 2 y' 1 — — 1. 



( 95 ) 

En effet, on a vu ( l oc . cit., / . S., 1893, p. 118) que les va-

leurs de x ont pour expressions 

1, 7i 4 i , ¿39, I393, 8119, 473a i , 

avec la condi t ion 

X H-t-l ~ ^ X n— X n—\. 

Si on les addi t ionne successivement à part ir de la première, 

on aura 
1, 8, 49, 288, 1681, 9800, 

sur lesquelles on reconnaît , a l ternat ivement, des nombres carrés 

et des nombres de la forme K 2 — 1. Or , précisément, on trouve 

ainsi 

8 = 3 2 — 1, 288 = 172— 1, 9800 = 99 2— i , 

c'est-à-dire les nombres 3, 17, 99, . . . représentant les valeurs 

de u. Ainsi , ces dernières sont a l ternat ivement de la forme 

A2 — 1, / 2 + i . Si on les sépare en deux groupes, on a égale-

ment entre les valeurs successives de k ou de l la relation de 

récurrence 

kn+1 = 6 kn — kn-1, 

comme on pourra le vérifier sur les séries 

k 2, 10, 58, 338, 1970, 11482, . . . 

et 
/ o, 4 , 24, 140, 816, 47^6, . . . . 

Toutes ces relations ont ici leur ut i l i té , parce qu'elles faci-

litent les vérifications et qu'elles dispensent de passer par la 

formation des carrés v2 et l 'extraction de la racine carrée des 

nombres 2 p2 H- 1. 

L'équation (1) est, en réalité, de la forme 

+ 0 _ /2 

2 - ' 

ce qui revient à dire qu' i l faudra i t , au préalable, chercher 

les nombres qui sont à la fois tr iangula ires et carrés, question 

déjà ancienne, car elle est traitée, avec beaucoup d'autres ana-

logues, dans Y Algèbre d 'Euler (A7. C . , 1877, p. 194, remarque 

de S. Real is) . 

Or , nous avons, dans ce qui précède, les éléments de la so^ 

ïution de cette question, car les nombres à la fois tr iangulaires 
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et carrés ont pour expressions 

i , 36> 1225, 41616, . . 
carrés de 

1, 6, 35, 204, 1189, 6930, 4^391, 

ç 
c'est-à-dire des valeurs de 

2 
ç 

I l resterait donc, parmi ces valeurs de - , à chercher celles 

qui sont tr iangula ires , c'est-à-dire de la forme — - — > ou, ce 

qui revient au même , à résoudre l 'équat ion v =-x^-^x . O n y 

parviendra aisément sans avoir à décomposer v en ses facteurs 

premiers. Il suffira, en effet, d 'extraire la racine carrée de Î> 

et de constater si le reste de l 'opérat ion donne le même nombre 

que la racine, par analogie avec ce qui a été fait pour la réso-

lut ion de l 'équat ion ( 2 ) ( l o c . cit., J. S., 1893, p . 117). 

Cette mé thode est exempte de tâ tonnements , tandis que la 

dé terminat ion des facteurs et leur groupement en produi ts de 

deux nombres consécutifs seraient certainement beaucoup plus 

labor ieux. 

Mais si cette recherche est rendue relat ivement facile, on ne 

peut dire qu'el le soit aussi fructueuse. El le réussit, il est vrai , 

pou r les trois premières valeurs de p, données dans l 'énoncé, 

pu isque 0 = 0 ^ 0 , 2 = i ! + i , 12 = 32-h 3, mais elle a échoué 

pou f les valeurs suivantes, au moins jusqu 'au i5e terme. 

Il nous paraî t fort possible que le prob lème n 'admette pas 

d'autres solut ions. 

Question 1554. 
( 1885, p. 535. ) 

Si x, y, z sont trois nombres positifs dont la somme est 

égale à Vunité, on a 

( 1 — x){ 1 — y)( \ — z) < 8 xyz. 

( W O L S T E N H O L M E . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . G A L L U C C I . 

On a 

(1 —.r)(i — y)(\ — z) 

— 1 — (x -h y z ) ^r- yz -+- zx -h xy — xyz 
4 = yz H- zx zy — xyz 
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Or, on sait que, si la somme de plusieurs nombres est con-

stante, la somme des inverses est un m i n i m u m lorsque ces 

nombres sont égaux entre eux ; donc 

i i i . 
1 j > Q 

^ y z~ J  

et, par conséquent, 

- 4- — 4- - — 1 = $ , xyz(- + - + - - I ] > 8 # y z , 
x y z  J \x y z ) - J > 

(i — a?)(i — y)(i — z)lHxyz1 

ce qu'il fallait démontrer . 

Remarque. — Si x, y, z sont trois nombres positifs dont 

la somme est = a , on a 

(ka -x){ia-y)(ka~z)lïxyz-
Il faut dist inguer deux cas : i° lorsque les facteurs du pre-

mier membre sont tous les trois posit i fs; 2° lorsqu'un seul 

d'eux est négat i f ( i l n'y a pas d'autre cas possible). Dans le 

second cas, on a év idemment 

G a ~ x ) G a (ìa-*) < 
car le premier membre est une quant i té négat ive; le lecteur 

pourra aisément démontrer le premier cas. 

La question 1554 peut donc être complétée ainsi : Si x, y, 

z sont trois nombres positifs dont la somme est = i , on a 

Question 1635. 
(1892, p . 

D'un point quelconque M du plan d'une lemniscate de 

Bernoulli, de centre O, on mène les tangentes MTJ, MT 2 , 

MT3 , ... à la courbe et Von abaisse les normales MNT , 

M-NT2ï MN3, Montrer que Von a la relation 

OTJ . 0 T 2 . 0 T 3 . . . = O N I . O N 2 . O N 3 . . . . 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 
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S O L U T I O N 

P a r M . E r n e s t F o u c a k t . 

Soit 

(x2 + j 2 ) 2 — a2(.r2 — y2) = ° 

l 'équation de la lemniscate, ou en coordonnées polaires 

p2 — a- cos 2 co. 

Les points de contact des tangentes issues du point 

%\{x\,yi) sont sur la courbe précédente et sur la cubique 

( à x 2 -i- '2 y 2 — a 2) x 

-hyi(
t2.z , i-h 2y 2-h a 2)y — a 2(x 2 — y' 1) = o. 

En tenant compte de l 'équation de la lemniscate, on a 

J a1 -hp2 . \fa-~ 
x — p cos to = p , y = p sin u> — ^ 

a\fi '  as/<2 

L'équation aux p des points T1? T 2 , T 3 , . . . est donc 

Xi ( '}. p2 — a 2) s/a 1 -h p2 -+-y1(2p 2-+- a 2)sj a2 — p2ap3y/'2 = o. 

Faisant disparaître les radicaux, et ordonnant par rapport 

à p, 

[(4 A - 4r ? - * «2 Y H- 64 x\y\ ] p12 + • • • 

Les pieds des normales issues de M sont sur la courbe 

(x — Xi)(2X 2-+- iy 2-r- a 2)y = (y — yx )( 2X 2 -h <>y 2 — a 2)x. 

L'équation aux p des points Ni , N2 , N3 , . . . s'obtient comme 

la précédente; c'est 

pa<Jis/'a'*— p'* — Xi('2p 2-h a-) sj a 2— p2 

H - J i O p 2 — a 2) s/a 2-¡-p2 — o, 

et, en ordonnant , 

(•2) [(4a?f - 4 y \ - 2a 2 ) 2 4- 6 4 ^ 7 ? ] pi2-K..H- a ^ (x\ 

La comparaison des égalités (1) et ( 2 ) donne la relation à 

établir. ' 
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EXERCICES PRÉPARATOIRES A LA LICENCE 

ET A L'AGRÉGATION-

FACULTÉ DES SCIENCES DE NANCY. 

Licence ès Sciences mathématiques. 

Application du Calcul infinitésimal à la Géomé-

trie. — On donne Je cylindre défini par les équations 

:r — R cos a. y = R sin w, z = v, 

où u et v sont des variables indépendantes ; à chaque 

point M de ce cylindre, on fait correspondre une sphère 

ayant pour centre ce point M et pour rayon une fonc-

tion donnée p(w, v) des deux variables. 

i° Déterminer les deux points caractéristiques de 

chaque sphère ; 

i0 A quelle condition doit être assujettie la fonc-

tion p pour que les deux points caractéristiques d'une 

sphère quelconque soient confoudus en un même 

point ? 

3° On joint ce point au centre de la sphère corres-

pondante 5 on obtient ainsi une congruence de droites. 

Déterminer les courbes situées sur le cylindre et dont 

chaque tangente appartient à la congruence précé-

dente. 

Agrégation des Sciences mathématiques. 

Analyse. — I. On considère la parabole^2 = /\x et 

la podaire de cette courbe par rapport au point x = a, 

y = 2. 
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i° Trouver, en appliquant le théorème d'Abel et 

sous forme réelle, les conditions nécessaires et suffi-

santes pour que trois points de la podaire soient en ligne 

droite. 

Déterminer les points d'inflexion, et étudier la réalité 

de ces points. 

2° Trouver la condition pour que six points de la 

podaire soient sur une même conique ; déterminer les 

points où la conique osculatrice a un contact du cin-

quième ordre; déterminer les systèmes de coniques os-

culatrices en deux points. 

Discuter les problèmes précédents en examinant les 

différentes valeurs de a. 

II. On considère la courbe C représentée par l 'équa-

tion 
4j/2 — 8)^— 4 v2 — G) = o. 

i° Construire la courbe et déterminer son genre. 

2° Démontrer que le nombre des conditions néces-

saires et suffisantes pour que 6q points de C soient sur 

une même courbe C 7 d'ordre q ne passant par aucun 

point singulier est inférieur à io si q est plus petit que 

4, et égal à 10 si q est égal ou supérieur à 4- Chercher 

ces conditions. 

3° Examiner le cas où la courbe C^ passe par un ou 

plusieurs points singuliers. 

4° Par 6q — points non singuliers donnés sur la 

courbe C, faire passer une courbe C^ de degré q 3 

qui ait en A points à déterminer un contact d'ordre 

— i avec la courbe C , a points d'intersection étant 

confondus en chacun des \ points à trouver. 

Examiner successivement les trois cas A >> i o, X — i o, 
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Dans les deux premiers cas, 011 démontrera 

que, si par les 6 q — XJJL points donnés et par les — 1) 

points de contact de ¡JL — 1 courbes solutions, on fait pas-

ser une courbe de degré <7, les X autres points où elle 

rencontre la courbe proposée sont aussi sur une courbe 

solution. 

5° Trouver une cubique qui , en tout point où elle 

rencontre la courbe C , ait avec .élle un contact du pre-

mier ordre. 

Problème d'élémentaires. — On considère un cercle 

fixe et les triangles A B C conjugués par rapport à ce 

cercle. 

i° Démontrer que le cercle circonscrit à ces triangles 

et les cercles des neuf points sont orthogonaux à des 

cercles fixes. 

a" On suppose que les côtés A C et AB passent res-

pectivement par des points fixes B< et C , ; déterminer 

le lieu du sommet A ; discuter la nature de ce l ieu 

lorsque, l'un des points B, ou C< restant fixe, l 'autre 

varie d'une manière quelconque dans le plan. 

3° O n considère le cas particulier où les points B4 et 

C< sont situés sur une même tangente au cercle donné; 

démontrer que le triangle A B C reste circonscrit à un 

triangle T , et inscrit dans un autre triangle T 2 , et de 

plus qu'il est homologique à chacun de ces triangles. 

Déterminer le l ieu du centre d'homologie et l 'enve-

loppe de l 'axe d'homologie du triangle A B C et de cha-

cun des triangles T< et T 2 . 

Problème de spéciales. — On donne un ellipsoïde E 

et une sphère S de centre to; on considère un plan va-

riable P assujetti à cette condition que son pôle p par 

rapport à S soit situé sur son diamètre par rapport à E . 
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i° Lieu (lu pôle p du plan P, et enveloppe de ce 

plan. 

Démontrer que la courbe C , lieu du point p, passe 

par les sommets du tétraèdre conjugué commun à l 'el-

lipsoïde et à la sphère; réciproquement, tout point de 

cette courbe est le sommet d'un tétraèdre conjugué à 

l'ellipsoïde et à une sphère S' de centre to et de rayon 

convenablement choisi. 

3° On fait varier le centre w de la sphère S sur une 

droite A, et l'on choisit de plus le rayon de cette sur-

face de façon qu'elle passe par le centre de l'ellipsoïde-, 

déterminer la surface S lieu de la courbe G et l 'enve-

loppe du plan P. Pour quelles positions de la droite A la 

surface S est-elle de révolution? 

4° On considère un point M et les plans polaires de 

ce point par rapport à toutes les quadriques passant par 

la courbe C relative à une sphère fixe S} démontrer 

qu'ils passent par un même point M'5 déterminer le 

lieu de ce point M' lorsque M décrit une droite D. 

5° On suppose, en particulier, que la droite D passe 

par le centre de l'ellipsoïde et est située dans le plan 

oscillateur de la courbe C en ce point-, montrer que le 

lieu de M' est une droite D', et trouver le lieu de cette 

dernière droite lorsque D varie en satisfaisant aux con-

ditions indiquées précédemment. 

QUESTIONS. 

4711. Q u a n d on dérou le une épicycloïde sur la tangente au 

sommet , le lieu* des extrémités du rayon de courbure est une 

c o n i q u e . ( R I C C A T I ) . 
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1712. On considère une série d 'hyperboles équilatères homo-

thét iques par rapport à leur centre commun O , et dont l'axe 

transverse commun est O X . Dans chacune d'elles, on trace un 

rayon O M qui détache un secteur d'aire donnée à part ir 

de O X . Trouver le lieu du po in t M. (G.-À. LAISANT). 

1713'. Trouver par l 'analyse le lieu du foyer mobi le d 'une 

conique d'excentricité donnée dont l 'autre foyer est fixe et 

dont la directrice correspondant à ce foyer enveloppe une 

courbe donnée. Vérifier le résultat trouvé par la Géométr ie . 

( B . N I E W E N G L O W S K I ) . 

1714. É tan t donnés, dans un p lan , quatre couples de points 

(A , A t ) ; (B , B t ) ; (G , C ^ ; ( D , D i ) , tels qu 'aucun des quadr i-

latères analogues au quadri latère A'At B B1? ne soit inscriptible, 

prouver qu'i l existe dans ce plan deux couples de points 

( X , Y ) , tels que chacun des quatre quadri latères analogues 

au quadri latère A A j X Y soit inscr ipt ib le. 

( X . A N T O M A R I ) . 

1715. On appelle nombres de Möbius les nombres p ( n ) dé-

finis de la manière suivante : 

¡x( i)= i. 

li(n)=o quand n est divisible par un carré autre que 

l 'unité. 

{¿(/i) = -h i quand n n'a que des facteurs premiers différents 

en nombre pair. 

jJL(/z) = — i quand n n'a que des facteurs premiers différents 

en nombre impair . 

Dans cet énoncé, l 'un i té n'est pas comptée comme facteur. 

Montrer que la somme 

;jl 2 ( i ) -f- ;jl 2 ( i ) -i-... -h ;jl* ( n ) 

est égale à - - n + 8, expression où la/valeur absolue de o est 

i n f é r i e u r e à 3 sfn. ( J . F R A N E L . ) 

1716. On considère une série de coniques semblables qui ont 

même corde normale NN'(1\ et N ' son t des points fixes). Cher-
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cher l 'enveloppe de ces coniques et le lieu de l 'extrémité de la 

corde de courbure au point N. (CL . SERVAIS.) 

1717. Le lieu des mi l ieux des cordes d 'un cercle ayant une 

projection donnée sur un d iamètre fixe est une quart ique. Dis-

cuter cette courbe ; la construire, en étant donnés deux points, 

et donner la construction de la tangente en un po in t quel-

c o n q u e . ( G A L L U C C I . ) 

ERRATA AUX TARLES DE LOGARITHMES DE SCBRÔN. 

Page logtang 33°3i'2o", au lieu de 9,8211 /j38 lisez 9,8211 /|88. 

ERRATA. 

3e série, t. XIV, 1895, p. 385; ajoutez, après le titre Sur un pro-

blème de Géométrie: voir même tome, p. 49-

Mt'rne tome, p. ajoutez après le même titre : voir même tome, 

p. 385. 

RECTIFICATION. 

3e série, t. XIV, 1890, p. 39*. Deux questions distinctes ont été 

confondues sous le 1704. Il y a lieu d'attribuer le n° 1704 bis à la 

seconde, qui commence par les mots: « Démontrer que, etc.... ». 
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CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » POUR 1896. 

Sujet* 

Soit F(x) un polynome du quatrième degré, 

dont les quatre racines a, b, c, d sont distinctes; 

on divise le carré de la dérivée par F (# ) . Si Von 

désigne par Q et R le quotient et le reste de celte 

division, on a 

i° Prouver que Q est carré parfait, 

2 ° Prouver que le polynome 

est carré parfait pour trois valeurs différente 

de p . 

3° Trouver tous les polynomes du quatrième 

degré G(#) qui sont tels que le polynome 

F(a?) + pG(a?) 

soit carré parfait pour trois valeurs distinctes 

de p. 

4° En général, le reste R est du troisième de-

gré; pour quil s'abaisse au second, il faut et il 

suffit que la condition suivante soit remplie : 

F\a) -A- F'{b) 4- F'(<?) 4- F'{d) ~ o. 

Ann. de Mathémat3e série, t,. XV. (Mars 189C).) 8 
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Le reste R est alors carré parfait; il ne diffère 

de Q que par un facteur constant. 

Montrer que ce cas est caractérisé par ce fait 

que Vaddition à F(x) d'une constante convenable 

rend le polynome carré parfait. La réciproque 

est-elle vraie? 

Dans ce cas, les paragraphes 2° et 3° subissent-

ils quelque modification? 

Conditions. 

Le concours est ouvert exclusivement aux abonnés 

des Nouvelles Annales de Mathématiques. 

Le meilleur Mémoire envoyé en réponse au sujet pro-

posé donnera droit, au profit de l'auteur : 

i° A un crédit de ioo f r d'Ouvrages à choisir dans le 

catalogue de MM. Gauthier-Villars et fils; 

2° A la publication du Mémoire; 

3° A un tirage à part gratuit de ioo exemplaires. 

Les manuscrits devront être parvenus à la rédaction 

A V A N T L E I 5 O C T O B R E 1 8 9 ( 3 , terme d'absolue rigueur. 

Les auteurs pourront, à leur gré, se faire immédiate-

ment connaître, ou garder provisoirement l'anonyme. 

Dans ce dernier cas, le Mémoire portera un signe, une 

devise ou un numéro d'ordre arbitraire, et sera accom-

pagné d'un pli cacheté renfermant, avec la même indica-

tion, le nom et l'adresse de l'auteur et la justification 

de sa qualité d'abonné. Les plis cachetés en question ne 

seront ouverts par la Rédaction qu'à parti* du 15 oc-

tobre, et après le jugement prononcé. 

Aucune limite n'est fixée quant à l'étendue des Mé-
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moires. Mais, à mérite égal, les plus concis seraient pré-

férés par les juges du Concours. Chacun comprendra du 

reste que l'insertion d'un travail trop étendu serait ma-

tériellement impossible. 

Le jugement du Concours sera prononcé avant le 

IER janvier 1897, e t e n sera, sans retard, pu-

blié dans le journal. 

La rédaction, et les juges du Concours qui se seront 

associés à elle, se réservent la faculté : 

i° De partager les récompenses ci-dessus mention-

nées, au cas tout à fait exceptionnel où deux Mémoires 

y auraient droit avec un égal mérite; 

20 De ne pas attribuer de récompenses si, parmi les 

Mémoires envoyés, aucun ne semblait en être digne. 

Dans ce dernier cas, les avantages stipulés seraient re-

portés sur un Concours ultérieur, et l'annonce en serait 

faite dans le journal en temps utile. 

L'auteur du Mémoire récompensé sera immédiatement 

avisé par Ja Rédaction et voudra bien faire immédiate-

ment connaître s'il désire que la publication de son Tra-

vail ait lieu sous son nom, ou sous forme anonyme. Son 

silence serait interprété comme une autorisation de pu-

blier le nom. 

LES RÉDACTEURS. 

ERRATA. 

3e série, t. XV , 1896, p. 55, question 1707 : dans les quatre der-

nières lignes du premier al inéa, permutez les lettres M, et M\ 
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[A3e] 

SUR LES CONDITIONS SOUS LESQUELLES UNE ÉQUATION 

N'ADMET QUE DES RACINES A PARTIE RÉELLE NÉGATIVE; 

PAR M . A . H U R W I T Z ( d e Z u r i c h ) ( I ) . 

(Tradui t par M. L . LAUGEL . ) 

I. 

A l'instigation de mon honoré collègue, M. A. Sto-

dola,je me suis occupé il y a quelque temps de la ques-

tion de reconnaître quand une équation de degré n à 

coefficients réels 

a0 x n -+- ai x n~ x -f-... -h an == o 

n'admet que des racines dont la partie réelle es-t néga-

tive. 

Bien que la résolution de cette question, d'après les 

méthodes de Sturm, Liouville, Caucliy et Ilermite, ne 

présente aucune difficulté de principe, néanmoins, je 

prends ici la liberté d'exposer le résultat auquel je 

suis arrivé, parce que, sous sa forme simple et commode 

dans les applications, il offre peut-être un certain inté-

rêt (*). 

(») Mathematische Annalen, t. XLVt . 

( u ) M. Stodola se sert de mon résultat dans son Mémoire Sur h 

règlement des turbines (Schweizer Bau-Zeitung, t. X X I I I , n°8 17, 

18), Mémoire dont les résultats ont trouvé une application couron-

née du plus remarquable succès à l 'Etablissement des turbines à Davos 

(Engad ine ) . La question, comme me l'a fait remarquer M. Sto-

dola, avait été proposée dans la Natural Philosophy de Thomson 

(Lord Kelvin^) et Tait (1886, Part ie I , p. 390) et sa solution y est 

indiquée comme étant très désirable. 2e édit. , Part ie I , p. 3tjo; 1890. 

Refait et augmenté par les auteurs. 
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L'exposition du résultat me donne en même temps 

l'occasion de présenter la méthode cPHermite-Jacobi 

sous une forme qui peut être généralisée à divers points 

de vue. 

O n peut évidemment, ce que nous ferons ici, s'en te-

nir au cas où Je coefficient a0 est positif. En effet, s'il 

en était autrement, on pourrait multiplier tout le pre-

mier membre de l'équation par le facteur — i . 

Formons maintenant le déterminant 

(0 A>.= 

ai az ah 

a0 a2 

o ai az 

«2X-1 

"2X-2 

«2X-3 

«X 

d'après la méthode qui consiste à augmenter successi-

vement les indices de deux unités dans la première ligne 

horizontale et à les faire diminuer toujours successive-

ment d'une unité dans chaque colonne verticale. On 

devra aussi poser en général 

ak = o, 

lorsque l'indice À est négatif ou plus grand que n. 

Ceci posé, on a le théorème : 

Lacondition nécessaire et suffisante pour que V équa-

tion 

(a) aQ x n 4- ai x n~ y -f-.. an — o, 

où le coefficient a0 est supposé positif n'admette que 

des racines à partie réelle négative est que les valeurs 

des déterminants 

(3) At = au 12, A3 A„ 

soient toutes positives. 
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A c e théorème ajoutons la remarque suivante. Le dé-

terminant A„, comme c'est facile à reconnaître en le 

développant suivant les éléments de la dernière colonne 

verticale, est égal à 

Ainsi la condition 
que et A„ doivent être positifs 

est équivalente à cette autre que A,,^ et an doivent être 

positifs. 

Le théorème reste donc valable lorsque Ton remplace 

A w p a r a „ . 

Voici encore une autre remarque : 

Si Ton considère la suite de déterminants 

les termes de cette suite s'évanouissent identiquement à 

partir du (/z-f-i) i e m e inclus, c'est-à-dire pour des va-

leurs indéterminées de ¿z0, an. En effet, les 

éléments de la dernière colonne verticale de Ax sont 

tous nuls pour n. Par conséquent, la condition du 

théorème peut encore s'exprimer en disant que les 

termes de la suite (4) qui ne s'évanouissent pas identi-

quement doivent être tous positifs. Ces termes, écrits 

tout au long, sont les suivants : 

«1 a 3 a5 

<t 1 «3 
«U 

«2 2̂ 
1 a0 

o av a 3 

ai a 3 a6 a-

a0 a% <74 «g 

o ai a3 a~0 

o a.2 a<+ 

et, sans insister davantage, on en conclura aisément les 

conditions ^relatives à toute valeur particulière de n. 

Par exemple, les conditions relatives à l'équation du 
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quatrième degré ( n = 4), sont : 

« i > o-, 
| a ! «3 

[ «0 «2 
> o , 

O. 

<?3 o 

G. o a; 

O «1 «3 
> o, 

M. Stodola a remarqué qu'une condition nécessaire 

pour que l 'équation ( 2) n'admette que des racines à par-

tie réelle négative est que tous les coefficients <70, aK, ..., 

an soient positifs. En effet, lorsque la partie réelle de 

toutes les racines de l 'équation (2) est négative, chaque 

facteur linéaire réel du premier membre de l 'équation a 

la forme x - 4 - p et chaque facteur réel quadratique la 

forme 
(x -+-/>! )2-4-jP! = X2-\- p' X -f-//', 

où p{, p2, p'y p" désignent des grandeurs positives. 

Mais comme le produit de fonctions entières à coeffi-

cients positifs a lui-même également tous ses coeffi-

cients positifs, le premier membre de l 'équation (2) 

n'admettra donc que des coefficients positifs. 

U . 

Supposons que la fonction entière rationnelle f(x)y 

dont les coefficients peuvent tout d'abord admettre des 

valeurs complexes, ne s'évanouisse pour aucune valeur 

de x purement imaginaire. Désignons alors respecti-

vement par N et P le nombre des zéros d c f ( x ) qui 

ont des parties réelles négatives et positives; 011 a 

N + P: (5) : n, 

n désignant alors le degré de f ( x ) . Soit maintenant c 

une constante (complexe) quelconque et 

(6) cf ( X) • pe'iï?, 
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o désignant alors le module (den absoluten Betrag, la 

valeur absolue) et ~z> l 'argument de cf(x). L'angle o 

varie d'une manière continue avec la valeur de x et di-

minue en particulier de 

(7) N - I ' = A 

unités, lorsque x parcourt la succession de valeurs nu-

mériques imaginaires pures de -f- à — 100. Ce fait se 

reconnaît de suite lorsqu'en faisant usage de la repré-

sentation géométrique habituelle des nombres com-

plexes, on étudie la variation de l 'argument de chaque 

facteur linéaire de f{x). Maintenant, en vertu de (5) 

et (7) , on a 

La détermination de A sera alors ramenée de la ma-

nière que l'on sait, à celle d'un indice de Cauchj (,). 

Par indice d'une grandeur R qui possède, en chaque 

point d'une ligne L parcourue dans un sens déterminé, 

une valeur réelle déterminée, l 'on entendra le nombre 

formé comme il suit. On attribuera à chaque point de L 

où R devient infinie un des nombres o, ou -f- 1, ou — 1, 

selon que R , en passant par le point en question, ne 

change pas de signe, ou bien passe d'une valeur négative 

à une valeur positive, ou bien d'une valeur positive à 

une valeur négative. L'indice de R relatif à la ligne L est 

alors la somme de tous les nombres ainsi attribués aux 

infinis de R. On admet ici tacitement que R ne change 

( l ) Journal de VÉcole Polytechnique, XVe Cahier; 1837. -L'in-

dice de Cauchy est renfermé comme cas particulier dans la notion 

introduite par Kronecker sous le nom de caractéristique d'un sys-

tème de fonctions (Monatsberichte der K. preuss. Acad. d. W.; 

i85 9 ) . 
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son signe qu'en un nombre fini de points où elle devient 

infinie, et que ^ est continue dans le domaine de ces 

points. 

Ayant ainsi rappelé cette notion, soit z une variable 

réelle et 

(9) c / ( - w ) = U + ÎV, 

U et V désignant des fonctions entières de z à coeffi-

cients réels. Si l 'on pose maintenant 

(10) J = RCO, 

on a 

(II'I o — - arc tangR(s)-, 
* TC 

et il résulte de cette équation que A est identique à l ' in-

dice de R ( ~ ) relatif à l'axe des z réels parcouru dans 

le sens des z croissants (axe que l 'on doit regarder 

comme une ligne ou contour qui se ferme à l ' infini). 

Dans ce qui suit, je supposerai que R ( s ) ne devient 

pas infinie pour z = GO, ce qui est évidemment permis, 

puisque l'on peut disposer arbitrairement de la con-

stante c. 

III. 

Prenons maintenant pour R ( s ) une fonction ration-

nelle quelconque de z à coefficients réels et qui reste 

finie pour z = oc. 

L'indice de R ( z ) (relatif à l'axe des nombres réels 

parcouru dans le sens des z croissants) peut, comme 

l'on sait, être déterminé par le procédé de division de 

Sturm, ou bien par la méthode d1 Hermite au moyen 

de la représentation par une forme quadratique dont la 

signature est un nombre identique à l'indice cherché. 



( "4 ) 

Par « signature » d'une forme quadratique à coeffi-

cients réels, j'entends, avec M. Frobenius ( 1 ) , la diffé-

rence entre le nombre des carrés positifs et des carrés 

négatifs qui se présentent dans la représentation de la 

forme par une somme de carrés de fonctions linéaires 

réelles, le nombre desdits carrés étant le plus petit pos-

sible. 

On est conduit à cette méthode d'Hermite pour la 

détermination de l'indice de R ( s ) de la manière sui-

vante : 

Si l'on désigne par 

a ( - ) = yo -Î-/i - -+- y-i -+- • • •—y m-1 -1 

une fonction rationnelle entière de z dont les coeffi-

cients sont regardés comme des paramètres arbitraires, 

alors l'intégrale 

m ) F/#l = - - i .JR(z)[U[z)y-dz, 

prise le long d'un contour curviligne renfermant tous 

les pôles de représente une forme quadratique 

des paramètres y0, yK, y2, . . . , ym~\i qui, étant le coef-

ficient de ^ dans le développement de R ( s ) [ 0 ( z ) ] 2 sui-

vant les puissances ascendantes de l-y est facile à for-

mer^). D'autre part, l 'intégrale est égale à la somme 

(' ) Sur la loi d'inertie des formes quadratiques (Sitzungberichte 

der Kgl. preuss. Acad. d. W>; 1894 ). 

(*) Vu lieu de l'intégrale (12), on peut également arriver au même 

résultat en considérant l'intégrale Çft (s) ^ dz* P r ' s e au~ 

tour du point z = a, a désignant une valeur réelle pour laquelle 

K(c) demeure fini. Relativement à la dernière intégrale, z = a joue 

le même rôle qui z = x par rapport à (12). En corrélation avec cette 

circonstance, nous remarquons ce fait évident que l'indice de 
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des résidas de R ( z ) [ 6 ( s ) ] 2 correspondant aux pôles 

d e R ( * ) . 

Soit z — a un pôle simple de R ( s ) et 

(i3) R(a -4- t) = j -h et -f- caf . . ; 

alors le résidu relatif à z = est 

c[6(a)]*. 

Lorsque a est réel, alors le pôle z = a fournit à l'in-

dice de R ( s ) la contribution + i , ou — i selon que c 

est respectivement positif ou négatif. 

Lorsque a est imaginaire, si l'on désigne par à le 

pôle imaginaire conjugué de a , la somme des résidus 

relatifs à a et a est 

c[6(a)]«-+- c[e(tf)]» = (P -h ¿Q)* -I- (P — ¿Q)2 = aP* — 2Q2, 

où P et Q sont des fonctions linéaires réelles. De ceci 

résulte [d'abord sous l'hypothèse que R ( s ) n'admet 

que des pôles simples] le théorème suivant : 

Si Von désigne par n le nombre des pôles de R (-s), 

la forme quadratique F m est représentable par une 

somme de n carrés, où, en outre, la différence entre le 

nombre des carrés positifs et celui des carrés négatifs 

est égale à Vindice de R(s). 

Ce théorème est encore valable au cas où R ( s ) ad-

met des pôles d'ordre de multiplicité quelconque, et 

l'on doit alors entendre par n le nombre des pôles, 

H est égal à l'indice de lorsque a, b, c, d désignent 

des constantes réelles dont le déterminant ad — bc est positif. 
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chacun d'eux comptant pour son ordre de multipli-

cité (*). 

Pour démontrer ceci, soit z == a un pôle de R ( ^ ) , 

d'ordre \ et soient 

6 (a 4 - 0 = ©0(«)-+- 0 1 0 ) ' + 0 !(fl)i s + . . . , 

B0 ( a ) , . . . désignant des formes linéaires des 

paramètres y0l yK, . . . , . Le résidu relatif à : = a 

sera 

»cx-îe0e, 4-. . .4- c(2e0ex-i + a e i e x - î + . . . ) . 

Maintenant, selon que \ est pair ou impair, ce résidu 

peut s'écrire respectivement sous la forme 

60 4- et Wt -4-... -4- e^-i nv-i [ X = 2 fx], 

ou sous la forme 

e0 lF| -h . . . -4- Qjjl-i + [ 1 = 2 4- 1 ], 

xr0 , W,, . . . désignant des fonctions linéaires des para-

mètres. 

Si a est réel, les coefficients de 0U , 0 t , 

^Ft, . . . sont également réels et le résidu peut être 

amené à prendre la forme 

[ !(6 0 4 - ^ 0 ) ? - [ * ( e « - V0)]»+...H_ [ 1 ( 6 ^ , 4- ) P 

(*) Kronecker, dans son Mémoire Sur la Theorie de Vélimina-

tion d'une variable entre deux équations algébriques (Monatsbe-

richte der Kgl. preuss. Acad. d. W., 1881) a remarqué que les 

déductions relatives aux suites de Sturm restent encore légitimes, 

avec les modifications appropriées, lorsque les fonctions entières en 

question admettent des facteurs linéaires multiples. 
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OU 

- [ ¿ ( e ^ - ^ v o P - f - c e J 
(X = 2JX-+-I), 

expressions où il se présente une somme de \ carrés de 

formes linéaires réelles. 

Lorsque X est pair, il se présente exactement autant 

de carrés positifs que de carrés négatifs ; au contraire, 

lorsque X est impair, il se présente un carré positif ou 

bien un carré négatif en plus, selon les cas respectifs 

où c est positif ou bien négatif. La discussion du cas 

où z = a est complexe, a lieu d'une façon tout ana-

logue, et l 'on reconnaît ainsi que le théorème précé-

dent est valable d'une manière générale. 

I V . 

Quand m > w, alors la forme quadratique Fm pos-

sède un déterminant qui s'évanouit, puisqu'elle est re-

présentable par une somme de n carrés, et, par suite, 

qu'elle se réduit à une forme dépendant d'un nombre de 

combinaisons linéaires de y0, yu . . . , ym~\ inférieur 

à m. A u contraire, le déterminant de la forme F „ est 

différent de zéro. O n peut le démontrer, soit en prou-

vant l'identité de ce déterminant avec la résultante du 

numérateur et du dénominateur de la fonction ration-

nelle R ( s ) écrite sous forme réduite (comparez § V I ) , 

soit en procédant comme il suit : 

Si le déterminant de F n s 'évanouissait, l 'on pourrait 

trouver des valeurs d e j o ? • • M^'/I-J n e s'évanouis-

sant pas toutes, et telles que 

àFn 0Fn ÔF„ 
-— > ~c ? • • • > — y 

ày l dyn-x 
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et que, par conséquent aussi les intégrales 

(14) f R(z)e(z)^dz (X = o, t, n - i ) 

fussent toutes nulles. 

Maintenant lorsque 

(15) h(z)B(z)=G(z) + Rl(z)9 

G ( z ) désignant une fonction entière de z et 

(ifi) Ri(z)=R(z)B(z)-G(z) = J + ~ -4-... 

une fonction rationnelle s'évanouissant pour Z = GO, il 

est nécessaire, pour que ces intégrales s 'annulent, que 

Ton ait 
k' = k° = . . . = k™ = o, 

et, par conséquent, que Ri (z) soit infiniment petit de 

Tordre n -f- 1 au moins pour z = oc. Mais comme Ri (z) 

11e peut devenir infini qu'en les pôles de R ( z ) , c'est-

à-dire au plus n fois, il faudrait donc que R, [ z ) s'éva-

nouisse identiquement 5 mais l 'équation suivante, que 

l 'on aurait alors 
n(z)e(S) = G(z), 

est impossible, puisque O ( z ) est au plus de degré 

[n — 1) et que R ( - ) possède n pôles. 

Y . 

De ce qui précède, nous tirons alors le procédé sui-

vant pour la détermination de l ' indice de R ( s ) . 

Soit 
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le développement de R ( z ) dans le domaine de z = oc. 

Le facteur de \ dans le développement du produit de 

R ( z ) par 

(18) ( l , * = 0, I, . . . , / » — !) 
f, fc 

est alors 

(19) F m = V C j + k y i y k (¿j k — o, 1, — 1 ) 

1, A-

et le déterminant de la forme F w se présente sous la 

forme 
Co C l . Cm-l 

Cl C 2 Cm 

C,n-\ Cm c 2 m - 2 

Maintenant, dans la suite de déterminants 

(21) D „ D2 , D 3 i . . . , 

tous les termes sont, à partir de l 'un d'entre eux D/2+1 

par exemple, égaux à zéro, tandis que est différent 

de zéro. Alors n est le nombre des pôles de R ( s ) , et 

l'indice de R ( ^ ) est égal à la s i g n a t u r e de la forme F n . 

La signature de la forme F „ nous sera donnée dans 

chaque cas par l 'examen des signes des déterminants 

non évanouissants de la suite , I)2, . . . , D^ (*). 

Au cas où aucun de ces déterminants ne s'annule, 

F w , comme l'on sait et ainsi qu'il est facile de le démon-

trer, peut être représenté sous la forme 

Ut iJn-l 

{ ' ) F R O B E N I U S , toc. cit., p . 4 1 0 . 
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où Ui désigne une forme réelle linéaire de y i , , . . . , 

L'indice de R ( s ) e s t donc alors égal à la différence 

entre le nombre des termes positifs et le nombre des 

termes négatifs de la suite 

n D 2 D 3 D „ 
D1> rT> r T ' D / D , D „ _ t 

Ce cas se présente, en particulier, lorsque l ' indice de 

R ( z ) prend sa valeur maxima n. En effet, alors est 

une forme définie positive et il en est de même de , 

Fw_o, F M car ces dernières formes prennent 

naissance lorsque l 'on égale à zéro certains des para-

métrés JK̂ Î y r\> • • yn~{ de F w . Mais le déterminant 

d'une forme positive est toujours positif. 

L'on en conclut le tliéorème : 

L'indice de R prend toujours, et c'est le seul cas oit 

ce fait a lieu, sa valeur maxima n, lorsque les déter-

minants D 4 , D 2 , . . . , D« sont positifs. 

VI. 

Soit maintenant R ( s ) donné sous la forme 

(M) R ( S ) = ' 

le coefficient a0 étant, par hypothèse, différent de zéro. 

Le degré v du dénominateur de R ( s ) est supérieur ou 

égal à n, selon que le numérateur et le dénominateur 

de U(-z) ont respectivement un diviseur commun ou 

non. L'on peut maintenant transformer le déterminant 

]),„ (20), en un déterminant dont les éléments sont for-

més par les coefficients aQ} . . . , a v , 60 , . . ¿ v . Cette 

transformation est praticable à l'aide du théorème sui-
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vant que l 'on déduit aisément du théorème relatif à la 

multiplication des déterminants : 

Soient 

(a3) P „ P2, Pm 

des séries de puissances de z qui, par l'effet d^une mul-

tiplication par 

(94) P = k -+- kxz -+- ktz*-4-... 

peuvent être transformées en de nouvelles séries de 

puissances 

(a5) P'lf P'f, 

et telles, par conséquent, que Von ait en général 

= PPm» 

Si Von met à part alors dans chacune des séries res-

pectives 
Pj, P2, . . . , P m , 
P ' P ' P ' r l 1  r 2> rmi 

les m premiers termes, et si Von désigne respective-

ment par Am , A'm les déterminants des m fonctions en-

tières de z de degré (m — 1) ainsi obtenues, Von a 

(26) b!m = 

J'appliquerai maintenant ce théorème au cas sui-

vant : 

Soit 

b0 -1- bxz b2z
2-*-. .. , 

= c + c0z + 
a0 •+• a j 5 -+- a2 z' 2 -+-... 

les séries (^3) peuvent être prises comme il suit 

P l = I , P 2 = C - h C0Z -+- CtZ 2 - h . . . , 

P s X + i = ^ P t , PÎX+Î = ^ P 4 

(X = 1,2, . . .), 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV . (Mars 1896.) 9 
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tandis que la série ( 2 4 ) sera identifiée avec 

P = a0 -+- at z 4 - a2z
2 -4-

Les séries (25) seront alors 

V\ = P , P'2 = ô0-t-6iz + b2z*-h..., 

Piu* = ^ P i , 

a , 2, . . .). 

Si Ton remplace alors dans l'équation ( 26 ) l 'indice m 

par 2 m, cette équation donnera la transformation dési-

rée du déterminant D m , et l 'on a notamment 

( 2 7 ) 

où R m désigne le déterminant 

( 2 8 ) 

a0 ax 

b0 bt 

o a0 

o 60 

a>lm-\ 

bim— l 

Clïm—ï 

bîm—ï 

Uni 

à m 

Ce déterminant s'évanouit certainement pourvu que 

111 72, puisqu'alors les éléments de la dernière colonne 

verticale sont tous nuls. Maintenant, pour arriver à la 

détermination de l'indice (et en même temps du nombre 

n des pôles) de la fonction rationnelle (22) , on procé-

dera comme il suit : 

O n formera la suite des déterminants 

Ri, R2 R v . 

Lorsque R„ est le dernier terme de cette suite qui ne 

s'annule pas, n sera le nombre des pôles, ou, ce qui 

revient au même, le degré du dénominateur de R ( z ) , 
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lorsque R ( z ) est écrit sous forme réduite. L'indice de 

R ( z ) sera alors fourni par l'examen des signes des 

termes non évanouissants dans la suite R , , R 2 , . . . , R«. 

V I L 

En particulier, l 'on obtient maintenant facilement le 

théorème énoncé au § I. Soit 

( 29) f ( x ) = aQx n-\- aiX n~ x -+-.. .-h an~ o, 

une équation à coefficients réels. O11 aura alors 

(30) i nf{—iz) = (a0z
n—a2Z n- 2-\-...)-+-i(aiz

n- i~aiz
n- z-h.. ), 

et le nombre désigné par A au § II est l'indice de 

(3i) R<*) = 
aiz

n~ i — 

a0z
n— a2z

, l~ 

L'équation (29) a maintenant toujours, ainsi qu'il 

résulte de (8) au § II, des racines à parties réelles néga-

tives au seul et unique cas où A = n. Il s'ensuit que le 

numérateur et le dénominateur de R ( z ) doivent être 

sans diviseur commun. En elfet, s'il en était autrement, 

R ( ^ ) devrait être représentable comme un quotient dont 

le dénominateur serait de degré n'<^n et l'indice de 

R ( z ) serait au plus égal à n!. 

La condition nécessaire et suffisante pour que l'équa-

tion (29) n'admette que des racines à partie réelle né-

gative est par conséquent celle-ci : la forme 

(32) Fn= fR(*) [e(z)Y dz 
'¿TU J 

doit être une forme définie positive , . . . , y n ~ \ . 

Par suite de ce fait que R ( ^ ) est une fonction impaire 

de z , est décomposable en deux formes dont l 'une 

11e renferme que les paramètres y 0 , y 2 , y ht 
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l'autre que les paramètres^ , y r t f . . . Soit, en effet, 

(33) H C ^ ^ V - ^ f ; ' - 4 - - - -

= ^ ou selon que n est respectivement pair ou 

impair^; on a évidemment 
R (z) = zli(z2). 

Réunissons ensuitedans B ( ^ ) les termes à puissances 

paires et les termes à puissances impaires en posant par 

conséquent 
&(z) = e0O

2) -f-^O 2). 

Si l'on introduit alors dans l'intégrale (3a) , Ç 

comme nouvelle variable d'intégration et si ensuite 

on remplace de nouveau Ç par s , on trouvera la dé-

composition en question 

° 4 ) F n = = ¿ / H W [ 0 o W l 2 ^ + ¿ ï f«HW[»1 W l 1 ^ -

Le fait énoncé par cette formule, que l'indice de 

R(s) est égal à la somme des indices de H ( z ) et 

peut se déduire, ceci soit dit en passant, de la définition 

même de l'indice. Si l 'on pose, en vertu de § V et § V I , 

la condition pour que Fnj ou, ce qui revient au même, 

pour que chacune des deux intégrales (34) représente 

une forme définie positive, on sera, après une transfor-

mation facile du déterminant que l'on doit former, 

conduit au théorème du § I . 

VIII. 

A l 'a ida de l'équation (8) du § II et de la méthode 

développée au § VI pour la détermination de l'indice 
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d'une fonction rationnelle, on a résolu en général le 

problème qui consiste à déterminer le nombre de ces 

racines d'une équation f ( x ) == o, qui ont une partie 

réelle négative, sous l 'hypothèse que l'équation n'admet 

comme racine aucune valeur imaginaire pure de x. (On 

peut d'ailleurs s'affranchir de cette restriction si l'on 

convient de compter chaque racine imaginaire pure avec 

l'ordre de multiplicité ~ comme une racine à partie 

négative aussi bien que positive). Ce problème, comme 

le fait voir la substitution de — ix aux lieu et place 

de n'est pas essentiellement différent de cet autre 

problème, qui consiste à déterminer le nombre des ra-

cines d'une équation de degré n 

( 35 ) f i ( o c ) - h i f 2 { x ) = o 

qui ont une partie imaginaire p o s i t i v e , ( x ) et fz{x) 

désignant des fonctions entières à coefficients réels. Ce 

nombre sera donné également par la première for-

mule (8), et par conséquent par n + A désignant alors 

l'indice de 
\M*) 

Ce dernier problème a fait l 'objet des recherches de 

M. Hermite dans deux Mémoires (* ) auxquels je renver-

rai le lecteur. Pour conclure, je remarque encore ceci : 

de la définition de l'indice, résulte évidemment qu'une 

fonction r a t i o n n e l l e p o s s è d e toujours l'indice ± n 

au seul et unique cas où le dénominateur f{ (x) s'éva-

nouit en n points de l 'axe des quantités réelles [ x = oo 

devant être regardé comme un zéro de j\ (x) lorsque/** (x) 

atteint seulement le degré ( n — i)], et lorsqu'en même 

0 ) Journal de Crelle, t. 52, p. cl Bulletin de la Société 

mathématique de France, t. VI I , p. 128. 
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temps f i { x ) prend des valeurs de signe contraire pour 

deux racines consécutives quelconques de f ^ x ) = r - o . 

L'on conclut encore de ceci que la valeur maxima d= n 
f-ix*) 

de l'indice se présente toujours au seul et 

unique cas où chacune des équations f K ( x ) = o, 

f2(x) = o admet n racines réelles distinctes entre elles 

et où en même temps les racines de l'une des équations 

sont séparées par celles de l'autre. En particulier, les n 

racines de l'équation (35) ont toujours leurs parties 

imaginaires toutes positives ou bien toutes négatives, 

au seul et unique cas où les racines des équations 

fK ( x ) = o et / i ( x ) — o, jouissent de la propriété pré-

cédemment énoncée ( ! ) . 

[F2] 

QUELQUES EXEMPLES DE SÉRIES DOUBLEMENT PÉRIODIQUES; 

PAR M . P . A P P E L L . 

1. On sait qu'on nomme fonctio7i doublement pério-

dique une fonction uniforme f(x) vérifiant deux rela-

tions de la forme 

{ / ( * + » K I ) = / ( * ) 
| / ( * h-*£K') = / ( * ) . 

Les constantes a R et ii¥J sont les deux périodes. 

Lorsque la fonction doublement périodique n'admet, 

à distance finie, d'autres singularités que des pôles, on 

dit qu'elle est une fonction elliptique. 

(*) Comparer BIEHLER, Journal de Crelie, t. 87, p. 35o, et 

LAGUERRE, Journal de Crelle, t. 89, p. 339. 
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Nous nous proposons ici d'indiquer quelques séries 

représentant des fonctions doublement périodiques. 

Pour cela, considérons la fonction 6 ( , r ) de Jacobi, 

définie comme il suit : 

Posons 
K' 

- r c -

q = e K, 

où le module de q est supposé moindre que l 'unité : la 

fonction 0 est définie par la série 

nizxi 

(2) e o * ) = 2 ( - 0 * 9 " e 

n = — oo 

ou encore, 

X KX , 1TZX 
S(x) =1 — iq cos — -f- 2q*cos — .. . 

K K 

Cette fonction satisfait aux deux relations suivantes, 

faciles à vérifier à l'aide du développement (2) 

/ E(A?H-A K ) = e(x) 
/ o \ F n xi 
K } I e ( a ? H - 2 i K ' ) = — 

O n conclut de la seconde relation n fois répétée 

F — I V * _ Î 1 Z E £ / 

(4) e ( « + ani * 0(a?), 

où n peut aussi être pris négatif. 

2 . Ceci posé, soit p un entier positif fixe; considé-

rons la fonction définie par la série 

n — -l-ao 

( 5 ) * ( * ) = 2 

71 = — 00 

où la fonction 0 du dénominateur est élevée à la puis-

sance p. Si cette série est convergente, il est évident 
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qu'elle définit une fonction doublement périodique 

admettant les deux périodes 2 K et 2 iK'. En eiïet, chaque 

terme de la série admet la période 2 K , et, quand on 

change x en x H- 2ÎK/, chaque terme ne fait que reculer 

d'un rang, et la somme de la série ne change pas. Or la 

convergence résulte immédiatement de la formule ( 4 ) • 

car, d'après cette formule, dont on élève les deux 

membres à la puissance p , on peut écrire 

Dans cette nouvelle série, la convergence est évidente, 

car le module de cj est moindre que l 'unité. Cette série 

définit une fonction holomorplie de x , G ( x ) , de sorte 

que la fonction doublement périodique o(x) se présente 

maintenant sous la forme 

C'est une fonction elliptique, car elle n'a que des 

pôles à distance finie, à savoir les zéros de 6. O11 sait 

que la fonction 6 n'a qu'un zéro simple dans chaque pa-

rallélogramme des périodes 2 K et i i ¥ J . La fonction <p 

a donc un seul pôle d'ordre p dans chaque parallélo-

gramme. 

Si p = 1, il semble que la fonction n'ait qu'un pôle 

simple dans un parallélogramme : mais alors elle doit 

se réduire à une constante, ce qu'il est aisé de vérifier, 

car, si p = 1, on a -

3. Soit maintenant a une constante différente de zéro. 

La série 
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est encore convergente et définit encore une fonction 

aux deux périodes a K et 2/K' . Mais cette fonction 

admet dans chaque parallélogramme des périodes une 

infinité de pôles qui sont les zéros des fonctions 

a -h SP(x H- iniK'). 

Elle a donc des points singuliers essentiels à distance 

finie et ce n'est pas une fonction elliptique. 

4. O n étendra sans peine ces considérations de la 

façon suivante. Soient a*, ou, . . . , av des constantes et 

R ( x ) une fonction rationnelle à coefficients constants 

de B(x — a4 ), 6 ( a : — ou ), . . . , B(x — av). Si la série 

/2 —-h 00 

F(x) = 2 
n = — OO 

est convergente, elle définit une fonction doublement 

périodique qui est elliptique quand la fonction R ( x ) est 

homogène par rapport aux fonctions 6 qui la composent, 

de façon à se reproduire multipliée par une exponen-

tielle linéaire en x, quand x augmente de . 

En prenant les séries 

n — -h oo 

F^x)^ ^ anK(x -F- SI/U'K') 

ou 
n = <x> _ iimn xi 

F2(>) = \ anqmnte h R(# H- iniFJ) 
n — — oo 

(m entier constant), on obtient des fonctions à multi-

plicateurs constants ou exponentiels. 

Enfin, on peut former des séries analogues à celles 

que nous venons de considérer, en les composant avec 

des fonctions 6 de deux ou plusieurs variables. 
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LICENCE ES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

S E S S I O N D E N O V E M B R E 1895. - C O M P O S I T I O N S . 

Marsei l le . 

AJNALYSE. — E n a p p e l a n t a et b d e u x J o n c t i o n s u n i -

f o r m e s d e z , d é m o n t r e r q u e l a s u r f a c e r e p r é s e n t é e 

p a r l e s é q u a t i o n s 

x = a coscp, 

y = b sincp, 

p e u t ê t r e e n g e n d r é e p a r l e d é p l a c e m e n t c o n v e n a b l e 

d ' u n e e l l i p s e v a r i a b l e a v e c z . 

D é t e r m i n e r l e v o l u m e c o m p r i s e n t r e l a s u r f a c e et 

l e s d e u x p l a n s d o n t l e s é q u a t i o n s s o n t 

z = Zq et z = z0~h h, 

e n s u p p o s a n t l e p r o d u i t a b c o n s t a n t . 

F o r m e r e n s u i t e , d a n s l e c a s g é n é r a l , V é q u a t i o n d i f -

f é r e n t i e l l e e n z e t c p q u i d o n n e l e s l i g n e s a s y r n p t o t i q u e s 

d e l a s u r f a c e . 

I n t é g r e r e n f i n c e t t e é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e d a n s l e 

c a s o ù V o n a 

T. 7 T, i d1 b i 
a — K 6 , K = eons t . , 7- - 7 — = — • 

b dz2 z2 

NOTA. — L e s a x e s d e c o o r d o n n é e s s e r o n t s u p p o s é s 

r e c t a n g u l a i r e s . 

U n e t r a n c h e d u v o l u m e est c o m p r i s e e n t r e d e u x e l -

l ipses de m ê m e a i r e , s i t u é e s d a n s des p l a n s p a r a l l è l e s . 

S o i t A l'aire* d ' u n e de ces e l l i p s e s ; l ' é l é m e n t de v o l u m e 

est A d h , et le v o l u m e e n t i e r A h . 
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Les lignes asvniptoliques sont déterminées par les 

équations d2z> = o, d*z = o, pd2x -f- qd2y = o, quand 

z et y sont les variables indépendantes. On trouve ainsi 

l'équation générale 

(a"b cos2cp -+- ab"sin2cp)dz* 

— i{a' b — ab' ) sin cp cos <p dz dy — ab dy* = o, 

ou 

("a ~~~ c o s 2 ? sin2cp^ dz-

— 2 — sin cp cos ® dz dy — dcp2 = o, 

en appelant a', a\ b11 les dérivées de a et b par rap-

port à z . 

Dans le cas particulier proposé pour l'intégration, 

l'équation précédente se réduit à 

y d z 2 — do* = o, 

ou à 

— — rf<p 2 = o . 

Il est facile d'achever. 

Dijon. 

A N A L Y S E . — I . Intégration des équations différen-

tielles linéaires à coefficients constants, dépourvues 

ou pourvues de seconds membres. 

II. Trouver, en coordonnées rectangulaires, une 

ligne plane pour laquelle Vaire limitée par elle, par 

les axes des coordonnées et par Vordonnée du point m 

mobile sur cette ligne, reste proportionnelle au carré 

de la distance du même point m à l'origine. 

En appelant x l'abscisse du point m, y son ordonnée 
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à considérer comme fonction de x , et h un coefficient 

constant dont la valeur dépend de la proportionnalité à 

réaliser d'après l 'énoncé, l 'équation de ce problème est 

J y dx = • 

dont la ditféren dation conduit à l'équation différentielle 

liomogène 
dy ky — x 

dx y 

Après l'intégration de cette dernière, la valeur de la 

constante arbitraire se détermine par la condition ini-

t i a l e ^ == o pour x = o, dont la nécessité est évidente. 

M É C A N I Q U E . — I . Mouvement d'un corps solide au-

tour d'un point fixe, la réaction du point fixe étant 

la seule force extérieure agissant sur lui. 

II. Question. — Un fil liomogène pesaïit, attaché à 

deux points fixes situés ci la même hauteur, affecte la 

forme d'un arc de cycloïde, la tangente au sommet 

étant horizontale. On demande quelle doit être la loi 

de la section. 

La section en un point doit être inversement propor-

tionnelle au cube du cosinus de l 'angle de la tangente 

en ce point avec la tangente au sommet. On voit que les 

deux points fixes ne peuvent être les points de rebrousse-

meut de la cycloïde, ce qui est un cas particulier de la 

proposition plus générale que la tangente en une ex-

trémité fixe d'un fil pesant ne peut être verticale. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une surface de révolution a 

pour axe ime droite verticale dont le pied sur le plan 

horizontal est à 0m,0 2 en avant de la ligne de terre ; 
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elle est engendrée par la rotation d'une circonférence 

de om,o2 5 de rayon, située dans le plan vertical, dont 

le centre placé à gauche de la projection verticale de 

Vaxey au-dessus de la ligne de terre, est séparé de ces 

deux droites par des distances toutes deux égales à 

o m ,o4. Construire le plan tangent à cette surface en 

un quelconque de ses points, ainsi que son contour ap-

parent sur le plan vertical. 

Paris. 

A N A L Y S E . — I ° Intégrer l'équation 

Cette équation, étant une équation de Bernoulli, de-

vient linéaire quand on prend pour fonction inconnue 

l'inverse dey. On trouve ainsi pour son intégrale gé-

nérale 
o. J \ H- x 1  

y ~~~ = r r = s 
log(^7 + / [ + x' 2) — x y/1 -+- x' 1 G 

C étant une constante arbitraire. 

2° Trouver les lignes asymptotiques du conoïde qui 

a pour plan directeur le plan des xy, pour directrice 

l'axe des z et qui est circonscrit à la sphère 

(a? — i . 

O n sait que les asyniptotiques non rectilignes du co-

noïde z = <p {^j 0 1 1 1 pour équation finie 

x-2 ©' J = const. 

Pour déterminer cp, on pose y ~ x Z , Z étant la fonction 
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inverse de <p, et l'on écrit que cette droite coupe la 

sphère en deux points confondus, ce qui donne 

a:2(i -f- Z 2 ) = i . L'équation du conoïde est donc 

-(-S)- "Mi)f-(î> 
D'après cela, l'équation 

y ^ = const 

a 2 + - r 2 ) 2 

représente les asymptotiques cherchées, qui sont algé-

briques. 

D Y N A M I Q U E . — Une tige rectiligne pesante O A , non 

homogène, d'épaisseur infiniment petite, est mobile 

autour d'iuie de ses extrémités O supposée fixe. 

Trouver le mouvement de cette tige, supposée placée 

dans des conditions initiales quelconques. 

On prendra pour axes fixes la verticale descen-

dante O z et deux axes rectangulaires'Ox et O y dans 

un plan horizontal. On appellera il Vangle z O A et <p 

l'angle zOK avec le plan zOx. 

Désignons par M la masse de la barre, par M K 2 son 

moment d'inertie par rapport au point O , par l la dis-

tance de son centre de gravité au point O. Le théorème 

des forces vives donne 

( i ) cp'2 s in 20 -h 0'2 = - t ç cosô = à , ( h = const . ) . 

Le théorème des moments des quantités de mouve-

ment par rapport à l'axe O z donne une seconde inté-

grale , 

(•>.) sin20 = const . = G. 
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Eliminant cp' on aura, pour déterminer l 'inconnue 

u = cos 9, à intégrer la différentielle 

dt = 
du 

On tirera ensuite cp' de l'intégrale (2) . Même expres-

sion de n que pour le pendule sphérique ; même discus-

sion. 

C I N É M A T I Q U E . — Les côtés A B et A C du quadrila-

tère articulé A B C D sont égaux, ainsi que les côtés D B 

et DC. On fixe le côté AB et Von considère le mouve-

ment de la bielle CD : ce mouvement peut être obtenu 

par le roulement d'une courbe liée à CD sur une 

courbe fixe. 

Déterminer ces deux courbes. Démontrer que la 

manivelle AC fait deux tours pendant que la mani-

velle BD en fait un ( ' ). 

Les courbes cherchées sont les lieux du centre instan-

tané I dans le plan fixe et dans le plan mobile. Ce point I 

est à l'intersection des côtés C A et DB prolongés. 

Soient a la longueur des côtés issus de A et d celle des 

côtés issus de D. O n prend dans le plan fixe pour pôle B, 

pour axe polaire BA-, dans le plan mobile pour pôle D, 

pour axe polaire DC ; les coordonnées de I étant /', 9 

dans le premier système, /*4, dans le second, la pro-

priété de la diagonale AD d'être bissectrice des deux 

angles en A et en D, donne les relations 

a d -4- r a __ rt — a 

P r2 — iar cosÔ d y/aï-h r\ — ai\ cos6~l 

( *) L'énoncé devrait ajouter : si AC est plus petite que BD. 
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qu'on peut écrire 

2 ad . o.ad n x 

Les deux courbes cherchées sont donc deux limaçons 

de Pascal. 

Si Von suppose d> a, le point D décrit une circonfé-

rence qui entoure le point A } donc quand la manivel le 

AD fait un tour complet, il en est de même de la 

droite A D ; l ' a n g l eDAB augmente de 36o°; l 'angle CAB 

étant double du précédent, son côté AC fait deux tours. 

C A L C U L A S T R O N O M I Q U E . — En un lieu de colatitude X , 

on observe le temps sidéral du passage d'une étoile 

d'ascension droite A et de distance polaire P , au 

fil vertical de la lunette d'un théodolite. La lecture 

du cercle azimutal est L . 

On pointe ensuite la lunette sur une mire terrestre ; 

soit \J la lecture correspondante. On demande de dé-

terminer Vazimut absolu de la mire. 

On prendra 

1 = 4 I ° 9'48",O; t =5H2OM598,5; L =120° 8'5f>",4; 

P = 5o°45'24V*; A = 8h33m45",3; L'=i55°5i' 4°,5. 

Les lectures croissent de l'est à l'ouest par le sud. 

Lyon, 

A N A L Y S E . — I . On prend sur une surface les lignes 

de courbure pour lignes coordonnées curvilignes. 

Le ds'2 devient ds2 = E ( u , v)du2 -4- C ( u , v)dv2. Expri-

mer en un point le produit des rayons de courbure 

principaux. 

II. Intégrer les équations aux dérivées partielles 

Y(z—px—qy—pq) = o et F(px -f- py h- pq ) = o, 

F fonction quelconque. 
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M É C A N I Q U E . — I . Etablir la relation entre la force 

vive totale d'un système, la force vive dans le mou-

vement relatif par rapport au centre de gravité et la 

force vive du centre de gravité, etc. 

IL Mouvement d'un point pesant sur une circonfé-

rence qui tourne uniformément autour d'un diamètre 

vertical. 

Cas particulier ou, ci Vorigine des temps, le point 

est dans la situation de repos relatif ci Vextrémité du 

rayon horizontal. 

Rennes. 

A N A L Y S E . — I . Trouver V équation aux dérivées par-

tielles des surfaces telles que leur plan tangent en 

chaque point (x, y, z) détermine sur Vaxe OZ et à 

partir de l'origine une longueur qui ne dépend que 

du rapport 

Transformer Véquation du second ordre obtenue, 

par la substitution 

t — T T. — z. • 

en déduire soti intégrale générale. 

On intégrera également cette équation en partant 

de Vintégrale intermédiaire immédiatement fournie 

par Vénoncé. 

i l . Etude de Vintégrale 

/
glaiz— çlbiz 

Ï Ï <'•*' 

prise le long du contour formé de deux demi-circon-

férences de rayons 
R et r 

ayant Vorigine pour centre commun et reliées par les 

Ann. de Mathémat3e série, t. XV. (Mars 1896.) JO 
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parlions de Vaxe réel qu elles interceptent entre elles. 

On supposera a et b réels et positifs, 

En faisant tendre R vers l'infini et r vers zéro, on 

déduira la valeur de Vintégrale définie 

r 
sin a.r sin ¡3 x 

x 1  

(a et ¡3 réels). 

La première question concerne /e.v surfaces réglées 

qui admettent l'axe des z comme directrice. 

Quant à l'intégrale réelle 

sin a.r sin $ x 

r clx, 

qui dépend de la seconde question, on peut ainsi définir-

son mode de détermination : soit (o une quantité positive 

que l'on choisira égale à la plus petite des deux quan-

tités positives 
1*1 et m ; 

soit enfin s ~ zb i , choisi de même signe que le pro-

duit l? intégra le précédente aura pour valeur 

77 . tO . S . 

M K C A K I O C K . — Déterminer et étudier les formes 

d*équilibre d'un fil homogène, inextensible, dont les 

points sont sollicités par une jorce émanant d'un 

centre fixe et inversement proportionnelle au carré 

de la distance. 

Former le système des équations projwes ci fournir 

les constantes arbitraires lorsquon donne la longueur 

du fil et les positions de ses deux extrémités. 

La courbe cherchée, toujours rectifiable, se résout en 

deux variétés -, l une de ces variétés est une transformée 

d'hyperbole qu'on obtient en faisant tourner les rayons 

veneurs issus d'//// foyer, de manière que l'angle d'un 
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rayon avec l'axe focal de l'hyperbole soit amplifié dans 

un rapport constant K ; la longueur du rayon vecteur 

est, bien entendu, conservée. 

Le lieu de l'extrémité du nouveau rayon vecteur est 

la courbe cherchée. 

Le rapport constant K est lié très simplement à Y ex-

centricité de l 'hyperbole. * 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Sur la Terre, regardée comme 

sphérique, on demande la distance kilométrique des 

deux points A et 13, déterminés par leurs coordonnées 

géographiques : 

A N A L Y S E . — i° Question de cours. — Intégration 

d'une équation linéaire aux dérivées partielles du 

premier ordre. 

Application aux équations des cônes, des cylindres 

et des surfaces de révolution. 

2° Problème. — Une courbe plane (C) est tangente 

Y 
cp — 59 .56 .3o 

L = 2 7 . 5 8 . i 3 

j Latitude = — 33. i . 5 5 

{ Longitude L '— 286. 2 . 38 

LiUe, 

\ 
cN 

en O à une droite OX. C étant le point ou la normale 

en O rencontre la normale en un point quelconque M, 
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on décrit du point C deux arcs de cercle OP, M Q , limi-

tés ci ces deux normales. 

Déterminer ¡a courbe par la condition que les trois 

arcs 0:V1, O P , M Q vérifient la relation linéaire 

a . 0 P - + - 6 . M Q = O M . 

L'équation générale des tangentes à ( C ) étant 

x sin a — y cos a = / ( a ) , 

on formera l'équation différentielle à laquelle satis-

fait la fonction f"(a)} on achèvera l'intégration dans 

le cas ou a = b = ~. 

M É C A N I Q U E . — Première question. — Etendre le 

théorème des forces vives, le théorème des moments 

des quantités de mouvement, et, en particulier, celui 

des aires au cas du mouvement relatif d'un système 

autour de son centre de gravité. 

Deuxième question. — Un point matériel non pesant 

M, de masse m, est assujetti à se mouvoir sur Vhélice 

circulaire 

x = a cos u, y — a sin u, z — au cot i, 

que Von suppose dépolie. On demande d'étudier le 

i i 
i ; 

[ ; ; 

! \ 

mouvemenf du point M, sachant qu'il est soumis à une 

force dirigée vers le point N ou la tangente en M ci 
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l'hélice rencontre lé plan xO r et égale à 

MN 

mae " . 

On tiendra compte du frottement. A V instant, initial 

le mobile est en A dans le plan xOy et sa vitesse est v0. 

A S T R O N O M I E . — En un lieu de latitude connue \ on 

a mesuré le temps sidéral T qui s'écoule entre les deux 

passages d'une même étoile connue (a, S) dans un plan 

vertical déterminé. Calculer les heures sidérales de 

ces deux passages. 

Application : 
1 = 5o°38'44V>(B), 

T = ihi4m46% 

a = ioh57,n i4%97» 

8 = 62° 1 9 ' 3 " , 5 ( B ) . 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une lettre de M. Maillard, professeur 
à la Faculté des Sciences de Poitiers. 

La question d'Analyse proposée en juillet 1895 à 

l'examen de Licence devant la Faculté de Lyon (voir 

Nouvelles Annales, 3e série, t. X V , p. 48) peut être 

résolue par les méthodes ordinaires ( { ). 

11 s'agit d'intégrer l'équation sans second membre 

d*y dv a 0 

dx* ~~ 2 X dx a x y ~ 

Faisons ax = i , écrivons y ' e ty l f pour ^ et divi-

( J ) Voir, par exemple, S E R R E T , Calcul intégral, Chap. X . 
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sous par f , il vient 

Egalons à zéro les dérivées successives clu premier 

membre, faisons t — o, nous aurons 

/'o = o, yl = y0, 

n 
n — 

5 

d'où, par la formule cl e Mac -L aurin 

y = ~ T r 

5/fi 
__ 7 /8 

Y T ' 

yl tiï * 41- 6 / ' HP 
+ , \ 3 ! 5! ^ ! 

9 ! 

('est- à-dire 

y — : y0 ( C O S t -h 1 sin t 

\ 

nu bien 
j = M(cos/ -I- / sin t) -h N(sin / — ¿cos/). 

Appliquant à l 'équation complète la méthode de varia-

tion des constantes, remettant ax au lieu de 011 trouve 

sans difficulté l ' intégrale particulière indiquée, où 

A = \ et B = 
a* 4 a* 

V A R I É T É S . 

La Bibliothèque mathématique des travailleurs. 

Les facilités matérielles données aux travailleurs con-

tribuent puissamment aux progrès des Sciences. 11 n'est 

donc pas étonnant (pie la proposition faite au Congrès 
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de Gacn (1894) par M. Lémeray, et tendant à l'organi-

sation d'une bibliothèque mathématique, ait été accueillie 

avec la sympathie la plus sincère par les sections de 

Mathématiques, auxquelles cette proposition s'adressait. 

Mais de l'idée à l'exécution la distance est souvent 

grande, et l'entreprise à créer se trouvait hérissée de 

difficultés que personne ne méconnaissait. La première 

pensée avait été d'adopter, ce qui semble assez naturel, 

la forme coopérative. Or, le seul procédé pratique con-

sistait à créer la bibliothèque à Paris] et ce sont juste-

ment les mathématiciens habitant Paris qui en ont le 

moins besoin. Comment amener à coopérer entre elles 

des personnes isolées les unes des autres, et le plus 

souvent ne se connaissant même pas? 

Très pénétré cependant de l'importance d'une telle 

fondation, et de sa grande utilité, je crus devoir faire 

connaître la proposition de M. Lémeray par une ques-

tion posée dans VIntermédiaire des Mathématiciens. 

Bientôt, répondant à cet appel, un ¡(»une savant, le 

1)' Huimann, que je connaissais du reste depuis plu-

sieurs années, s'offrait à essayer de mettre en pratique 

l'idée de la création dont il s'agit. Peu de mois après, 

la Bibliothèque mathématique des travailleurs était 

fondée. Elle vient aujourd'hui de franchir le cap de sa 

première année. Ce résultat rapide et inespéré a été 

obtenu par le concours d'un grand nombre de bonnes 

volontés et d'initiatives individuelles, cjui sont venues 

encourager le I)r Huimann dans sa tache, et dont il y a 

lieu de se féliciter. 

La Bibliothèque mathématique des travailleurs 

a pour but exclusif de prêter des livres, journaux 

ou Mémoires de Mathématiques à ses abonnés. La coopé-

ration aurait permis de faire plus, et d'organiser peut-

être en outre la possibilité de la lecture sur place; mais, 



( 144 ) 

comme nous l'avons dit plus haut, on risquait d'attendre 

longtemps et peut-être indéfiniment. Dépourvue de 

toute complication administrative, et réduite au mini-

mum de dépenses, la Bibliothèque peut consacrer 

presque toutes ses ressources à enrichir le fonds initial 

avec lequel elle a débuté. Aussitôt fondée, cette utile 

institution, qu'on ne saurait assez faire connaître, 

a trouvé les concours les plus dévoués de collaborateurs 

apportant leurs avis, leurs livres, et leur active propa-

gande ; puis les abonnés ont répondu à l'appel qui leur 

était fait, comprenant bien qu'il y avait là une œuvre 

de désintéressement et de solidarité scientifiques, exempte 

de toute pensée commerciale. 

En juillet 1895, la Bibliothèque a publiée un premier 

catalogue, comprenant 63o numéros, c7est-à-dire 63o Vo-

lumes. Lors de la publication du prochain catalogue, 

qui aura lieu au cours de la présente année, le nombre 

total dépassera mille. 

Ce n'est pas seulement le nombre qui fait la valeur 

de ce fonds, mais encore la rareté de certains Volumes, 

dont quelques-uns sont pour ainsi dire introuvables. 

Ce sont surtout des dons volontaires qui ont produit ce 

brillant résultat. 

Nous 11e pouvons entrer ici dans aucun détail au sujet 

du fonctionnement et des conditions d'abonnement. 

Ceux de 110s lecteurs que la question intéresserait pour-

ront obtenir tous les renseignements en s'adressant au 

D l Hulmann, 4? rue'de la Cure, Paris (Auteuil) . Nous 

nous bornerons à signaler, comme condition essentielle, 

que tout livre ou recueil désiré par un abonné, et se 

trouvant dans le commerce, est immédiatement acquis 

parla Bibliothèque. 

Si cette institution, bien récente encore, prend les 

développements que les débuts permettent légitimement 
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d'espérer, il est à prévoir que, dans 1111 avenir pas bien 

éloigné peut-être, elle pourrait rendre encore de plus 

grands services en organisant une salle de lecture, d'où 

la possibilité de travailler sur place. Malgré le nombre 

et l'importance des grandes bibliothèques scientifiques 

existant déjà, il y aurait là un nouvel élément de travail 

des plus précieux, et qui serait bientôt apprécié des 

jeunes mathématiciens habitant Paris. Mais ceci est du 

domaine de l'avenir. En ce qui concerne le présent, il 

nous a semblé bon de faire connaître aux lecteurs et 

collaborateurs des Nouvelles Annales, et principalement 

à ceux qui habitent les départements ou l'étranger, ce 

nouveau foyer de diffusion des vérités mathématiques, qui 

s'appelle Bibliothèque mathématique des travailleurs. 

C . - A . LAISAINT, Rédacteur. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES-

Questions 4638 et 1639. 
( 1892, p. 3o\ 31*. ) 

1(538. On considère un cercle fixe C et un faisceau de 
cardioïdes ayant toutes même axe de symétrie et même 
point de rebroussement O. La somme des inverses des 
rayons vecteurs joignant le point O aux points d'inter-
section du cercle avec une des cardioïdes est constante. 

1039. On considère un cardioide et une point fixe P dans 
son plan. Un cercle quelconque ayant son centre en P ren-
contre la cardioide en huit points. La somme des longueurs 
des rayons vecteurs joignant ces huit points au point de 
rebroussement de la cardioide est constante. 

(E.-N. BARISIEN.) 

SOLUTION 

P a r M . E R N E S T F O U C A U T . 

So ien t 

p = B(i -h coso»), " 

x2 h- y - — i a x — 2 by -h IV2 = o 
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Jcs équat ions d ' une card io ïde et d 'un cercle G de centre P ( a , ¿>), 

On a 

p — R . p R — p« 
x = pcos(o = pi——, y — P si n co — p — — • 

Por t an t ces valeurs dans l ' équat ion de la c irconférence, on a, 

pour dé te rm iner les po ints c o m m u n s aux deux courbes autres 

que les po in ts cycl iques, l ' équat ion 

p — R . s/1 p R — p2 

p2 — i a p i b p -—i— — —i R'2 — o. 

Déve loppan t et o r donnan t par rappor t à p, il vient 

|( R — -xa 4 ¿>2]pv + _i R[a( R — •ia)—ib2} p» 

la cons idérat ion de cette équat ion donne la propos i t ion du nu-

méro 1638 ou celle du numé ro 1639, suivant qu 'on y regarde R 

ou R' c omme var iab le . 

Il eût été préférable , dans la quest ion 1639, de ne considérer 

que les qua t re po ints c ommuns autres que les points cycl iques. 

Question 1641. 
( 18di, p. ) 

Si un cercle a pour centre un point d'une hyperbole 
équilatcre et passe par le sy nié trique de ce point par rap-
port au centre de l'hyperbole, il coupe cette courbe en 
trois autres points qui sont les sommets d}un triangle equi-
lateral. ( LEMAHIE.) 

sou TION 

Par M. HUNEST Foucaht. 
Soient 

— a* (> 

l 'équat ion de l 'hyperbo le et a s é c o , a t a n g o les coordonnées 

du po int considéré . Transpor tons en ce po in t les axes de coor-

données para l lè lement à eux-mêmes ; l ' hyperbo le et le cercle 

ont alors pou r équat ions 
* 

.r'2 — y2 -r- >- a x séc s — 2 a y tan g cp — o. 

r- -r-y1— 4 a 2 ( 1 -+- sin2 s ) scc'2cp — o. 
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L ' équa t i on aux coefficients angu la i res tics droites j o i g n an t 

l 'or igine aux po ints c o m m u n s à ces deux courbes est 

m'*-f-1 s incp/n 3— 3 (i —V— sin2cp) )n'2 -h is'moni -f- sin2© = o, 

et, s upp r iman t la dro i te qu i passe par le centre de l 'hyperbo le , 

/y?3 H- 3 sin cp m 2 .— 3 m — sin cp = o. 

Cette équat ion déf ini t les coefficients angula ires de droites 

faisant entre elles des angles de 6o°, car si l 'on pose 

t a ngw = — sin cp, 

et 

w 
t ang— = m , 

on a la re la t ion connue 

3 ni — m* 
- sin o — 

î — 3 ni1 

équiva lente à l 'équat ion écrite. 

Question 1644. 
US92, p. 

Si ol est l'angle sous lequel une normale à une parabole 
coupe l'axe de cette parabole, p l'angle sous lequel elle 
coupe la courbe en son second point de rencontre avec 
celle-ci, on a t a n g a = i tang ¡3. ( O n demande une so lut ion 

g é o m é t r i q u e . ) ( D ' O C A G N E . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . E R N E S T FO U C A R T . 

Soient A , le pied de la no rma le AB ; G, le pole de A B ; F , le 

mi l ieu de A B ; D et E , les po ints de rencontre de l 'axe avec AB 

et AG . O n a 

A E = A D t anga , 

A G = A B tang ¡3, 

d ' o ù , en tenan t comp te du para l l é l i sme de F G et D E , 

A D t a nga A E _ A D 

A B tang fi ~~ A G ~ Â F ' 

et c omme 

A B = 2. A F , 

tanga = 2 tang p. 
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Question 1645. 
( 1832, p. ?,2*. ) 

On considère une lemniscate de Bernoulli (L) dont le 
point double est en O et l'un des sommets en A. 

On considère aussi l'hyperbole equilatere (II) ayant un 
de ses sommets au milieu de OA et pour asymptotes les tan-
gentes au point double de la lemniscate. 

Montrer que le cercle qui a son centre en un point quel-
conque G de (II) et qui passe par O est tangent à la lem-
niscate (L) en un point K tel que OA est bissectrice des 
droites O G et O K . ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . E R N E S T F O U C A R T . 

So i en t 

(L) (x2-^ y2)2— ^a2(x2 — o, 

'2 a x 
x2-h y2 2 a y t a n g o = o, 

J c o so J 

les é qua t i o n s de la l emn i s ca t e et du cercle de cen t re 

G ( a y a TANGO ). 
\coscp b 4 / 

L ' é qua t i o n aux coeff ic ients angu l a i res des dro i tes j o i g n a n t 

l ' o r i g i ne aux po i n t s c o m m u n s à ces deux courbes , au t res que 

l ' o r i g i ne et les po i n t s cyc l i ques , s ' ob t i en t en é l i m i n a n t la va-

r i ab le d ' h o m o g é n é i t é en t re ces deux é q u a t i o n s , ce qu i d o n n e 

m 2 ( s i n 2 cp -h cos 2o)-f- 2 m s i n o H-(1 — cos2cp) = o, 

ou 

(m -4- sin <p)2 — o. 

Cet te é q u a t i o n m o n t r e que les d eux courbes sont t angen tes 

en un p o i n t K , tel que OÌV a i t p o u r coef f ic ient a n gu l a i r e — sin o ; 

o r s i n o est j u s t e m e n t le coef f ic ient a n g u l a i r e de O G , d onc O G 

et O K sont symé t r i q ues par r appo r t à Ox. 

Question 1658. 
( 189i , p. i \ ) 

On donne un triangle abc. Du sommet a, on abaisse sur 
bc la perpendiculaire aa ; de même, de h on abaisse la 
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perpendiculaire bb'. Du point centre du cercle inscrit au 
triangle a'cbon mène des parallèles à ac et bc. 

Ces droites rencontrent ces côtés aux points a¡3. Démon-

trer que la circonférence qui touche en cl et [3 les côtés cb 

et ea est tangente au cercle des neuf points du triangle 

donné? ( M A N N H E I M ) , 

S O L U T I O N 

p a r M . A . D R O Z - F A R N Y . 

Dans le losange ¿¡3c a, on a 

ci 
c p 

r c 
2 cos -

2 

O r le t r iang le a'cb' est semblab le au t r iang le donné , le rap-

por t de s im i l i t ude é tant eosc . So i t I le centre du cercle in-

scrit au t r iang le acb. O n sait que 

t P~c 

cl = - , 
c 

cos -
2 

et, par conséquent , 

n c ïcosc ( p — c)co5c ab 
c S = = -- = — eosc. 

c c ip 
i cos - 2 cos2 -

2 2 

Soi t m le po i n t mi l ieu de ac. La puissance du sommet c par 

r appo r t au cercle des neu f po in ts sera 

,. ab 
cb . cm = cosc. 

2 

Constru isons sur ac un po i n t ¡3' pou r lequel c (3.c ¡3' = cb'.cm. 
O n aura 

c$ = p. 

Si donc on t rans fo rme la f igure par rayons vecteurs réc ipro-

ques, par r appo r t au po in t c c omme centre et r2=cb'.cm 
c o m m e modu l e d ' invers ion : i ° le cercle des neu f po in t s se 

t rans forme en l u i -même ; 2° le cercle a¡3 a pour inverse u n 

nouveau cercle a' ¡3' t angent aux côtés ac et bc à une distance 

ct! — c ¡3' = p. 
O r ce cercle n'est rien autre que le cercle ex-inscrit au 
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t r i ang le ¿{¿c d ans l ' ang le c. Ce d e r n i e r é t a n t t a n g e n t au cercle 

des neu f po i n t s , il en sera de m ê m e du cercle «¡3 et les po i n t s 

de c on t a c t son t en l i gne d r o i t e avec le s o m m e t c. 

Question 1659. 
( 1894, p. i* I. 

Etant donnée une conique (G), on considère le triangle 
formé par les tangentes menées d'un paint P à la conique 
et la polaire de ce point par rapport à (C). Montrer que 
Vorthocentre de ce triangle est sur la polaire du point P 
par rapport au cercle orthoptique de la conique (G). 

( E . - N . B A R I S I E N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . A . D H O Z - F A H N Y . 

So i e n t PA et PB les t angen tes à la c o n i q u e ( G ) , P P ' , A A ' , 

BB ' les h a u t e u r s du t r i ang le P A B , I I son o r t h o c e n l r e , M le mi-

lieu de A B et O le cen t re de ( G ) . La d ro i t e A ' B ' c oupe A B 

en a et a i l r e n con t r e P M en a. O n sait que P M passe par le 

cen t re O . La c i r con fé rence décr i t e sur A B c o m m e d i a m è t r e , 

passant par A ' et B', il en résu l te q u e a l l est po l a i r e de P 

p a r r a p p o r t à ccte c i r con fé rence e t q u s , p a r c o n s é q u e n t , ang le 

V a x ~ 90°. Le q u ad r i l a t è r e P a P ' a est d o n c i nsc r i p t i b l e et, 

c o m m e P' et a sont c on j u gué s h a r m o n i q u e s par r a p p o r t à A 

et B , cette c i r con fé rence est c i rconscr i te au t r i ang l e P P ' a con-

j u g u é par r a p po r t à ( G ) . O n a d onc , d ' ap rès le t h é o r è m e de 

Fa ure , 

ORT .OP «= A 

ce qu i p r ouve que a II a est une d ro i t e , et que cette d ro i t e est 

la po l a i r e de P par r appor t au cercle o r t h o p t i q u e . 

Question 1665. 
p. a*. > 

Si trois cercles sont inscrits à un triangle, les quatrièmes 
tangentes communes qu'ils admettent, pris deux à deux, 
forment un triangle homologique du premier. 

( E . D U P O R C Q . ) 
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S O L U T I O N 

P a r M . A . D R O Z - F A R N Y . 

So i e n t O , O a , 0 / „ O e les q u a t r e cercles inscr i ts . La qua-

t r i è m e t a n g e n t e c o m m u n e a u x cercles O et O a c oupe le cô t é 

BG = a au p ied de la b issec t r ice i n t é r i eu re de l ' a ng l e A ; de 

m ê m e la q u a t r i è m e t a n g e n t e c o m m u n e aux cercles O ^ et O c 

coupe a au p i ed de la b issectr ice ex t é r i e u r e de l ' ang le A . 

Ma i s on sait q ue les s ix p ieds des b issectr ices i n t é r i eu res et 

ex tér ieures des ang les d u t r i a ng l e son t p a r tro is sur qua t r e 

dro i tes . Les trois cô tés d ' u n des q u a t r e t r i ang les des t angen tes 

c o u p e n t d o n c les cô tés c o r r e s p o n d a n t s du t r i ang le A B G sui-

van t t ro is p o i n t s en l i g ne d r o i t e ; d ' o ù le t h é o r è m e . 

QUESTIONS. 

1718. f ( z ) d é s i g n an t un p o l v n o m e ent ier en z, on a l ' éga l i t é 

2 »*[/(*) -/(«>)] =Jf(Z)hzdz, 

/ ' ( s ) d é s i g n an t la dér ivée de f ( z ) , et l ' i n t ég ra le é t an t pr i se 

dans le sens pos i t i f le l o n g d ' u n c o n t o u r f e rmé G, s imp le , par-

iant du point x, p o u r y reven i r après avo i r e n t o u r é l 'or i-

g i ne O . ( C . BOURLKT.) 

1719. S i d e ux t r i ang les h o m o l o g i q u e s A B C et A I B Î G , sont 

inscr i ts dans la m ê m e c o n i q u e Q : 

i ° Le cen t re O d ' h o m o l o g i e est le p ô l e de l 'axe X ; 

2° Les po i n t s ( B G , , B , G ) , ( A G , , A , G ) , ( A B , , A , B ) a ppa r-

t i e n n e n t à X , et les d ro i t e s ( 6 c , , bxc), ( « c , , « , c ) , (abu axb) 

passen t p a r O ; 

3° Si p a r O l 'on m è n e une sécan te A, les dro i tes j o i g n a n t les 

s o m m e t s de c h a c u n des t r i ang les a ux po i n t s où les côtés cor-

r e spondan t s de l ' a u t r e son t c oupés p a r A sont t ro is à t ro is 

c oncou r an t e s en deux po i n t s to et (o, de Q . et ces d eux po i n t s 

sont en l i gne d ro i t e avec O ; 
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4" Les droites j o i gnan t un po int 8 de X aux sommets de 

chacun des triangles coupent les côtés correspondants de 

l 'autre en des points situés trois à trois sur deux droites p et p! 

tangentes à la conique Q j inscrite aux deux triangtes, et ces 

deux droites se coupent sur X . 

5° Dédu i re de là une construct ion simple de la conique 

passant par cinq points ou tangente à c inq droites. 

( P . S O N D Â T . ) 

1720. O n sait que dans un triangle quelconque, le centre de 

gravité, le centre du cercle circonscrit et l 'orthocentre sont en 

l igne droite. E tan t donné un tr iangle A, on construi t la droi te 

dont il vient d'être question relative à chacun des triangles 

formés par les points de contact du cercle inscrit et des cercles 

ex-inscrits à A. Démon t re r que les quatre droites ainsi obtenues 

se coupent au centre du cercle circonscrit à A. 

( J . F R A N E L . ) 

1721. Déterminer un po lynome entier du degré n, f'n(oc) tel 

que le résidu de la fonct ion 

(i \ 

- j - — ( m nombre entier posit if) , 

relatif au po in t x = o, soit égal à o quand m et n sont diffé-

rents. et à l 'uni té quand m = n . ( J . FRANEL.) 

1722. Par un foyer F d 'une conique donnée, on mène une 

corde que lconque MM' . Le cercle de d iamètre MM ' rencontre 

la conique en deux autres points Mi et M' t . Montrer que : 

i° La droite M j MJ passe par un po in t fixe; 

i 0 Le lieu des points de rencontre des sécantes communes au 

cercle et à la conique se compose d 'une l igne droite et d 'une 

c u b i q u e . ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

ERRATA. 

3e série, t. XV, 1896 : page 100, ligne 11, au lieu de osculatrices en 

deux points, lisez ayant en deux points un contact du deuxième 

ordre. % 
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[ L 2 1 7 a ] SUR L'INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES ( l ) ; 
PAR M. H. ANDOYER. 

1 . Soit 

/== anx| -f- -+- «33-̂ 3 -T- «44^4 
-I- la^xix^-'r- <iaizxix>à-ir i a i k x x x k 

'2 «23 #3-*- a «24 ^4H- '¿«34^3^4 = O 

l 'équation ponctuelle d'une quadrique quelconque S 

rapportée à un tétraèdre de référence quelconque 

A \ A o A 3 A /4. 

La quadrique S est une quadrique proprement dite 

si les quatre équations 

n 'ont pas de solutions communes non toutes nulles, 

c'est-à-dire encore si le discriminant F de f n'est pas 

nul . Alors la quadrique S n'a aucun point s ingul ier ; 

tout point de l 'espace a un plan polaire et un seul ; un 

point est situé dans son plan polaire s'il est sur S , et 

son plan polaire est alors le plan tangent à S en ce 

point*, ce plan tangent coupe la surface suivant deux 

droites distinctes. 

La quadrique S est un cône si les quatre équations 

= o ont un système de solutions non toutes nulles, 

(*) L'exposition suivante des résultats bien connus relatifs à l'in-

tersection de deux quadriques est celle que je donne dans mes con-

férences aux candidats à l'agrégation; elle me paraît simple et 

complète. Il est d'ailleurs à peine utile de dire qu'elle ne présente 

rien d'essentiellement nouveau. 

Ann. de Mathémat3* série, t. XV. (Avril «896.) i l 
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c'est-à-dire encore si le discriminant F est nul, sans 

que tous ses mineurs du premier ordre le soient. Une 

telle surface a un point singulier et un seul, le som-

met A du côtie. Tout point de l'espace autre que A a 

un plan polaire et un seul passant par A ; il est contenu 

dans son plan polaire s'il est sur S, et son plan polaire 

est alors le plan tangent à S en ce point ; ce plan tan-

gent coupe la surface suivant deux droites confondues. 

Le plan polaire de A est absolument indéterminé. 

La quadrique S est un système de deux plans dis-

tincts, ou simplement un dièdre, si les quatre équations 

= o ont une infinité simple de systèmes de solutions 

communes 11011 toutes nulles, c'est-à-dire encore si le 

discriminant F et tous ses mineurs du premier ordre 

sont nuls, sans que tous ses minenrs du second ordre le 

soient. Une telle surface a une infinité simple de points 

singuliers remplissant la droite D, arête du dièdre. Tout 

point de l'espace 11011 situé sur D a un plan polaire et 

un seul passant par D ; il est situé dans son plan polaire 

s'il est sur S, et son plan polaire est alors un des plans 

du dièdre S . Le plan polaire d'un point de D est abso-

lument indéterminé. 

La quadrique S est un plan double si les quatre 

équations = o ont une infinité double de systèmes 

de solutions communes non toutes nulles, c'est-à-dire 

encore si le discriminant F ainsi que tous ses mineurs 

du premier et du Second ordre sont nuls. Une telle sur-

face a une infinité double de points singuliers, remplis-

sant le plan P qui, compté deux fois, constitue la sur-

face S. Tout point de l'espace non situé dans P a pour 

plan polaire le plan P ; le plan polaire d'un point de P 

est absolument indéterminé. 
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2. Soit 

g = bnx\ H-. . .-+- -±bMXsXk = o, 

l'équation d'une seconde quadrique T , distincte de S; 

nous supposons, en outre, que les deux quadriques S 

et T n'ont pas de points singuliers communs; l'étude 

du système de deux quadriques ayant un point singulier 

commun ne diffère pas en effet, de l'étude du système 

de deux coniques. 

Les deux quadriques S et T se coupent suivant une 

courbe du quatrième ordre C, ou quartique, car l 'hypo-

thèse faite montre que les deux quadriques, si elles se 

décomposent toutes deux en systèmes de plans, n'ont 

pas de plan commun. 

Les deux quadriques S et T déterminent un faisceau <E> 

de quadriques U, représentées par l'équation 

\f -h JJLg = O , 

X et a étant deux paramètres toujours finis, non nuls en 

môme temps. 

Deux quadriques U sont distinctes si elles corres-

pondent à deux systèmes distincts (X< , p,*), (X2, f/^), de va-

leurs de X et a , c'est-à-dire tels que l 'on ait 

deux telles quadriques peuvent évidemment remplacer 

les quadriques S et T pour définir le faisceau <ï>, et, par 

suite, nous pourrons toujours choisir, à notre gré, les 

quadriques fondamentales S et T parmi celles du fais-

ceau. 

Toutes les quadriques U du faisceau, en nombre sim-

plement infini, contiennent la courbe C ; par un point 

de l'espace non situé sur C passe une quadrique U et 

une seule. 
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Enfin, remarquons que tout ce que nous avons déjà 

dit, comme tout ce qui suivra, ne dépend évidemment 

en rien du choix des coordonnées, et que, par suite, le 

tétraèdre de référence pourra toujours être pris à notre 

gré. 

3. Le faisceau <ï> contient des quadriques singulières, 

c'est-à-dire douées de points singuliers. Ces quadriques 

correspondent aux valeurs de \ et a qui annulent le dis-

criminant A de la forme \f Les points singuliers 

d'une telle quadrique sont donnés par la résolution des 

quatre équations 

Une quadrique singulière est un cône, si les valeurs 

de A et jj. auxquelles elle correspond n'annulent pas tous 

les mineurs du premier ordre de A ; elle est un dièdre 

si ces valeurs annulent tous les mineurs du premier 

ordre de A, mais non tous les mineurs du second ordre; 

clic est un plan double, si ces valeurs annulent tous les 

mineurs du second ordre de A. 

Appelons points singuliers du faisceau <ï> les points 

singuliers des surfaces singulières du faisceau. On voit 

tout de suite que tout point singulier du faisceau jouit 

de la propriété d'avoir même plan polaire par rapport à 

toutes les quadriques U du faisceau ; et réciproquement, 

tout point jouissant de cette propriété est un point sin-

gulier du faisceau. En effet, les points jouissant de cette 

propriété sont fournis par les équations 

AL AL AL AL 
àxt t)x2 àxk 

= - dg_ 
ÔX\ ÔX-y Ox 3 ÙX i 
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qui sont équivalentes à celles trouvées plus haut pour 

déterminer les points singuliers du faisceau. 

Deux points singuliers appartenant à deux surfaces 

singulières différentes, c'est-à-dire correspondant à deux 

systèmes distincts ()M , ) (¿2) de valeurs de A et ijl 

annulant A, sont conjugués par rapport à toutes les sur-

faces du faisceau. 

En effet, si (#/) et (yri) sont les coordonnées de ces 

deux points, on a les relations 

. Ôf Ôg , ùf f)jr 
Al - f - -h = o, A, H- ¡M — = o, 

dxi 1 ôXj ' dyi 1 " Ofi 

d'où l'on tire 

et, puisque Ton a A, uc2 — Ao m, ^ o, 

V (\f v ùf V V 

et enfin, X, JJL étant quelconques, 

ce qui démontre la proposition. 

En résumé, nous voyons que, si un point A est singu-

lier, il est singulier pour une seule surface singulière; 

par rapport à toutes les surfaces autres que celle-ci, il 

a un même plan polaire, qui contient tous les points 

singuliers des autres surfaces singulières. 

4. Le discriminant A n'est pas en général nul identi-

quement; alors l 'équation A = o, où l'on peut considé-

rer le rapport ^ comme l ' inconnue, admet quatre ra-
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cines distinctes ou confondues, et, par suite, le faisceau 

<l> contient au plus quatre surfaces singulières, et au 

moins une. En outre, il est é\ident que si une racine 

de A = o correspond à un plan double, c'est-à-dire an-

nule tous les mineurs du second ordre de A, cette racine 

est d'un ordre de multiplicité au moins égal à trois; de 

même, une racine qui correspond à un dièdre, c'est-

à-dire qui annule tous les mineurs du premier ordre 

de A, mais non tous les mineurs du second ordre, est 

d'un ordre de multiplicité au moins égal à deux. 

Mais le discriminant A peut aussi être nul identique-

ment; étudions d'abord complètement ce cas excep-

tionnel. 

Les quadriques U sont toutes singulières; mais, parmi 

elles, une au plus peut être un système de plans. En 

effet, si deux d'entre elles étaient des systèmes de plans, 

on aurait, en les choisissant pour S et T , 

f = X, X2, g = x
:î
x

v
, 

les X£- étant, des fonctions linéaires et homogènes des co-

ordonnées, et l'équation du faisceau serait 

À \ j \-2 - 1 - JJL X3 \ f — O. 

Or il est impossible que les quatre fonctions X ; soient 

indépendantes, car, dans ce cas, en prenant pour nou-

veaux plans de coordonnées les plans X/ = o, on voit 

tout de suite que A ne serait pas nul identiquement; 

mais il est impossible aussi que les fonctions X / n e soient 

pas indépendantes, car, dans ce cas, S et T auraient un 

point singulier commun. L'hypothèse faite est donc ab-

surde. 

Supposons donc que S et T soient deux cônes ; en 

choisissant convenablement les coordonnées, on peut 
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écrire 

/= Ci 2 2*1 "H «33*1 «44#! 
H- '1 «23^2^3 H" «24^2^4 ^^34^3^4' 

de sorte que les sommets de S et T sont respectivement 

hK et A 2 , 

On a alors 

¿11 p O ¿13," ¿14 «A 
0 «22 X «23 X «24 X 

¿13,U «23 X « 3 3 X ¿ 3 3 [JL « , n A - h bVi U. 

¿14 JA «24 X a34 X - h ¿ 3 4 {j. « 4 4 X - f - ¿ 4 4 y. 

les discriminants des formes à trois variables f et g 

n'étant pas nuls, l'évanouissement identique de A est 

exprimé par les conditions 

= O, 611 = O, ¿13 «24 ¿i4«j»3=0. 

Ces conditions expriment que chacun des cônes S et T 

passe par le sommet de l'autre, et que ces deux cônes 

ont même plan tangent le long de la génératrice com-

mune A1 A2• En prenant pour ce plan tangent le plan 

A< A o A 3 d'équation Xrt = o, on a 

«23=0, ¿>13=o, 

et puisque S et T sont de véritables cônes, les coeffi-

cients «33, 633, a2/|, & i4 sont différents de zéro. 

Eu égalant à zéro tous les mineurs de A, on voit que 

le faisceau <ï> contient un système de plans et un seul; 

c'est un dièdre qui correspond à 

a S 3 l -h 603p. — o; 

ce dièdre se compose du plan A< A2 A3 et d'un autre plan 

ne passant ni par A , ni par A 2 . 

Donc, finalement, le faisceau <P se compose de cônes 
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tangents le long d'une génératrice commune à un même 

plan, et d'un dièdre formé par ce plan et un autre qui 

coupe la génératrice commune. Par suite, la courbe C 

se compose de cette génératrice commune comptée deux 

fois et d une conique qui la rencontre en un point. 

o. Le cas exceptionnel où le discriminant A est iden-

tiquement nul étant laissé de côté, examinons mainte-

nant ce que l'on peut dire sur chaque surface singulière 

du faisceau et ses points singuliers. 

i° Supposons qu'une surface singulière du faisceau 

soit un cône; prenons ce cône pour la quadrique T , de 

sorte que la racine correspondante de A = o sera 

X = o. 

En prenant pour A , le sommet du cône T , on a 

¿r — b^x\ -4- bnx\ -H b^x\ 

-T- '¿¿>23^2-^3 H- 2 ¿24 3* 2^4 -f- ib^^X^X^, 
et, par suite, 

anX «12X «13 X aik\ 

tt12 X <722 X -I- ¿>22 ^ a23 X -+- ¿2.3 «24 X -f- ¿>.>4 
A — ^ r 

«13 X «23 X -h ¿>23 H- «3 3 X -f- b33 ¡1 <734 X H- b34 >JL 

«H X X -h ¿>24 f̂  «34 X -+- ¿>34 [A «44 X -+- b , 4 JA 

Si la racine A = o est simple pour l'équation A = o, 

011 a 
«11^0; 

ceci veut dire que le point A M sommet du cône T , n'est 

sur aucune autre surface du faisceau. 

Si la racine X = o est multiple pour l'équation A = o, 

on a 
«11 = o, 

puisque le discriminant de la forme g à trois variables 

n'est pas nul. Donc le point A est commun à toutes les 
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les surfaces U du faisceau, et comme il a même plan 

polaire par rapport à toutes ces surfaces, celles-ci sont 

toutes tangentes au même plan en A ; si le faisceau a un 

dièdre comme autre surface singulière, l 'un des plans 

de ce dièdre est le plan tangent commun en A à toutes 

les surfaces U. 

Soit Ai A 2 A3 ce plan tangent commun en A, à toutes 

les surfaces U ; on a alors 

«12 = «13 = 

et aK 4 n'est certainement pas nul. 

On a aussi 

„ ' «22 A ¿22 «23 À H- ¿23 H* I A —— a\v À2 I. 
«23 A H- ¿23 M- «33 A ¿33 j 

La racine X = u n'est d'un ordre de multiplicité su-

périeur à deux que si l'on a 

¿22 ¿ 3 3 — ¿ 1 3 = 

c'est-à-dire si le plan A, A2 A3 est tangent au cône T ; 

alors elle est au moins triple. 

La racine À = o est quadruple si I on a en outre 

«22 ¿33"+- «33 ¿22 2 «23 ¿23 = O, 

c'est-à-dire si les droites d'intersection deSavec le plan 

A î A o A s sont conjuguées harmoniques par rapport 

aux droites d'intersection de T avec le même plan : 

comme celles-ci sont supposées actuellement confondues 

avec la génératrice de contact du cône T avec le plan 

Aj A 2 A3, il faut que cette génératrice de contact appar-

tienne à toutes les surfaces U du faisceau. 

20 Supposons qu'une surface singulière soit un dièdre 

que nous prendrons pour la quadrique T , de sorte que 

la racine correspondante de A = o sera 
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En prenant A4 V2 pour arête du dièdre T , 011 a 

g — hzz x\ H- '1 ¿34 X:i #4 -j- ¿44 x\, 

et par suite 

« n x « 1 2 X « 1 3 X « H X 

« 1 2 X « 2 2 À « 2 3 X « 2 4 X 

« I 3 X « 2 3 À « 3 3 X -+- ¿ 3 3 {A « 3 4 X H - ¿ 3 4 f* 

« 14 X « 2 4 À « 3 4 X -+- ¿ 3 4 [A « 4 4 X -+- ¿ 4 4 

Si la racine \ = o n'est que double pour l'équation 

A = o, et par suile simple pour tous les mineurs de A, 

on a 
«11 «22 «12 ° 5 

ceci veut dire que l'arête kK A2 du dièdre T coupe la 

surface S en deux points distincts. Comme plus liant, 

on voit que ces deux points sont communs à toutes les 

surfaces U du faisceau, et qu'en chacun d'eux ces sur-

faces admettent toutes même plan tangent, distinct 

de chacun des plans du dièdre T . Si le faisceau a un 

dièdre comme autre surface singulière, les deux plans 

de ce dièdre sont les plans tangents communs aux sur-

faces U en ces deux points. 

Si la racine A = o est pour l'équation A = o d'un 

ordre de multiplicité supérieur à deux, on a 

«il «22 «12 — 

puisque le discriminant de la forme g à deux variables 

n'est pas nul. 

Alors, ou bien l'arête A , A2 est tangente à la surface 

S, ou bien elle appartient à la surface S. 

Dans le premier cas, soit A ^ le point où A j A 2 touche 

S, de sorte que 
«11 = «12= O, 

V 

n'étant pas nul. et soit A, A2 A3 le plan tangent à S 
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en A, de sorte que 
« 13=0, 

a[ A n'étant pas nul. 

O n voit que toutes les quadriques du faisceau passent 

en A , et y touchent le plan A, Ao A3 et la droite A , A 2 . 

De plus 
, «22 A a-23 X 

A = - a 2 1 4 X » ; 
«23 A «33 A -+-633^ 

donc la racine X = o n'est quadruple que si l'on a 

¿33= O, 

c'est-à-dire si le plan A < A 2 A 3 est l'un des plans du 

dièdre T . 

Ajoutons que, dans ce cas, on vérifie aisément que 

la racine A = o n'est pas double pour tous les mineurs 

de A. 

Dans le second cas, on a 

«11 = «12 = «22 = O, 

et en prenant pour A , A2A;$ le plan tangent à S en A , , 

on a en outre 
«13= O, 

avec 
« U ^ o. 

Toutes les quadriques du faisceau contiennent l'arête 

Ao et sont tangentes entre elles en chaque point de 

cette arête. De plus 

A = « î 4 « 0 3 X 4 , 

de sorte que 
«23 ^ O, 

et la racine A = o est quadruple pour A — o. 

Ajoutons que, dans ce cas, on vérifie aisément que la 

racine \ = o est double, mais n'est pas triple pour tous 

les mineurs de A. 
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3° Supposons enfin qu'une surface singulière soit un 

plan double que nous prendrons pour la quadrique T\ de 

sorte que la racine correspondante de l 'équation A = o 

est X = o. Si nous supposons que le plan A 1 A 2 A 3 

compté deux fois constitue la surface T , on a 

et, par suite, 

A = 

« 1 1 A « 1 2 A « 1 3 A « 14 A 

« 1 2 À « 2 2 À « 2 3 À « 2 1 A 

«13 À «03 À « 3 3 À « 3 4 À 

a 14A «24 /• «3 4 À <l\\t- Ì) 4 4 ¡X 

Si la racine A — o n'est que triple pour l'équation 

A = o, on a 

« 1 1 « 1 2 « 1 3 

« 1 2 « 2 2 « 2 3 ^ O . 

« 1 3 « 2 3 « 3 3 

c'est-à-dire que le plan A, A2 A3, non tangent à la qua-

drique S, la coupe suivant une conique proprement dite. 

Toutes les quadriques TJ du faisceau passent par cette 

conique et sont tangentes entre elles en tout point de 

cette conique. 

Si la racine A = o est quadruple pour A = o, le plan 

A , A 2 A3 tangent à S coupe S suivant deux droites 

distinctes sur lesquelles on peut répéter ce qui précède. 

Enfin, ajoutons que l'on vérifie aisément que la ra-

cine X = o n'est jamais double pour tous les mineurs du 

second ordre de A, ni jamais triple pour tous les mi-

neurs du premier ordre de A. 

(). Il va devenir facile maintenant d'étudier la nature 

des quadriques d'un faisceau, leurs points de contact et 
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leur courbe (Tinterseclion suivant les propriétés des ra-

cines de l'équation A = o. Pour simplifier cette élude, 

commençons par faire les remarques suivantes : 

Si deux quadriques d'un faisceau se touchent en un 

point, toutes les quadriques du faisceau se touchent en 

ce point, sauf une, qui admet ce point comme point 

singulier. 

Si deux quadriques ont un point commun, qui n'est 

singulier pour aucune d'elles, et n'ont pas même plan 

tangent en ce point, ce point est simple pour leur in-

tersection : car un plan quelconque passant par ce 

point coupe les deux quadriques suivant deux coniques, 

pour l'intersection desquelles ce point compte une seule 

fois. 

De même, on voit que si deux quadriques ont un 

point commun singulier pour l 'une d'elles, ce point es 

multiple pour leur intersection; il en est de même si, 

le point n'étant singulier pour aucune des deux surfaces, 

celles-ci ont même plan tangent en ce point. 

Une quartique gauche proprement dite ne peut avoir 

qu'un seul point singulier, qui est double; les tangentes 

en ce point sont distinctes ou confondues; dans tous les 

cas, une tangente en un point double coupe la courbe 

en trois points confondus au point double, et pas davan-

tage. Pour vérifier ces propositions, il suffit de remar-

quer qu'une quartique gauche est rencontrée par un 

plan en quatre points seulement. Une cubique gauche 

n'a pas de points singuliers. 

Si l'intersection de deux quadriques contient une 

courbe plane, cette courbe est une droite ou une co-

nique. 

Si un plan coupe deux quadriques suivant une même 

courbe plane, le faisceau déterminé par ces deux qua-

driques contient une surface singulière composée de 
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deux plans : car si x< = o est le plan sécant, on a 

f =zx^(xu x2. x¿, x±) -4- a^Oi, 

^ et y étant des formes linéaires, cp une forme qua-

dratique, a et ^ des constantes ; donc le faisceau 

\f-f- ¡jLg = o contient le système de plans fif— a g — o-

Eniin, si l'intersection de deux quadriques n'est pas 

une quartique gauche proprement dite, elle contient 

au moins une droite ou une conique proprement dite. 

7 . Ces remarques faites, examinons successivement 

tous les cas qui peuvent se présenter d'après les pro-

priétés des racines de l'équation A = o. 

i° U équation A == o a quatre racines simples. 

Le faisceau <ï> contient comme surfaces singulières 

quatre cônes; les points singuliers sont les sommets de 

ces cônes, et chacun d'eux a pour plan polaire commun, 

par rapport à toutes les surfaces U, le plan des trois 

autres. Comme ces points ne sont pas sur les surfaces U, 

ils forment un tétraèdre. 

Les surfaces U ne se touchent en aucun point. 

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique, 

sans quoi le faisceau contiendrait un dièdre; elle ne 

contient pas non plus de droite, car c'est l'intersection 

de deux cônes n'ayant pas de génératrice commune : 

c'est donc une quartique gauche proprement dite, sans 

point singulier, puisque les surfaces U n'ont aucun point 

de contact. 

2° L'équation A = o a deux racines simples et une 

racine double ii annulant pas les mineurs du premier 

ordre de A. 

Le faisceah <ï> contient comme surfaces singulières 
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trois.cônes; les points singuliers sont les sommets de 

ces cônes A , B, C. 

Si A est le sommet du cône correspondant à la racine 

double, toutes les surfaces U sont tangentes en A au 

plan A B C . Les points B et C n'appartiennent pas aux 

surfaces U ; les plans polaires communs de B et C , par 

rapport à toutes les surfaces U , passent respectivement 

par A C et A B , et, par suite, les points A , B, C forment 

un triangle. Les surfaces U ne se touchent qu'au 

point A ; leur plan tangent commun ne touche pas le 

cône A . 

La courbe C ne contient pas de conique; elle ne con-

tient pas non plus de droite, car c'est l'intersection de 

deux cônes n'ayant pas de génératrice commune : c'est 

donc une quartique gauche proprement dite, ayant un 

point double en A . En ce point les tangentes sont dis-

tinctes : ce sont les génératrices d'intersection du cône A 

avec le plan A B C . 

3° L'équation A = o a une racine simple et une ra-

cine triple n annulant pas les mineurs du premier ordre 

de A. 

Le faisceau <ï> contient comme surfaces singulières 

deux cônes; les points singuliers sont les sommets de 

ces cônes A , B. Si A est le sommet du cône correspon-

dant à la racine triple, toutes les surfaces U sont tan-

gentes en A à un plan passant par A B et tangent au 

cône A ; elles n'ont pas d'autre contact. Le plan po-

laire commun de B par rapport à toutes les surfaces U 

passe en A. Comme plus haut, ou voit que la courbe C 

est une quartique gauche proprement dite, ayant en A 

un point de rebrousseraient ordinaire : la tangente en ce 

point est la génératrice de contact du cône A avec le 

plan tangent commun à toutes les surfaces U en A . 
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4" L'équation A = o a deux racines doubles .dont 

aucune n'annule les mineurs du premier ordre de A. 

Le faisceau <I> contient comme surfaces singulières 

deux cônes, dont les sommets A et B sont les points 

singuliers du faisceau. 

Les surfaces U sont toutes tangentes entre elles en A 

et B, et n'ont pas d'autre contact; le plan langent 

commun en chacun de ces points passe par l 'autre, et, 

par suite, A B e s t génératrice commune aux surfaces U. 

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique 

et contient la génératrice A B une seule fois, puisque 

les cônes A et B ne sont pas tangents le long de cette 

droite : elle se compose donc de cette droite et d'une 

cubique gauche qui la rencontre en A et B. 

5° L'équation A — o a une racine quadruple n an-

nulant pas les mineurs du premier ordre de A. 

Le faisceau <ï> contient une seule surface singulière, 

un cône dont le sommet A est le seul point singulier du 

faisceau. Les surfaces U sont tangentes entre elles en A 

et n'ont pas d'autre contact; leur plan tangent com-

mun est tangent au cône A suivant une droite D qui 

appartient à toutes les surfaces U. 

La courbe C du faisceau ne contient pas de conique 

et contient la droite D une seule fois, puisque les sur-

faces ne sont pas tangentes tout le long de D ; elle ne 

peut d'ailleurs contenir une autre droite, puisque celle-

ci appartiendrait au cône A . Elle se compose donc de 

la droite D et d'une cubique gauche qui lui est évidem-

ment tangente en A. 

6° L équation A = o a deux racines simples, et, une 

racine double annulant les mineurs du premier ordre 

de A. 

Le faisceau contient comme surfaces singulières 
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deux eones de sommets A et B et un dièdre d'arête D. 

Les points singuliers du faisceau sont les points de D et 

en outre A et B. Les points A et B ne sont pas sur les 

surfaces U ; la droite D coupe les surfaces U en deux 

points P et Q , et en chacun de ces points elles sont tan-

gentes aux plans P A B et Q A B , distincts des plans du 

dièdre; elles n'ont d'ailleurs pas d'autre contact. 

Les plans polaires commuas de A et B par rapport 

aux surfaces U sont les plans B P Q et A P Q ; les droites 

A B et D ne se rencontrent pas. 

La courbe G du faisceau s'obtient en coupant le cône 

A par le dièdre d'arête D, dont les plans ne passent pas 

par A : elle se compose de deux coniques proprement 

dites se coupant en P et Q . 

70 L'équation A = o a une racine simple, et une ra-

cine triple annulant les mineurs du premier ordre A, 

mais n annulant pas les mineurs du second ordre. 

Le faisceau <E> contient comme surfaces singulières un 

cône de sommet A et un dièdre d'arête D. Les points 

singuliers du faisceau sont les points de D et le point A . 

Le point A n'est pas sur les surfaces U ; la droite D 

touche les surfaces U en un point P , et en ce point 

elles sont tangentes à un plan passant par A et par D, 

distinct des plans du dièdre. Le plan polaire com-

mun de A par rapport h toutes les surfaces U passe 

par D. 

Comme plus haut, on voit que la courbe C se com-

pose de deux coniques proprement dites situées dans les 

plans du dièdre et tangentes entre elles au point A . 

8° U équation A = o a une racine double n' annu-

lant pas les mineurs du premier ordre de A, et une 

autre racine double annulant tous ces mineurs. 

Le faisceau 0 contient comme surfaces singulières 

Ann. de Mathémat., 3e série, t . XV. (Avr i l 1896.) 1 2 
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un cône de sommet A et un dièdre d'arête D. Les points 

singuliers du faisceau sont les points de D et le point A . 

Le point A est situé sur les surfaces U, toutes tangentes 

en ce point au plan qui passe par A et par D. La droite D 

coupe la surface U en deux points P et Q , et en chacun 

de ces points les surfaces ont un même plan tangent 

passant par A et distinct des plans du dièdre. Les sur-

faces U ont donc un triple contact. 

L 'un des plans du dièdre est le plan A P Q , et, par 

suite, la courbe G se compose d'une conique propre-

ment dite et de deux droites se coupant en A et rencon-

tra lit cette conique en P et Q . 

90 L'équation A = o a deux racines doubles dont 

chacune annule les mineurs du premier ordre de A. 

Le faisceau O contient comme surfaces singulières 

deux dièdres d'arêtes D e t D' qui ne se rencontrent pas. 

Chacune d'elles coupe les surfaces U en deux points, 

P et Q pour D, P1 et Q ' pour D'. En chacun de ces 

points les surfaces U sont tangentes et, par suite, elles 

ont un quadruple contact. Le plan tangent commun en 

P est le plan P P ' Q ' , appartenant au dièdre d'arête D', 

et ainsi des autres. 

La courbe C se compose évidemment des quatre 

droites PP ' , P Q \ Q P ' , Q Q ' , qui forment un quadrila-

tère gauche. 

io° L'équation A = o a une racine quadruple an-

nulant les mineurs du premier ordre de A, mais n'an-

nulant pas les mineurs du second ordre ; en outre, cette 

racine nest pas double pour tous les mineurs du pre-

mier ordre. 

Le faisceau <!> contient comme seule surface singu-

lière un tlièdre d'arête I); les points singuliers sont 

les points de D. La droite D touche les surfaces U en 
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un point P ; et. en ce point, toutes les surfaces U sont 

tangentes entre elles, et n'ont d'ailleurs pas d'autre 

contact. Leur plan tangent, commun en P, est l 'un des 

plans du dièdre. 

La courbe C se compose alors évidemment d'une co-

nique proprement dite et de deux droites se coupant 

sur cette conique et situées dans un autre plan. 

i i° Véquation A = o a une racine quadruple annu-

lant les mineurs du premier ordre de A, mais n'annu-

lant pas les mineurs du second ordre ; en outre, cette 

racine est double pour tous les mineurs du premier 

ordre. 

Le faisceau <ï> contient comme seule surface singu-

lière un dièdre d'arête D-, les points singuliers sont les 

points de D. La droite D est située sur les surfaces U qui 

se raccordent le long de cette droite. 

La courbe C se compose évidemment de la droite D 

comptée deux fois et de deux droites rencontrant D en 

des points différents et déterminant avec D deux plans 

différents. 

i 2° L'équation A — o a une racine simple, et une ra-

cine triple annulant les mineurs du second ordre de A. 

Le faisceau <I> contient comme surfaces singulières un 

cône de sommet À et un plan double P. Les poinls singu-

liers sont le point A et Jes points de P. Les surfaces U n e 

passent pas en A ; le plan polaire commun de A par rap-

port aux surfaces U est le plan P. Le plan P coupe les 

surfaces U suivant une conique propremen t dite, le long 

de laquelle les surfaces se raccordent; les plans tan-

gents le long de cette conique passent tous par A . 

La courbe C se compose de cette conique comptée 

deux fois. 
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i3° Véquation A = o a une racine quadruple annu-

lant les mineurs du second ordre de A. 

Le faisceau <ï> contient, comme surface singulière, un 

plan double P dont les points sont les points singuliers. 

Ce plan est tangent aux quadriques U et les coupe sui-

vant deux droites le long desquelles ces surfaees se rac-

cordent. 

La courbe C se compose de ces deux droites comptées 

chacune deux fois. 

8. Nous avons ainsi épuisé tous les cas possibles, et, 

chaque fois, nous sommes arrivés à des conclusions dis-

tinctes. Donc nous avons caractérisé toutes les espèces 

possibles de faisceaux de quadriques, et toutes les formes 

possibles de l'intersection de deux quadriques. 

Il serait facile, comme application, d'étudier la situa-

tion respective des deux coniques que l 'on obtient en 

coupant deux quadriques par un même plan passant 

par un point singulier de l 'intersection. 

Il est facile aussi de voir qu'un faisceau <I> de qua-

driques est complètement déterminé par la courbe C de 

ce faisceau toutes les fois que cette courbe ne contient 

ni conique double ni droite double. Si cette eourbe con-

tient une seule droite double, il faut se donner en outre 

le plan tangent aux quadriques du faisceau en un point 

de cette droite autre que ses points d'intersection avec 

les deux autres droites qui appartiennent à la courbe. 

Si cette courbe esVune conique double, il faut se donner 

en outre les plans tangents en trois points de cette co-

nique; si elle est formée par deux droites doubles, il 

faut se donner les plans tangents aux quadriques en 

deux points de l 'une de ces droites et en un point de 

l 'autre. * 

Enfin, ajoutons qu'il serait facile de transformer, par 
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la méthode des polaires réciproques, tout ce que nous 

avons dit et de faire une théorie toute pareille pour un 

faisceau tangentiel de quadriques et la développable 

circonscrite à deux quadriques : en faisant cette trans-

formation, on remarquera d'ailleurs que f r = o et 

g'— o étant les équations tangentielles de deux qua-

driques dont les équations ponctuelles sont f = o 

et g = o , les racines du discriminant de la forme 

X/'H- ¡JLg' se déduisent par une transformation simple 

de celles du discriminant de la forme \ f - \ - ¡¿g, et 

par suite jouissent des mêmes propriétés caractéris-

tiques. 

[ 0 8 d ] THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE CINÉMATIQUE; 

P A U M . R A Y M O N D S É E , 

Élève à l'École Polytechnique. 

Un plan se déplace en restant tangent à une sur-

face; pour une quelconque de ses positions sa carac-

téristique passe par le point ou il touche cette sur-

face. 

Appelons (a) la courbe l ieu des points de contact du 

plan mobile et de la surface donnée, et a le point où le 

plan, dans une de ses positions, touche cette surface. 

O n peut supposer que le point a est un point marqué 

du plan mobile et assujettir ce point à décrire (a) lorsque 

ce plan se déplace. 

Dans l 'une quelconque de ses positions, le plan est 

tangent en a à ( a ) , autrement dit, la trajectoire de a 
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est tangente à ee plan; mais on sait (4 ) que les points 

d'un plan mobile, qui décrivent des lignes tangentes ci 

ce plan, appartiennent à sa caractéristique; donc, le 

théorème est démontré ( 2 ) . 

Conséquences. — Si un plan mobile passe successi-

vement par les génératrices d'une surface réglée, pour 

une position quelconque de ce plan, sa caractéristique 

passe par le point où il touche la surface réglée (3). 

Parce que le plan mobile, dans ses différentes posi-

tions, est tangent à la surface réglée. 

Quand, un plan se déplace en restant tangent à deux 

surfacesy ou lignes, il enveloppe une surface dévelop-

pable : on obtient une génératrice de cette surface en 

menant la droite qui passe par les points ou le plan, 

dans Vune quelconque de ses positions, touche les deux 

surfaces ou lignes données ( '). 

Parce que cette droite est la caractéristique du plan 

mobile. 

(') MANNIIEIM, Cours de Géométrie descriptive, 2e édition, 

p. 247. 

( 2 ) La même démonstration s'applique au cas où le plan mobile 

reste tangent à une ligne donnée (a). 

( 3) Loe. cit., p. 294. 

( 1 ) Loe. cit., p. 4°°-
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LICENCE ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESS ION DE J U I L L E T 1895. — COMPOS IT IONS . 

Montpellier. 

A N A L Y S E . — Déterminer une courbe plane telle que 

la portion de tangente comprise entre le point de con-

tact et une droite fixe ait une longueur donnée. Etu-

dier la forme de la courbe ; calculer son rayon de 

courbure, et les coordonnées du centre de courbure. 

Déterminer sa développée. Calculer l'aire comprise 

entre la courbe, une normale et la développée. 

S O L U T I O N . — Cette courbe est connue sous le nom 

de tractrice. OY étant la droite donnée, elle doit véri-

fier l'équation différentielle 

/ d y y __ a 2 — x 2  

\ ctx ) ~~ X 2 ' 
d'où 

/— 5 , a -j- fa 2 — X* 
y — — \/a-— x 2 -+- a log — > 

— — — — Ja2 — x2; 
dx x 

la valeur positive de y / a 2 — x 2 donnant la portion de 

courbe située dans l'angle XOY , la valeur négative 

donne une branche symétrique; x variant de o à a, y 

varie de + GO à o, ce qui indique la forme de la courbe. 

Les formules connues donnent le rayon et le centre de 
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courbure 

R = - \/a-— x-y < ' , 
x I x a -+- y a 2 — x 2. 

f Y = y - f - R — = « W > 
\  J a  & x 

Ja développée est une chaînette dont le sommet est le 

point ( a , o) . 

Soit to Tangle de la normale avec OY-, l'aire cherchée 

est 

r a2 r M 
A = - / R W w = — / tang2ujc?to 

2 Jo * 
, 2 ( Ja2— x"2 a; 

= — ( tangoj — w) = — I arc cos — 
2 \ x a 

M É C A N I Q U E . — Une plaque circulaire infiniment 

mince, homogène et pesante, touche par Vun de ses 

points un plan horizontal fixe parfaitement poli. Le 

centre de gravité de la plaque étant maintenu fixe, 

on imprime à celle-ci une rotation o> autour du rayon 

qui passe par le point de contact avec le plan fixe ; 

puis on Vabandonne aux forces qui la sollicitent. 

On demande d'étudier le mouvement de la plaque, 

et en particulier d'indiquer Informe de la courbe que 

décrit sur le plan fixe le point# de contact avec la 

plaque. 

S O L U T I O N . — O X Y étant le plan horizontal fixe, ox, oy 

deux rayons du disque, soient M sa masse, p son rayon, 

et MR la réaction Verticale appliquée au point de con-

tact. Soit ( X , Y, Z ) le centre du disque; on a 

d*X _ ^ ^ Z _ 

dt* ~~ dt~ dt2 ~~ 

Les mohients d'inertie sont A = B = M > C = M —, 
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et les équations d'Euler donnent, pour le mouvement 

autour du centre de gravité, 

y') ^ ~ 

dr 

ou 

• ft ^ 

/? sin y -+- q cos<p = sin 0 — •̂ » 

dO 

iq sin © — cos cp = — ? 

r = -y- — cos G — • 

Enfin, l'équation Z — p sin9 exprime que le disque 

reste tangent au plan X O Y . 

Pour t — o, soit f 0 = = ° î l e s conditions de 

l'énoncé donnent X = Y = o, /)0 = /'o = GJ> = °t d 'où r = o, 

ce qui simplifie les équations précédentes. En élimi-

nant p , q et Z , on a 

. n dù diï do dO 
-¡-¡- sin 0 h — - = - cos 0 H—r*- — = o, 
dt 2 dt dt dt dt 

dy ^ . n d* 0 4 
~ -71 sin0 r— = - R cosO, 
ifr p 

O /<*eV A -ï— cosu — -7- sin 0 — > 
dt2 \ cfc / p 

<&£> A 
— cos 6 = o. 

dt 

On en déduit 
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d'où 

dù . 
~ sin20 = a — <7o sin0o , 

p u i s 

-y- ( 3 -f- 2 cos 2 0 ) — ( - r 2 sin «2 6 H- — cosO — a2 - = o. 
dt 2 \dt J p sin3 6 

TT ( —7~ ) -F- -R cos 2») H sin OH — — 
3 \ dt / \dtj p 2 si ii 0 

Q 7 Ô , i S «fi 
= \J — 1 SIlV (j0, 

2. p 

ou encore 

/¿/0\2__ s i n 0 o — s i n 0 sin 6 -+- sin 0„\ 

\ d t ) = ~5 — 4 sin20 V T / ' 

^ sinO f „ . i + j cos40 
R = — . p g j sin20o r-rj. oql 

( J — j s m 2 0 )2 [ r ^ u sin^Ô ' 

-h 4 sin G -i- — 8 sin0o ) . 
\ sinO / J 

n d 10 . ¿0 i - i 
Pour t = o, -i— et par suile -r- prennent le signe de 

et 

sinGo-
P 

Si ql << — V̂-TT— ? ->- s'annule pour une valeur 0, 
' 0 p( i -h s in0 o ) dt  r  

de 0 comprise entre o et et 9 variera entre 90 et 9<. 

Dans ce cas, I\ reste positif, de même que et Les 

coordonnées polaires du point de contact sont 

fu = — — r — q cos6, 

ce qui permet de déterminer la forme de la courbe, ~ 

s'annulant pour 9 = 90 et ; les valeurs correspondantes 

de o) sont données par un 

une fonction connue de 9. 

de o) sont données par une intégrale définie, ^ étant 
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4 Si < — sin 90, on a 
P 

0! > 60, sinon ^i<6 0 ; 

mais le mouvement est le même dans ces deux cas, qui 

ne diffèrent que par le choix de la position initiale. 

Si q'2 = — sin90, 0 reste constant, et l'on a 
P 

<i> = V X t, <û — qQ C0t60 X t. 
sin0o 1 3 

Si ^ s i n 9 0 < q'I < cq^26q (9 — 8 sin 90), 9 varie entre 

90 et R reste encore positif, le disque passe par une 

position verticale, pour laquelle ~ s'annule, reste 

positif. 

Si ql >> (9 — ^ sin^o)? 9 augmente aussi ; mais 

pour une valeur de 9, comprise entre 90 et R devient 

nul, puis négatif ; le point de contact quittera alors le 

plan, et le mouvement cesse de correspondre aux con-

ditions de l 'énoncé, le disque n'étant plus soumis qu'à 

son poids jusqu'au moment où il reviendra en contact 

avec le plan X O Y . Le mouvement autour du centre de 

gravité est alors celui d'un corps qui n'est soumis à au-

cune force extérieure. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Connaissant la longitude v 

d'une planète dans son orbite, ainsi que Vinclinaison co 

de l'orbite et la longitude Q du nœud ascendant, cal-

culer la longitude et la latitude héliocentrique. 

r = 178° 19'13", 4, 

co = 7 0 6 '56" , 7 , 

il = 235*49/ 8", 1. 
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S E S S I O N D E N O V E M B R E 1 8 9 5 . - C O M P O S I T I O N S . 

Besançon. 

A N A L Y S E . — Un hyperboloïde de révolution à une 

nappe est donné par le rayon a du cercle de gorge et 

par l'angle to que font les génératrices avec le plan de 

ce cercle. Déterminer les courbes de cette surface telles 

que Vangle a4 sous lequel une de ces courbes coupe les 

génératrices de l'un des deux systèmes soit une fonc-

tion donnée de la distance r du point d'intersection de 

la courbe et de la génératrice au point où cette même 

génératrice rencontre le cercle de gorge. 

' A P P L I C A T I O N . 

a 1 ( i — i cos210 ) -h r2 cos2 to ^ 
r- cos-2 co 

on achèvera Vintégration dans tous les cas qui se pré-

sentent, de manière à avoir les intégrales sous forme 

réelle ; on discutera et Von indiquera la forme des 

courbes obtenues. 

Soit cosa = f ( r ) -, f(r) pourra être considéré comme 

donné. Les coordonnées d'un point de rhyperboloïde 

peuvent être représentées par 

x — a cosO — r eosco sin 0, 

y' — a s i n O - w costo cosO. 

z — r sin to, 

r et 6 étant variables. Les courbes cherchées sont dé-

finies par l 'équation différentielle 

¿0 — a c o ^ L Ú ( f ' — 0 — / / ( ' —/ 2 ) (^ a s in 2 to -+- r2 cos2to) ^ 
~~ a2 cos2 to — a 2 / 2 — r 2 / 2 cos2 to ' 
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on voit qu'elles s'obtiennent par une quadrature. Dans 

l'application indiquée, la quantité placée sous le radical 

devient carré parfait. A l 'un des signes du radical cor-

respondent les génératrices rectilignés de l 'hyperbo-

loïde du second système; à l'autre signe, des courbes 

dont l'équation est facile à obtenir sous forme finie. 

Cette équation contient des fonctions trigonométriques 

ou des exponentielles, suivant que <o est supérieur ou 

inférieur à 6o°. 

M É C A N I Q U E . — I ° Un cylindre de révolution dont 

l'axe est OA est mobile autour de la droite fixe OB. 

L'angle BOA est constant ; discuter la durée d'une 

petite oscillation en fonction de Vangle ¡3 de OB avec 

la verticale et de la distance OC = l (C centre de 

gravité). 

2° Un cône droit dont l'angle est i ^ est chargé d'un 

poids M appliqué en un point de sa surface. Déter-

miner le mouvement de ce point quand on écarte le 

cône de sa position d'équilibre. On suppose le cône 

sans masse et assujetti à rouler sur un plan horizontal. 

I E R P R O B L È M E . — Calculer les moments principaux 

d'inertie du cylindre relatifs à son centre de gravité. 

En déduire, d'après les formules connues, son moment 

d'inertie par rapport à une parallèle à OB menée par le 
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point C , et enfin son moment d'inertie par rapport 

à OB. L e mouvement sera donné par le théorème des 

aires. 11 a l ieu sous l 'action de la composante de la pe-

santeur dans un plan perpendiculaire à OB. 

2 E P R O B L È M E . — Soient 6 l 'angle que fait, dans le cône 

droit, le plan méridien du point M avec le plan méridien 

vertical, v la vitesse du point M. On peut prendre la 

masse de ce point et la longueur O M égales à i . On a 

v- — sin2 ¡3 cos2 P(i — cosO)(i -f- cos2 ¡3 Hb sin2 [3 cos6) ^ • 

En appliquant le principe des forces vives 

, . o D . f)à / i H- cos2 S -+- sin2 8 cosO 
clt — sin 8 cos p sin -4 / - ¡r—f- —, 

r i y h — £-sinpcosp(i — cosO) 

intégrale elliptique. Dans un cas particulier remarquable 

le radical se réduit à une constante. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — En un lieu de latitude, 

<p = 47°54'i9"> 

on a observé Vazimut a — -h 5404^/3et la hauteur 

h i8 ;27/ ; d'une étoile, à Vheure sidérale locale 

Q = 8h i 3,n 52 8 ,3, la température étant T = 23°, la 

pression atmosphérique p = 742inn\65. 

On demande : 

1 0 De corriger h de la réfraction ; 

20 De calculer Vascension droite et la distance po-

laire de l'étoile. 

Bordeaux. 

M A T H É M A T I Q U E S . — Calculer Vintégrale indéfinie 

dx 

(x* — a2)2 s]x2 — 1 ' 
* 

a étant un nombre positif supérieur à Vunité. 

h 
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Uéquation différentielle linéaire du second ordre 

d%y _ dv 

est telle que si y = y \ est solution de l'équation, 

y — y\ est également une solution. 

Déterminer la fonction y {. 

Etablir la condition qui doit être remplie par les 

fonctions L et M pour que l'équation admette des so-

lutions de la nature indiquée précédemment. 

M É C A N I Q U E . — 1 . Un système de forces est constitué 

par n forces fixes et une force dirigée suivant une 

droite fixe, mais dont V intensité est variable. On de-

mande le lieu de l'axe central du système. 

Cas particuliers ; i° la direction de la force va-

riable rencontre V axe central du système des n forces 

fixes ; 2° elle est parallèle à cet axe central. 

2. Une plaque invariable de forme quelconque est 

mobile dans son plan autour d'un point O, avec frot-

tement ; le frottement se traduisant par un couple qui 

agit en sens inverse de la rotation instantanée, et dont 

le moment est proportionnel ci la pression de la plaque 

avec le point O. 

Aucune force extérieure ne sollicitant le système, 

on assujettit le point O à prendre un certain mouve-

vement rectilisne. ts 

Déterminer ce mouvement rectiligne et les condi-

tions initiales du mouvement de la plaque, de manière 

que le mouvement angulaire de celle-ci soit (au moins 

pendant un certain intervalle de temps) uniforme. 

C A L C U L . — Calculer pour Bordeaux, et. pour le 

18 novembre 1895, Vheure et Vazimut du coucher du 
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Soleil : 

Latitude de Bordeaux 44-5o. 7 ,2 

Déclinaison du Soleil à midi vrai (i8nov.). — 1 9 . 1 4 . 4 ^ 8 

» (19 nov.). —19 .28 . 5 7 , 4 

Les formules à employer sont : 

t angA = 

cos/o = — tango tango, 

coso sint0 

• cos cp sin 0 -+- sin cp cos 0 cos t0 

Clermont. 

A N A L Y S E . — Par le pied P de chaque ordonnée, 

PM — Z, d'une surface, on mène une parallèle à la 

normale en M à cette surface. Montrer que pour que 

les droites ainsi obtenues soient normales à une sur-

facey il faut quep2-±- q2 soit une fonction de z, p et q, 

dérivées partielles de z. Intégrer Véquation aux déri-

vées partielles ainsi obtenue. 

Soient a, ¡3, y les cosinus directeurs de la normale; 

les coordonnées de S sont 

A?-npa, PY; 

quand x varie seul, les cosinus directeurs du déplace-

ment sont 

1 -v- a di. 
dx 

àz 
k dx 

âJL 
ôx ^ dx* ^ dx 

ti. 
dx 
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Écrivons que ce déplacement est normal à pp; on 

trouve 

on aurait de même -r*- = — ß. La condition cherchée 

Le déterminant fonctionnel de z et de p2-b<72 est nul . 

Remarque. — Le long d'une section horizontale, la 

normale fait un angle constant ; ces sections sont des 

lignes de courbure. Résultat analogue pour le lieu de S. 

A S T R O N O M I E . — Prendre dans la Connaissance des 

Temps les trois coordonnées écliptiques héliocentriques 

vraies de Vénus : 

longitude lat itude B, distance r au Soleil, 

et les trois coordonnées écliptiques vraies du Soleil : 

longitude L — i8o°, lat i tude a, distance R à la Terre, 

le ii septembre 1895 à midi moyen de Paris; en dé-

duire les trois coordonnées écliptiques géocentriques 

vraies de Vénus, au même instant t : 

longitude X, lat itude ß, distance D à la Terre. 

Démontrer d'abord les formules de résolution 

ày + q* dx \/i -i-pï-hqZ 
OU 

D cos ß cos X = r cos B cos £ — B cos a cos L, 

D cos ¡3 sin X = r cos B sin — R cos a sin L , 

D sinß = r sinß — R sin a . 

Ann. de Mathémat3e série, t. XV. (Avril 1896.) 
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Nancy. 

A N A L Y S E . — Première question. — Les axes Ox, Oy 

étant rectangulaires, et A et B étant deux points don-

nés sur Oy, calculer Vintégrale curviligne 

J[v(y)e x — my] dx -+- [v'{y)e* — m]dy, 

prise le long d'un chemin quelconque AMB, allant du 

point A au point B, mais limitant avec AB une aire 

A M B A de grandeur donnée S - , m désigne une con-

stante, eto{y) une fonction de y définie et continue, 

ainsi que sa dérivée cpr(y). 

y B 

N . 

A 

0 •R-

Deuxième question. — i° Définir, d'après La-

grange, Vintégrale complète, Vintégrale générale, 

Vintégrale singulière d'une équation aux dérivées 

partielles du premier ordre entre deux variables in-

dépendantes et une fonction z de ces variables. 

2° Étant donnée la relation 

'?.m(x -+- ay -h b) — z \/z2 -+- « 2 -h a 2 l o g ( ¿ -+- s j a 2 ) , 

où a, b et m sont des constantes, en déduire Véqua-

tion aux dérivées partielles du premier ordre indé-

pendante de a et de b, à laquelle satisfait la fonc-

tion z (fes deux variables x et y. Intégrer cette 

équation. Revenir à la relation proposée en élimi-
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nant la fonction arbitraire de l'intégrale générale 

s - s * r -«̂ AMB ÂMBA ÂB 

1 . O u est ramené à une intégrale suivant le contour 

fermé A M B A , et à une intégrale Je long de A B . 

La première s'évalue p a r l a formule de Green. Sup-

posons l 'aire à droite de A B , 

f P Jr+QJy-ff 
• W v J J,lreAMIuV^ / 

— / / m dx dy — m S. 

J âire 

Si l'aire est à gauche, 011 a — ;??S. 

De plus 

Ç — f dy[o'(y)e x — m ] — e x[o(b) — cp(a)] — m (b — a ) . 

Donc 

/ = ± m S + e*[cp (6 ) — <p(a)] — m ( 6 — a ) , 

*/AMB 

2. Etant donnée l'équation 

2 m {x 4- y -f- b ) — 2 y/^ 2 a 2 -h- a2 log (z -h \/ z 2 -f- a2)> 

les dérivées, par rapport à x et y, donnent, en po-
dz dz 

m — s/z't-h a-p, ma — \ f z' 1 -h a* q. 

En éliminant a entre les dernières, on a 

a2 = pïzï-^qî. 

Pour intégrer, on remarque que, l'équation renfer-

mant z , /j et on est conduit à poser z = y(:t:-f- a y ) f 

où a est une constante, ou bien x -f- ay = y (2) , ce qui 

: = t/s 
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donne 
p = I , g q'(z) = a 

et 

Donc 

m ©'(s) = + 

m[<p(*)-v-6] = y s / z ^ c ^ d z 

— 2 -4- a2 log(* -H v/-2 -+- «2)] ; 
d'où, enfin, 

2w(a»+ aj'-f- 6 ) = 5 -+- a2 -+- a2 log (s -f- /¿2-b a2), 

qui est la relation qui a servi de point de départ. On a 

ainsi une intégrale complète; on en déduit toutes les 

autres. 

M É C A N I Q U E . — Un point pesant de masse égale à un 

gramme est lancé dans le plan vertical perpendicu-

laire au méridien du lieu sous un angle de 6o° vers 

Vest ou vers Vouest. 

L'intensité de la vitesse initiale a été déterminée 

au moyen d'un pendule balistique ; le point matériel, 

lancé horizontalement avec cette vitesse, est venu se 

fixer au centre de gravité du pendule ; la distance du 

centre de gravité à Vaxe de suspension du pendule et 

le rayon de giration du pendule par rapport à son 

axe de suspension sont tous deux égaux à un déci-

mètre; la masse du pendule est égale à iokg; lorsque, 

par suite du c/iqc, le pendule s'est élevé, l'angle 

d'écart avec la verticale a été de 6o°. 

On tient compte de la rotation de la Terre, on 

prend to = 0,000073^ on néglige to2} la latitude du 

lieu est égale à 45°. Déterminer le point de rencontre 

du mobile avec le plan horizontal passant par sa posi-

tion initiale. 
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i ° Détermination de la vitesse initiale du projectile 

par le pendule balistique. 

Si e0 est la vitesse du projectile avant le clioc, <i)0 la 

vitesse commune du pendule et du projectile après, on a 

mvQa =(MK 2-h ma 2)w0, 

où m = la masse du projectile = i g r , M celle du pen-

dule = ioooo g r , a la distance du projectile à Taxe de 

suspension — ioc m et K le rayon de giration — a dans 

le problème. 

Le pendule composé donne, pour l'angle maximum 

d'écart 0, l'équation 

W0 
Ml-

M K 2 -

ma . 0 
sin 

ma 1 2 

D'où ici, comme distance du centre de gravité à 

l'axe de suspension, est égale à a , comme K , 

u>o — 2 sin -
2 t>0 = 

M 
2 sin - ^ga. 

Le cas actuel, où al = K 2 est celui où il n'y a pas de 

percussion sur l 'axe de suspension. Avec les données 

(6 — 6o°), 

Ç0 = IOOOI /98O9 C , N . 

Pôle Nord 

xJ \ 
• X 

2° Étudions le mouvement d'un projectile à la sur-

face de la Terre, lancé avec la vitesse r0 dans un plan 

vertical. Nous prenons comme axes fixes des axes pas-

sant par le centre de la Terre, O z, vers le pôle nord, de 
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façon que la rotation oco soit positive ; au point A , nous 

prenons un trièdre de même sens, dont Ax est tangent 

au méridien vers le nord, Ay au parallèle vers l 'est; 

Az est la verticale vers le centre de la Terre. Les équa-

tions du mouvement relatif sont ici 

d 2x . . dy 
m — — n m w sin A ? 

dl 2 dt 

d' 2y . , dx . dz 
n i — r ~ ~ i?i où s i n À —j—hîmwcosÀ — , 

dt 2 dt dt 

d 2 z . r/r 
' " d i ï = - » » • « » cos X ^ + m * , 

et il faut les intégrer-, les conditions initiales sont, en 

supposant le mobile lancé vers l'est dans le plan zAy, 

sous l'angle a avec la verticale vers le haut, 

fdx\ fdy\ idz\ 
( — — o, -T- = PnCOSa, (-7- — ~ ô sin a. 
\dtj o ' \dt) o ' \dt) o 

En négligeant to, on aurait la première approxima-

tion 

x — o, y~ v0t cos ol, z= — v0 sin a i - ; 

en appelant 7), Ç les accroissements développés suivant 

les puissances de w, limités à la première puissance, 

on a 

\ — — a> ç0 cos a sinX t 2, 

rt — -+- w cosX ^ — sin a ¿2-h 9 

Ç — eu cosXy0 cosa/2 , 

Pour que le point atteigne le plan horizontal, il faut 

poser z = o, ce qui donne 

f ^ — t-'o sin a -f- ^ — ta cos X c0 cos a £ ^ = o, 

* ^ __ a p0 sin a 

# — 2. to cos X (-'o cos a 
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En remplaçant et se limitant aux termes en a), on a 

x — sin2a cosau) sinX, 
g* 

^pScosas ina 4 î>5 sina _ . . s 
y = — 0 - -I- ^ et) cos A a (3 cos2a — sm*a). J g 3 g% > 

Pour a — 6o°, le terme complémentaire dey est nul ; 

donc I V du point d'arrivée est le même que si w est nul , 

et il y a toujours une petite déviation vers le sud. 

Pour a = 6o°, X = 45°, on a 

C A L C U L D ' A S T R O N O M I E . — Déterminer Vazimut et la 
distance zénithale d'un astre dont les coordonnées, 
ascension droite et distance polaire, sont 

R̂ = i8h 15m53®,7, o = 25°37''i6v,4. 

La latitude du lieu est X = 48°4I/3I/;, et l'heure de 
l'observation est 1 4 H 2 8 ™ 3 5 % 4. 

Poitiers. 

A N A L Y S E . — J . Dans un plan, on donne deux axes 
rectangulaires Ox, O y; de l'origine O, on abaisse 
des perpendiculaires sur les tangentes à la courbe 
enveloppe des droites représentées par Véquation 

x cos oj -hy sin(o = / ( w ) . 

L/(w) est une fonction connue du paramètre eu]. 
».Trouver Vaire de la courbe, lieu des pieds de ces 

perpendiculaires. Application à l'ellipse 
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II. On donne trois axes rectangulaires OX, Oy, 
Oz : que représente Véquation 

(x my)* = a' i(\ -4- m*)(x*-+-y*-+- z 2)? 

(a et m sont deux constantes réelles)? 
Soit p = \Jx1 -hy'2 -f- z2, éliminer la fonction F(p) 

de Véquation 
I>-+\rF(p )]*= fl«[i + F* (p )] 

Chercher si Véquation aux dérivées partielles (li-
néaire) ainsi obtenue admet des solutions vérifiant 
aussi V équation aux dérivées partielles des surf aces de 
révolution autour de Vaxe O z. 

MÉCANIQUE. — Un point matériel est assujetti à se 
mouvoir sur une courbe fixe, plane. On propose de 
déterminer la nature de cette courbe, sachant que la 
force motrice donnée F, dérivant d'un potentiel, agit 
dans le plan de la courbe, et que la réaction normale N 
est aussi une fonction connue des coordonnées du 
point. Applications : 
1° F = py, N = o, = y * ) / p , 

a° F = — |xy, N - ¡±y0cos <?, v0 = o. 

o est l1 angle de la tangente à la courbe avec Vaxe 
des x. 

ASTRONOMIE. — On a observé dans un même vertical 
au même instant deux étoiles dont les coordonnées 
sont connues. Trouver l'heure sidérale de l'obser-
vation. 

Etoiles. Ascension droite. Déclinaison. 

a Grande Ourse io h5ymi5 s -4-62°i9' 3",5 

Ç Grande Ourse i3h i9m4*2s 55°28'25" 

Latitude du lieu : 46°35'5" boréale. 
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Toulouse. 

A N A L Y S E . — I . On considère la surface algébrique 
du troisième ordre définie par les formules 

_ M2-f-C2 

a ? - '2 ( ¿¿2 — I ) ' 

y = v, 
r) z = > 

a 2 — i 

qui déterminent les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires x, y, z d'un de ses points en fonction de deux 
paramètres u et v : 

i° Montrer que cette surface passe par la para-
bole P définie par les équations 

z — o, y 1^- ix — o, 

et calculer ses rayons de courbure principaux en un 
point pris sur cette parabole P; 

2° Déterminer ses ombilics et ses lignes asympto-
tiques. 
II. Déterminer les constantes a, p, y de façon que, 

parmi les solutions de Véquation différentielle linéaire 
du second ordre 

se trouve un polynome entier enx. Comme application> 
trouver l'intégrale générale de cette équation dans le 
cas particulier ou Von a 

T = a, — 2. 

I. •— Un calcul facile donne pour les six quantités E , 

F , G , D, D', D/; (Notations des Leçons de M. Darboux, 
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t. III, p. 242 et suivantes) relatives à la surface qui 

figure dans la première question d'Analyse : 

E = D = 
(w2 — I)3 

F = 
uv( I -+- V*) f I -4- 2(1 -4- M2)] _ _ _ 

D' = o, 

G = 
( W 2 - i ) 2 

De ces expressions résulte immédiatement la solution 

de la question. La parabole P est définie dans le système 

(w, y) par l'équation u = o5 tous ses points sont des 

ombilics. L'équation différentielle des asymp toriques, 

savoir 

s'intègre immédiatement. 

La surface précédente n'est autre que celle considérée 

par M. de Saint-Germain dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques (2e série, t. XII , i r e Partie, p. 177-180; 

II. — L'équation différentielle dont il s'agit est celle 

de la série hypergéométrique ; elle admet comme solu-

tion un polynome entier si l 'un des nombres a, ¡â est un 

entier négatif; les candidats n'avaient pour l'établir 

qu'à substituer un polynome entier de degré n dans le 

premier membre de l 'équation et à chercher si le poly-

nome de degré TZ, résultat de la substitution, pouvait 

être nul identiquement; on trouve d'abord, eu égalant 

à zéro le coefficient de x'\ 

du 2  dv 2 

l888). 

ce qui preuve que l 'un des nombres a, p doit être un 

entier négatif, et cette condition, comme on le reconnaît 



( ) 
immédiatement en poursuivant l 'identification, est suf-

fisante pour l'existence d'un polynome satisfaisant à 

l'équation, et dont le degré est égal à celui des deux 

nombres — a, — ¡3 qui est entier. 

Dans le cas où y = a, [3 = — 2, on obtient par ce qui 

précède la solution particulière 

et par l'application du procédé classique de réduction, 

on parvient à l'intégrale générale au moyen de quadra-

tures. 

M É C A N I Q U E . — Trouver la figure d'équilibre d'un 
fil flexible, inextensible, homogène, de longueur don-
née, attaché par ses deux extrémités à deux points 
fixes et sollicité par une force émanant d1 un point fixe 
et proportionnelle à une fonction donnée de la dis-
tance de chacun de ses points au point fixe. 

Calculer la tension du fil en chaque point ; former 
l'équation différentielle de la courbe d'équilibre. 

Examiner les cas particuliers suivants : 10 la force 
qui sollicite chaque point du fil est attractive et pro-
portionnelle à une puissance donnée du rayon vecteur 
issu du point fixe; 2 0 la force est proportionnelle au 
rayon vecteur. 

Le commencement de la question de Mécanique n'est 

autre que la question de Cours traitée, par exemple, 

dans le Traité de Mécanique de M. Appell (t. I, p. 193 

et suiv.) ; les deux cas particuliers à traiter en sont une 

application immédiate. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Le I 3 janvier I 8 P 5 , à midi 
moyen de Paris, la déclinaison du Soleil a été 

— 4 8 ' 1 7 % 5 ; 

le 20 mars, à la même heure — o°8'52",3-
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La différence des ascensions droites du Soleil à ces 
deux dates a été 4h 27"* 33% 72. 

Calculer l'obliquité de Vécliptique. 
Si Ton désigne par a, a' les ascensions droites du 

Soleil aux époques considérées et par 8, 8' les déclinai-

sons correspondantes, on a, d'après la formule 

t a ngè = sine t angB 

relative aux triangles rectangles, les relations 

tang8 = sina tango), 

tang 8' = sin a ' t angw, 

o) é t a n t l ' o b l i q u i t é d e l ' é c l i p t i q u e . O n e n d é d u i t 

a-h a' s in (oH-o ' ) a — a ' 
tang- = 57- tang , 

n 2 s in (ô — 0 ) • 2 

d'où a -f- a', puisque 8, S', a — a 'sont connus. O n a en-

suite co. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 1668. 
( 1894, p. 3*). 

Etant donnée une parabole de sommet O et de foyer F , 

on trace une corde focale A B . Le cercle circonscrit au 

triangle O A B rencontre l'axe de la parabole en un point P , 

tel que F P = A B . ( E . - N . B A R I S I E N . ; 

S O L U T I O N 

P a r M . A . D r o z - F a r n y . 

Soit r = — l 'équation polaire de la parabole. 
1 — cosep 1 r r 

On aura F A = — S . : F B = = P 

i — COSîp 1 — cos(i8o-Hcp) 1 —¡— cos o 
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Donc AB = FA + FB = F A . F B = . 
sin2cj> sin2© 

Or 
F O . F P = F A . F B , 

d'où 

F P = : £ = ^ F , F P = A . B . 

sin2ç> 2 sin2cp 

O n nous a adressé aussi la solution suivante : 

On sait que quelle que soit la corde focale on a 

+ = const. 

Si l'on prend Taxe comme corde, on voit que la constante est 

- , - ; o n a a l o r s î ^ + A = - L , 

d 'où ( F A -h F B ) F O = FA x FB , donc, etc. 

Question 1669. 
( 189+, p. r ) . 

Par le foyer F d'une parabole, on mène une corde A B 

et Von décrit sur A B comme diamètre une circonférence S 

qui rencontre la parabole en deux autres points G et D . 

On porte sur FG , du côté opposé à G, une longueur F D ' = F D 

et sur F D , du côté opposé à D , une longueur F C ' = F C . 

Montrer que les points G' et D ' sont situés sur la circonfé-

rence 2 . (E.-N. BARISIEN.) 

S O L U T I O N 

P a r M . A . D R O Z - F A U X Y . 

Une circonférence quelconque de centre L a pour équat ion 

polaire 
p2 — 2 a p cos(cp — a ) a 2 — r 2 = o, 

a et a étant les coordonnées polaires du centre L . 

En choisissant le foyer F comme origine et l'axe de la para-

bole comme axe polaire, la circonférence AB aura pour équa-

tions 
ip cosa . . p 2 cos2a /?2 

P2 Q - - . 0 COS(cp — a) H- : : — = O, 
^ 1 r sin2a T sin^a sin^a 

ou 
ip cosa . . p 2  

p2 — p ——-— cos(o — a ) — - f — = o, v 1 sin2a 4 7 sin2 a 
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A B = - l f et A r = F A - F B ^ p c ^ g ( 1 ) > 

Éliminons o entre l 'équation du cercle et l 'équation de la 

parabole p = — k i — coscp 

De cette dernière, on dédui t 

P— P . • i /P2— (p — P)2 
cosep = p et «mm — A / C ! £— . 

Portons ces valeurs dans l 'équat ion du cercle développée, 

elle devient 

p2 sin2a — 2P/> cosa(coscp cos a H- sin cp sin a ) — p- — o, 
„ p — p 

1 sin2 a —2p/> cos2a 1 ippcosc 
p — p /g' 1 — ( 0 — p ) 2 

2mn2 rj — o n nn^rL C L. — 2 p » COS a «in a i / LL-—L-L- — /?2 : 
P V p2 

p2 s in2a — ip cos 2a(p — p ) — /> 2 = p sin a cosa / p 2 — ( p — p )' £. 

Cette équat ion, élevée au carré, fourni t 

p ^ s i n 4 a - h p 3 ( ) -+-. . . -f-/?4 = o, 

d'où 

Or 

F A . F B . F C . F D = -K-
sin^a 

F A . F B = -r / > 2 

sin"2cp 

Donc 

F G . F D = F A . F B , 

et, par conséquent, 

F A . F B == F C . F G ' = F D . F D ' . 

Question 1670. 

(1894, p. 3* . ) 

Étant donnés trois points A , B, G sur une courbe quel-

conquey soient A' le pôle de BG, B' le pôle de AC , et G' le 

( l ) Voir la solution de la question 16G8 (p. 196 ci-dessus). 
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pole de A B . Lorsque les points A , B , G se réunissent en un 

seul A , on a 

S O L U T I O N 

P a r M . G . TZITZÉICA. 

Soit R ' le rayon du cercle circonscrit à A ' B ' C ' . On a 

A ' B ~ - B'C'-f- C 'A ' = 4IV-+- surface A 'B 'C ' . 

I l reste à montrer que 

Je considère les coniques qui passent par A , B , C, c'est-

à-dire qui ont à la l imite avec la courbe donnée un contact 

du second ordre. 

I l est évident qu'elles sont inscrites dans le triangle infini-

tésimal A ' B ' C . Spécialement, les foyers des paraboles circon-

scrites à ABC se trouvent sur le cercle circonscrit à A 'B 'C ' . 

Alors la l imite de R ' est le rayon du cercle, lieu des foyers des 

paraboles ayant en A un contact du second ordre avec la 

courbe considérée. Or , le rayon de ce dernier cercle est, 

comme on sait ( J ) , — • L'égalité (1) est par conséquentdémon-
4 

trée. 

R étant le rayon du cercle osculateur en A. 

( E . - N . B À R I S I E N . ) 

(0 l im R ' = ? 

QUESTIONS. 

1723. Trouver les l imites de la fraction 

eCtX <zPx 

atx __ JjZX  9  

( 1) Voiry par exemple, TISSERAND, Bec. eompl. d'exerc. sur le 

Cale, injlnit. 



lorsque 

( 200 ) 

i° x — o, 

2° X = oc, 

3° a = 

respectivement. 

1724 Démont rer l ' identité 

a « ( « — 1)» ( a — 2 ) " 

( R . - W . G E N E S E . ) 

( a — nV* 

( a — n) f l~ l  

(a — n)' 1-* 

(a — 1) ( a — 2 ) 
[ 

( a — * ) 

= I»^»- 1^'*-2 . . .(/* — 2 )3.(/i — l)2 

( V . D E S T R É K A L O F . ) 

1725. Si m et n sont deux nombres premiers, m n~ x -+- n" 1- 1 — 1 

est divisible par mn. ( J . - J . M I L N E . ) 

1726. Si n, p sont trois nombres premiers, 

( np)m~ l -h- (pm )«-i -+- ( m n — 1 

est divisible par mnp. ( J . - J . M I L N E . ) 

1727. É tan t donnée une surface quelconque F , pour laquelle 

l ' indicatrice est elliptique, la surface F' , lieu des centres de 

courbure de toutes les sections normales ou obliques que l'on 

peut faire autour de chacun de ses points, est représentée par 

l 'équation 

x2 -f- y2 

Rtx*+-Riy* 
z1 

Ri et R 2 étant les rayons pr inc ipaux de F relatifs au point que 

Ton considère. 

Gela étant , vérifier que l 'aire de la surface F ' et le vo lume 

qu'elle enveloppe ont respectivement pour expression 

V = ~ ( 3 R > H - 2 R , R 2 4 - 3 R 2 ) / R 7 Ï V 
40 

% ( A . Ï S S A L Y . ) 
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[ R 7 a ß ] 

ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D UN POINT MATÉRIEL 
SUR UNE SURFACE QUAND ON TIENT COMPTE 

DU FROTTEMENT; 

PAR M. W . DE T A N N E N B E R G . 

Je me propose d'indiquer une méthode élémentaire, 

permettant de trouver sous une forme simple les équa-

tions du mouvement d'un point matériel sur une surface, 

quand on tient compte du frottement. 

I . — N O T I O N S P R É L I M I N A I R E S . 

1 . Soient 

(I) x = v(ll, <0, y = z = y<U,v) 

les équations de la surface donnée S. Nous supposerons 

qu'on ait choisi les variables u et v de manière que les 

lignes coordonnées de la surface soient rectangulaires. 

Dans ces conditions 

, , — dx àx àv ày ôz dz 
( i ) F == — — 4--^-—-+-- — o. 

ou dv au oç du ôv 

Nous désignerons par MU la direction de la tangente 

à la ligne coordonnée (U) 

v — const. 

qui passe par le point M (m, v) ; de même MV désignera 

la direction de la tangente à la ligne coordonnée ( V ) 

u = const. 

passant par le même point M. Suivant l'usage, MU cor-

respondra aux (u) croissants et MV aux (v) croissants. 

Ann. de Mathémat3e série, t. XV. (Mai >896.) J4 
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(3) a = a(0, v = H 0 

les équations d'un arc de courbe ( C ) passant par M} 

nous prendrons pour sens positif de cet arc, dans le 

voisinage du point M, celui dans lequel se meut M 

quand t va en croissant. Soit alors M T la direction de 

la tangente; nous poserons 

(o = MU, MT. 

Si (Î) désigne l'abscisse curviligne du point M sur la 

courbe C, on sait que 

E, G ayant la signification habituelle. 

Enfin nous prendrons, pour direction positive de la 

normale à la surface, la direction M W , telle que le 

trièdre MU, M V , M W ait la disposition directe. 

2. Considérons le mouvement du trièdre (MU, MV, 

M W ) , quand le point M décrit la courbe C suivant la loi 

définie par les équations (3) , et proposons-nous de trou-

ver la projection sur la normale M W du segment de la 

rotation instantanée. 

Les cosinus directeurs des droites MU, MV sont res-

pectivement 

(4) 

i à.r i ùy dz 
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La composante cherchée (/ ) est donnée par 

da\ . dbi de s 

Si l 'on développe on trouve 

da{ 

HT 
i fè*x d-x ôx d / i \ 

A l^" U oTiôv V ) ^ ~<hi di \ A / ' 

dbi dc\ , • i 

~dt 9 ~dt ° n l expressions analogues. Donc, en tenant 

compte de la condition (2) 
— 1 / àx à2 x ôx d~x \ 

^ ~ Â C \U 2dïto 2ddï Tiâ~v / ' 

c'est-à-dire 

1 / . ,d\
 R

 , <)C \ . . 

A G \ dv du j 

Les formules (3) permettent d'écrire 

p / à\ OC . 
/* — — COS (.0 -h — SI II eu 

A C V dv du 

3. Enfin cherchons la projection de l'accélération du 

point M sur la normale à la surface. Cette projection a 

évidemment pour expression c désignant les 

cosinus directeurs de M W ) 

Mais 

donc 

_ d2 x r d- v d2 z 
Tn = a — b —~c —:— 

M* dC1 d!" 

dr . dv clz 
a —, r- h —7- c — • 

di di dl 

da dx dhdy -- de dz 
777Î 

( ' ) Voir la Théorie des Surfaces de M . D a r b o u x ( 2 e Partie, 

p. 385). 
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Or, si au numérateur on remplace x , y , z , a , c 

par leurs valeurs en fonction de (w, on trouve une 

forme quadratique en du et du, que l'on rencontre sou-

vent en Géométrie : 

dadx -h dbdy -h dedz = — (E'du 2-\- 2 F ' d u d v H- G ' d v 2 ) . 

Par suite 

I I . — E Q U A T I O N S D U M O U V E M E N T . 

Supposons qu'un point matériel M, soumis à une force 

donnée F , se meuve avec frottement sur la surface S, et 

écrivons les équations du mouvement pendant un inter-

valle de temps 
t x < t < t2r 

où la vitesse ne s'annule pas. Nous supposerons la demi-

normale M W dirigée du côté où le point peut quitter la 

surface; on peut évidemment réaliser cette condition, 

tout en conservant la disposition directe au trièdre MU, 

MV, M W (en permutant au besoin u et v). Alors la 

réaction normale N de la surface reste positive pendant 

le mouvement du point sur la surface. Pour direction 

positive de la trajectoire, nous prendrons le sens de ce 

mouvement; de sorte que 

et la force de frottement a pour expression ( — /TV). 

Enfin la masse du point sera supposée égale à l 'unité. 

Ceci posé, écrivons que la force d'inertie fait équilibre 

à la force active F et à la réaction R de la surface. 

Soit M® la demi-normale à la trajectoire, située dans le 
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plan tangent et définie par 

MT\Me = h-
•i 

Projetons toutes les forces sur M T , MO, M W . 11 

^ / 0 ¿V 

suffit d'exprimer que sur chaque axe la somme des pro-

jections est nulle. 

Les projections de F et de la réaction R sont respec-

tivement 

FMcosio -h F^sin w, — F w sinto-h F^costo, F n . 

— / N , O , N. 

Les projections de la force d'inertie suivant M T et 

M W sont respectivement 

dp 

~dt) 

E'du 2iVdudv -h G'dv 2  

dt'» 

Reste à calculer la projection sur M®. Soit MA le 

segment représentant la vitesse à l'instant t. L'accéléra-

tion du point M est la dérivée géométrique du seg-

ment MA, prise par rapport à ou bien la vitesse rela-

tive du point A par rapport au système ( M x , My^ M z ) , 

parallèle au système fixe ( O ^ , O y 4 , O zK ). Cette vitesse 

est la résultante de deux autres : i° delà vitesse relative 
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de A par rapport au système MU, MV, MW*, 2° de la 

vitesse par rapport à M.r, My y Mz du point du plan 

UMV, qui coïncide avec A , à l'époque t. Les projections 

de ces deux vitesses suivant MB sont évidemment 

p et (or). Donc la projection delà force d'inertie 
dt 

suivant MB est 

/dto \ dto o2 / ÔX ÔC . 

(dt + r ) = - ? dt - AG ( - *T C 0 S W + du SU1 " 

Les équations du mouvement sont donc 

do 
( I ) = ¥ u cos H- sin oj — / N . 

| doj o2 / ÔX àC . 
1 p / — costo h—— sinco 

(II) l ' d t AG \ dv Ou 

[ = — F w sin co -h FpCos w. 

, f r,. Er du- -+- 2 F 'du. dv -h G' dv- _ _ T 
( H , ) - = L - A + N . 

IV) A ^ = 5como. 
dt 

(V) 

L'équation III permet d'exprimer N en fonction de 

p, co, m, e. Les équations I, II, IV et Y forment alors un 

système de quatre équations différentielles du premier 

ordre par rapport aux quatre jonctions inconnues 

p, 0), u, 

On pourrait établir l'équation II en utilisant une for-

mule du Cours de Géométrie relative à la courbure 

géodésique; j 'ai pensé que la méthode précédente était 

plus élémentaire et même plus simple. 

On peut appliquer ces équations au problème traité 

par M. de Saint-Germain (Bulletin des Sciences mathé-
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viatiques, 1892). Dans ce cas la surface est le cylindre 

¿r = Rcose , z = u. 

La normale à la surface, dirigée vers l'axe, a pour 

cosinus directeurs 

a — — COSP, b——sine, c — o ; 

par suite 
Zdadx = — R dv*, 

d'où 
E ' = = O , F ' = O , G ' = R . 

D'autre part 
A = I , G = R . 

O11 retrouve les équations auxquelles M. de Saint-

Germain a été conduit par un procédé tout différent. 

[ C 2 h ] 
SUR LA DÉFINITION DE L'INTÉGRALE DÉFINIE; 

PAH M. MAURICE F O U C H É , 

Professeur au collège Sainte-Barbe. 

On rencontre, dès les Mathématiques élémentaires, 

1111 certain nombre de quantités qui 11e peuvent être 

définies avec précision que comme des limites de 

sommes d'infiniment petits, parce qu'elles s'expriment 

analytiquement par une intégrale définie. Tels sont la 

longueur d'une ligne courbe, l'aire d'une figure plane 

limitée par une courbe, le volume delà pyramide, celui 

du secteur sphérique, le centre de gravité d'une 

ligne, etc. Toutes ces définitions, ainsi que celle de 

l'intégrale définie qui les comprend toutes, sont géné-

ralement données par la considération d'une suite de 

termes dont chacun est une somme de quantités qu'on 
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fait tendre vers o. Cette manière de procéder a l 'incon-

vénient d'entraîner des longueurs, parce qu'il faut dé-

montrer : i° que les termes de la suite considérée 

tendent vers une limite bien déterminée et que cette 

limite reste la même, quelle que soit la manière de for-

mer la suite convergente, car la même quantité peut 

être définie au moyen d'une infinité de suites diffé-

rentes qui toutes tendent vers la même limite. La défi-

nition de la longueur d'une ligne courbe, qu'on ren-

contre la première dans l'ordre de l'Enseignement, est 

assurément l'une des questions les plus difficiles que 

l'on ait à traiter dans la classe de Mathématiques élé-

mentaires, à tel point qu'il est rare qu'on puisse l 'ex-

poser aux élèves avec toute la rigueur et tous les déve-

loppements nécessaires. La définition de l'intégrale 

définie, envisagée d'une manière abstraite et indépen-

damment de toute considération géométrique, a paru 

assez pénible pour qu'on ait cru devoir la supprimer du 

programme d'admission à l 'Ecole Polytechnique. 

On obtient des raisonnements beaucoup plus simples 

et beaucoup plus rapides, si, à la considération d'une 

suite de termes pouvant être rangés linéairement, on 

substitue la considération des ensembles. 
M. Tannery a montré qu'on pouvait définir un nombre 

incommensurable par la propriété de partager tous les 

nombres commensurables en deux classes telles que tout 

nombre de la première classe soit plus petit que tout 

nombre de la seconde. Toute règle qui permettra d'ef-

fectuer cette classification de tous les nombres commen-

surables définit, par cela même, un nombre incommen-

surable qui sépare les deux classes. S'il arrive qu'un 

seul nombre commensurable échappe à cette classifica-

tion, la règle, au lieu de définir un nombre incommen-

surable, définit ce nombre commensurable unique qui 
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sépare tous les autres en deux classes. C'est ainsi que 

y/2 définit un nombre incommensurable, parce que tous 

les nombres commensurables ont leur carré plus petit 

que 2 ( i r e classe) ou plus grand que 2 (2e classe), tandis 

que la fraction décimale périodique 

o, 1111. . , 

définit le nombre commensurable i , parce que cette 

fraction est la seule qui ne puisse être classée parmi les 

fractions plus petites que r i m e des fractions décimales 

0 , 1 , 

o, 11, 

0,111, 

O , 1 I I . . . F, 

ou parmi les fractions plus grandes que l'une des frac-

tions 

O, '2, 

O , l'2, 

O , I 1 1 , 

O , l 1 I . . . l'A, 

En partant de cette idée si simple, il est facile d'éta-

blir une théorie complète des nombres incommensu-

rables, de définir avec précision les opérations effectuées 

sur cette sorte de nombres, et de démontrer en toute 

rigueur que le nombre incommensurable est bien la 

limite de ses valeurs approchées, en ce sens que la dif-

férence entre le nombre incommensurable et ses valeurs 

approchées devient et reste aussi petite qu'on veut, dès 

que l'excès de la valeur approchée par excès sur la va-
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leur approchée par défaut est lui-même plus petit que 

l'erreur qu'on ne veut pas dépasser. 

C'est encore en parlant de la même idée qu'on peut 

arriver à définir très simplement les quantités qui sont 

des sommes d'infiniment petits. 

Il est inutile de dire ce qu'on entend par un en-
semble dénombrés. Je dirai seulement que je considère 

des ensembles contenant une infinité de nombres com-

mensurables ou non. Je désigne un ensemble par E ( a ) 

et les nombres qui le composent par a , , a2 , a3 , . . . , sans 

que les indices attachent à ces nombres l'idée de les 

ranger dans un ordre quelconque. 

Je dirai que deux ensembles E ( a ) etE(ÎJ) sont conti-

gus si : i° tout nombre du premier est plus petit que 

tout nombre du second : 

^ iJj) 

quels que soient les indices, et si 2° 011 peut trouver deux 

nombres, l'un dans l'un des ensembles, l'autre dans 

l'autre, tels que leur différence soit plus petite qu'un 

nombre quelconque donné à l'avance : 

e étant arbitraire. 

Il est presque évident que deux ensembles contigus 

définissent un nombre qui les sépare. On peut l'établir 

rigoureusement en remarquant qu'à cause de l 'hypo-

thèse 
?A— *h < S-

il est impossible que deux nombres A et B soient tous 

les deux compris entre les nombres a et les nombres ¡3. 

Donc, tout nombre commensurable sera ou plus petit 

qu'un nombre a ( i r c classe) ou plus grand qu'un nombre 

¡3 (20 classe), sauf peut-être un seul. D'autre part, à 
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cause de l'hypothèse 

tout nombre de la première classe sera plus petit que 

tout nombre de la seconde classe. Donc, d'après la défi-

nition de M. Tannery, les deux ensembles définissent 

un nombre qui est incommensurable si lous les nombres 

eommensurables sont classés, et commensurable si un 

nombre commensurable échappe à la classification. De 

plus, le nombre A ainsi défini est bien la limite com-

mune des deux ensembles, au sens habituel du mot li-
mite, car on peut toujours choisir les indices de manière 

que les deux difïérenees ¡3/—A et A — a/ soient plus 

petites qu'un nombre s, puisque chacune de ces deux 

difïérenees est plus petite que 

Ces principes préliminaires qui, du reste, peuvent 

servir à d'autres objets, par exemple à la définition de 

ax quand x est incommensurable, étant bien établis, 

j'arrive à la définition de la limite d'une somme d'infi-

niment petits, et, comme toutes les questions de cette 

nature se ramènent à l'intégrale définie, je me bornerai 

à traiter la définition de l'intégrale définie, le même 

raisonnement pouvant s'adapter aux questions géomé-

Iriques analogues qu'on voudrait traiter directement. 

Soit f(x) une fonction de x que je suppose seule-

ment bien déterminée et croissante quand x varie de a 
à b. Je considère une suite 

Î "2*3) • - ' i S?n 

de valeurs croissantes de x comprises entre a et b ; 

« < < < < . . . < Vu < 
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et je forme les deux expressions 

a = (a?j —a)f(a) H- — 

H-(a?3— x2)f(x2)-h. . .4- (b — x n ) f ( x n ) , 

p = (a7i— a)f(x1) -+- (x2—xl )/(x2) 

-+-(^3— x2)f{xz)->r. . .-h (b — xtl)f(b). 

Si l 'on fait varier les nombres«*^. X2, à chaque 

système de ces nombres correspondront une valeur de 

a et une valeur de [3. Je dis que toutes les valeurs de a 

et toutes les valeurs de ¡3 forment deux ensembles con-

tigus. 

E n effet, en premier l ieu, d'après nos hypothèses, 

chacun des binômes xv — a , x2 — x4, . . . est positif, et, 

puisqu'on a supposé la fonction f(x) croissante, chaque 

terme de ¡3 est plus grand que le terme correspondant 

de a . Donc, en faisant la somme, on a d'abord 

Si maintenant on considère deux systèmes différents 

des nombres xK, . . ., xn, soit 

a = O i — a)f{a) H- (x.2 — x{)f{xx) - f- . . .4- (b — xn)f{xn), 

J'appelle z{> z2y £3, . . ., zn+n> les nombres Xi ou x'j 
rangés par ordre de grandeur croissante, et je pose 

*" = (zt — a)f(a) + (z2— zl)f(zl)-h... + (b— zn+n')f(Za-*-n'), 

v' ^ (^1 —  a ) f ( z i ) — z\)f( z2)-+--"~ Jr- (b —Zn+n')f(b). 

O n aura, soit 
Xp xp-1 = Zq Zq— \, 

soit 

Xp — X p— 1 — (z-q— Z,j~\ ) -h (̂ <7-1— ^7-2) • • '- Sr-{ zr
 zr-1) 

suivant que et xp seront deux termes consécutifs 

ou non de la suite des z. 
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11 en résulte que chaque terme de a est égal, soit à 

l 'un des termes de a s o i t à une somme de plusieurs 

termes consécutifs de a" dans lesquels on aurait rem-

placé les valeurs différentes de/*(z) par la première de 

ces valeurs, laquelle est la plus petite. Donc 

a < a " . 

On verrait de même que 

Mais on a ¡3" >> a", comme on l'a vu précédemment 

pour a et ¡3, et, par conséquent, 

quelles que soient les valeurs de a et ¡3', ce qui est la 

première condition pour que les ensembles soient con-

tigus. 

En second lieu, si l'on suppose chacun des binômes 

OC — Ct, JO 2 OC \, • • < , plus petit qu'un nombre /z, la 
différence 

qui est une somme de termes tous positifs, sera plus pe-

tite que 

et, en mettant h en facteur commun, 

p _ « < * [ / ( & ) - / ( « ) ] , 

quantité qu'on peut réduire autant qu'on voudra, puis-

que h est arbitraire. 

Les deux ensembles E(a) et E(j3), étant contigus, défi-

nissent un nombre A , qui est la valeur de l'intégrale 
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définie, et qu'on représente par le symbole 

f Mdr. 
J a 

Cette valeur A est la limite commune vers laquelle 

tendent les nombres a et ¡3 quand la différence des 

valeurs consécutives de x tend vers zéro, car chacune 

des différences 

fi — À, A — a 

est plus petite que [3 — a et, par suite, plus petite que 

h\f{b)-f(a)l 

quantité qui est elle-même plus petite que £ dès que 

toutes les différences xK — a, x2 — . . » sont plus 

petites que 
£ 

/(*>)—f(a)' 

Nous avons supposé la fonction croissante de a à b. 

11 n'y aurait presque rien à changer au raisonnement 

précédent si elle était décroissante. Dans le cas géné-

ral, on partagera l'intervalle de variation en plusieurs 

autres satisfaisant à la condition énoncée, et l'on fera 

la somme des résultats. 

Le raisonnement précédent ne suppose pas la fonc-

tion continue, mais il suppose qu'on peut partager 

l'intervalle de variation en un nombre fini d'inter-

valles dans chacun desquels la fonction est Constamment 

croissante ou constamment décroissante. On peut le 

modifier en remplaçant dans les expressions de a et ¡3 

les valeurs successives de f (x) par le minimum m et 

le maximum M des v aleurs de la fonction dans chacun 

des intervalles : 

a = (T^-fl)mtH- (.r2 — x, ) m., -+-. . . -H ( b — xn ) m,,, 

p = ( #, — « ) M, -h < .r 2 — Xi ) M-+-. . .-h (b — xn ) . 
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On démontrera aisément, toujours par la considéra-

tion des quantités xf/ et ¡3", qu'on a bien la condition 

Mais, pour établir la condition 

P - a < £ , 

il faudra supposer qu'on peut prendre les intervalles 

assez petits pour que chacune des différences M, — w , , 

M2—/»2i plus petite qu'un nombre arbi-

traire e. Or on sait que cela est possible toutes les fois 

que la fonction est Unie et continue. 

Les deux démonstrations sont à peu près aussi simples-, 

niais elles montrent que, pour qu'une fonction soit inte-

grable, il suffit qu'elle rentre dans l'un des deux cas 

(jui permettent de faire l 'un ou l'autre raisonnement. 

11 en résulte qu'une fonction est integrable dans les deux 

cas suivants : 

Si l'on peut partager l'intervalle de variation en 

un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels la 

fonction est toujours croissante ou toujours décrois-

sante ; 

2° Si l'on peut partager l'intervalle de variation en 

un nombre fini d'intervalles dans chacun desquels la 

fonction est finie et continue. 

[ L » 9 a ] SUR LES SEGMENTS DE CONIQUES 
LIMITÉS A UNE NORMALE; 

P A R M . M A U R I C E D O C A G N E , 

Répétiteur à l'Ecole Polytechnique. 

Considérons l'aire du segment compris entre une 

conique et une normale à cette conique, et cherchons la 
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position de cette normale pour laquelle cette aire est 

minimum. 

Ce problème a été traité par Ossian Bonnet, au moyen 

de calculs assez compliqués (Nouvelles Annales, i r e sé-

rie, t. III, p. 64). Nous allons le résoudre ici par un 

procédé purement élémentaire en nous appuyant sur 

un théorème que nous avons donné dans ce Recueil 

(3e série, t. Y , p. 298). 

Supposons que la normale en M à la conique 

x'1 y2 

(1) - - f - - J y - = I ( 0 i l S = ± i ) , 7 a 1 £6>2 

rencontre la courbe au point V . 

Si l 'aire comprise entre la courbe et la normale MV 

est minimum, sa différentielle est nulle. Par suite, les 

triangles formés avec la normale infiniment voisine 

sont égaux. On en déduit immédiatement que le centre 

de courbure to situé sur MV est le milieu de ce segment 

de normale. 

Le cercle oscillateur en M, que nous représenterons 

par (w), passe donc par le point V . Or, nous avons fait 

voir à l'endroit cité que la corde commune à ce cercle 

et à la conique passe par le point G dont les coordon-

nées */} et Ç sont liées aux coordonnées a et ¡3 du centre 

de courbure w par les équations 

( 2 ) ? + \ 

Ici, la corde commune n'étant autre que la nor-

male MV, le point G doit être sur cette normale, ce qui 

exige, x et y étant les coordonnées du point M, que l'on 

ait 
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Si, dans les équations (2) et (3) , nous remplaçons 

a et ¡3 par leurs expressions 

a^—zb2 a-— zb2 
u — x3 , p — — r3 T, > ak r v b* 

nous pouvons les écrire 

(3-) A ? 
x3 y* 

L'élimination de et Ç entre (a') , (3 ; ) cl (4) est des 

plus faciles. Elle donne 

(5) x"1 — y2 = a2 — zb2. 

Les points M cherchés sont donc à la rencontre de la 

conique (1) et de l 'hyperbole équilatère ( 5 ) qui a pour 

sommets sur l'axe des x les foyers de la conique (1). 

De (1) et (5 ) on tire 

/p \ a* 
( 6 ) ¿ 7 = —- , y 

d= zb2 d= /a* H- e62 

Il est dès lors très facile de construire les points 

demandés. Remarquons que de (6) on tire 

a 1 y = zb zb^x, 

ce qui prouve que la normale en M, dont le coefficient 

angulaire est égal à > fait un angle de 45° avec 
l'axe des x. Tel est le résultat qu'avait remarqué 

O. Bonnet. 

Si de l'ellipse on passe à la parabole considérée 

comme sa limite, l 'hyperbole équilatère, ayant pour 

sommets les foyers et qui détermine les points demandés, 

devient la perpendiculaire à Taxe élevée par le foyer. 

Ann. de Mathémcit., 3e série, t. XV. (Mai 1896.) i 5 
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[ R 8 c ß ] 

SUR LE MOUVEMENT I H N CORPS GRAVE DE RÉVOLUTION 
SUSPENDU PAR UN POINT DE SON AXE (DER KREISEL) H ; 

P A U M . F É L I X K L E I N 

(Traduit de l'allemand par M. L. LAUGEL. ) 

La théorie des fonctions d'une variable complexe 

nous a depuis longtemps doté d'un système de formules 

particulièrement simple pour la représentation de la 

rotation d'un corps rigide autour d'un point fixe, sys-

tème qui, autant que j'en ai connaissance, n'a pas 

encore été employé pour les applications de la Méca-

nique ; il faut vraisemblablement croire que désormais 

l'on pourra en faire usage avec un avantage tout parti-

culier. 

Décrivons autour du point fixe O comme centre une 

sphère sur laquelle, à l'instar de Riemann, on inter-

prétera une variable complexe Ç. 

Les rotations autour de O sont alors simplement 

données par ces substitutions linéaires unimodulaires 

o'ù d'une part a et 8, et d'autre part jj et — y sont ima-

ginaires conjuguées (comparez par exemple mes Le-
çons sur VIcosaèdre, p. 32). Dans le traitement d'un 

problème quelconque de rotation on est donc conduit à 

représenter les constantes en question a. fi, y , 8 comme 

fonctions appropriées du temps t. 

( ' ) Communication présentée à la Société Royale des Sciences de 

Göttingue, le n janvier 1896. 
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C'est ce que j'ai effectué pour le corps de révolution 

habituel (la toupie), c'est-à-dire le corps de révolution 

soumis aux lois de la pesanteur et fixé par un point de 

son axe. 

Je désigne par Ç = oc le pôle supérieur de la sphère 

décrite du point O comme centre dans l'espace fixe, 

par Z = oc la pointe (der Kreiselspitze) ; d'une manière 

générale Z représente la variable complexe sur la sphère 

eongruente liée au corps grave de révolution. Le ré-

sultat est le suivant : a, ¡3, y , 8 sont des fonctions ellip-

tiques de deuxième espèce qui au numérateur et au 
dénominateur renferment une seule fonction thêta. 

Comme le dénominateur est le même dans chacune 

des quatre expressions la courbe que nous tirons d e ( i ) 

pour le mouvement de la pointe 

renferme également dans sa représentation un seul fac-

teur thêta au numérateur et au dénominateur. 

D'un autre côté, pour donner un nouvel exemple, on 

obtient pour le cône de la polhodie, outre /• = const., 

<3> p+ = 

expression qui renferme par conséquent deux facteurs 

thêta au numérateur et au dénominateur. 

Il est bien intéressant d'examiner comment ces for-

mules simples se vérifient partout indirectement sur les 

développements que l'on trouve dans la littérature du 

sujet, sans avoir été jusqu'ici présentées directement 

et sans que l 'on ait songé à leur donner le premier rôle 

dans le traitement de ces questions. Ainsi, par exemple, 

au lieu de la courbe ( 2 ) tracée sur la sphère, on en a 

jusqu'ici toujours considéré la projection sur le plan 
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horizontal} mais pour celle-ci nous trouvons 

(4) - « > = 2 « P ; 

alors il se présente deux facteurs thêta au numérateur 

et au dénominateur, ce qui, vu (2), est une complica-

tion inutile. 

N O T E . — Vorlesungen liber dus Icosaeder und die 
Auflosung der Gleichutigen von 5Ce/i Grade. Fél ix 

Kle in, Teubner, 1884, p. 32, § 2 . — Sur les transfor-
mations linéaires de (x -f- iy) qui correspondent aux 
rotations autour du centre de la sphère. (Résumé.) 

L'équation de la sphère étant prise sous la forme 

( c oordon n ées rec tan gui ai res ) 

+ = 1, 

011 introduit la variable complexe z = x + iy en la 

représentant, comme d'habitude, sur le plan des r n 

plan de l 'équateur. Ce plan, à l'aide d'une projection 

stéréographique, sera représenté sur la surface de la 

sphère, de sorte que l'on a les formules 

ï  r, . £ -H irt 

*=T=t' = -yzTr 
ou 

= 

r = -¡-hsr*-hy* 
^ ~~ 1 -4- x--h y'1 

On est ^lors conduit, par une suite de considérations 

et de formules que l'on trouvera dans le célèbre Ou-
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vrage de M. Kle in , à la formule suivante 

formule générale pour une rotation quelconque 
(V angle a. 

Si l'on résout la formule (5) par rapport à zr il sera 

commode d'introduire les abréviations suivantes 

oc et .y. <x 
i sin - = a. r sin - — b, £ sin - = c, cos — — d\ 

>. 1 ' * 2 <± 

il est clair qu'on a aussi 

et l'on obtient la formule très simple 

r _ ( d ic)z — ( b — ia) 
(  } ^ ~~ (b ia)3 + (d— ic) ' 

formule qui a été donnée pour la première fois par 

Gayley : Math. Annalen, 1879 « Correspondent of 

homographies and rotations ». On voit aisément que 

cette formule revient à la formule (1) de la Note de 

M. Klein. 

Remarquons que nous avons ainsi deux formules 

pour chaque rotation. E11 elfet, la rotation reste inal-

térée lorsque l'on augmente l'angle a de 271; mais alors 

les quatre grandeurs a, c, d changent de signe. Cela 

tient à ce que le déterminant de la substitution (6) que 

j'écrirai 
, Az + B 

z = -
D 

est égal à A D — B C = a 2 -+- b 2 -f- c2 -+- rf2, c'est-à-dire 

par conséquent = 1, ce qui nous indique bien encore la 

double possibilité pour le choix des signes. 

Remarquons encore que l'on a 

a À -t- D 
cos - — — — 

* y / A D - B G 
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Pour plus de détails il est indispensable de consulter 

lcosaeder. 

Livres à consulter sur la rotation d'un corps grave 

de révolution : 

L A G R A N G E , Mécanique analytique; 3e édition, tome 

second. 

J A C O B I , Œuvres complètes, tome I L 

H E U M I T E , Applications des fonctions elliptiques, 
Gauthier-Villars. 

D A R B O U X , Notes au Cours de Mécanique de M. Des-
peyrous, tome II, Hermann, 1886. 

P U I S E U X , Note sur le mouvement d'un point maté-
riel, etc. (Journal de Mathire série, tome V i l ) . 

H A L P H E N , Fonctions elliptiques, tome I I . 

M. K l e i n en ce moment professe des leçons sur le 

sujet à l 'Université de Gôttingue ; elles seront sans doute 

lithographiées prochainement, selon l'usage suivi depuis 

un certain nombre d'années. 

[ I l ] SUR LES FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES; 

PAR M . G.-E. B I C K M O R E M. A. , New College, Oxford. 

Dans le tome XIV des Nouvelles Annales} p. 11 5-

117, 011 trouve un Tableau des facteurs de 1 0 * — 1 , 

dénominateur d'une fraction décimale qui a une période 

de k chiffres, pour des valeurs entières de k entre o et 

61 , ou plutôt des facteurs numériques du quotient de 

cette expression par le plus petit multiple commun de 

tous ses facteurs algébriques, 10f — 1, f étant sous-

inultiple de k. 
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A part quelques erreurs typographiques, on doit faire 

d'autres corrections dans le Tableau. 

Pour trois valeurs de k : 45, 5o, 60, l 'auteur, le D r 

Loofï de Gotha, n'a pas divisé par tous les facteurs al-

gébriques; dans ces trois cas, il faut diviser les facteurs 

donnés dans le Tableau par 3, 9091, 10 000 000 001, 

respectivement. En outre, le D r Reuschle de Stuttgart, 

dans son Ouvrage : Mathematische Abhandlung de 

l'année i856, a donné plusieurs facteurs numériques, 

non trouvés par le D1 Looif; et M. W . Shatiks, dans les 

Proceedings ofthe Royal Society of London, t. X X i i , 

p. 382-384, a publié un Tableau des facteurs de 10*— i 

continué jusqu'à k = 100. 

Dans le Messenger of Mathematics de l'année 1895, 

j'ai donné quelques grands facteurs pour les valeurs 

de A, 60 et 100 ; et j 'ai remarqué que, pour la valeur 90, 

il faut diviser par 19 le nombre donné dans le Tableau 

de M. Shanks. 

Ce Tableau donne aussi une valeur incorrecte pour 

= 8 0 . 

Le Programm n° 67 des Königlichen Prinz-Hein-
richs-Gymnasiums in Berlin de 1895, par Herr Bork, 

contient, comme appendice, un Tableau calculé par le 

D1 Kessler de Wiesbade, qui donne toutes les valeurs 

de q plus grand que 2, ^ ^ 1 étant la moindre valeur 

de .r, qui satisfait à la congruence exponentielle 

io x == 1 ( mod /?), 

où p est un nombre premier moins grand que 100000. 

A l'aide de ce Tableau, j 'ai trouvé des facteurs addi-

tionnels pour les huit valeurs de k : 29, 55, 63, 72, 77, 

87, 95, 100 ; mais on doit observer que tous ces facteurs 

(si l'on excepte 98641, facteur de i o 7 2 — 1) pourraient 
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èlre déterminés à l 'aide des calculs, qui n 'ont jamais été 

publiés, de l ' i l lustre D1 Sa lmon, Provost de Trinity 
College, Dubl in . 

L e Tableau suivant a été calculé d'après une com-

paraison de tous les autres Tableaux cités. 

Les * indiquent que la résolution est complète, selon 

les calculs des auteurs des Tableaux. 

Lorsque k = 3, 9, 22, 42, etc . , on ajoute les facteurs 

3, 1 1 , 7 , etc. ; parce que ces nombres-ci divisent exac-

tement le quotient de 1 0 * — 1 par le plus petit multiple 

commun de tous ses facteurs algébriques. Si k est un 

nombre premier , on a, pour le facteur algébrique réduit 

de 1 0 * — 1 , le nombre formé en écrivant le chiffre ï 

k fois successivement; ce nombre-ci est un nombre pre-

mier, si k = i et (selon le D1 L o o f f ) si k = 23 ; on n'en 

a trouvé aucun facteur numérique pour les valeurs sui-

vantes de : 1 7 , 1 9 , 3 7 , 47, 09, 6 7 , 7 1 , 7 3 , 83, 89, 97. 

Pour plus de renseignements on peut voir, dans le 

Messenger of Mathematics, l'essai On the numerical 
factors of an— 1 par l 'auteur de cette Note. 

Tableau des facteurs de 10" — 1. 

n. 
*i 32. 
* 2 11. 
*3 3.37. 
*4 1 0 1 • 
*5 41.571. 
*6 7.13. 
+7 239.4649. 

7 3.I3 7 . 
*9 3.333667. 

* i o 9091. 

21649.5}3^39. 
* 11 9901 

*i3 53.79.265371653. 
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il. 

* I 4 9 ° 9 ° 9 I . 

*i5 31 . 2 9 0 6 1 6 1 . 

* i6 17.5882353. 

17 inconnu . 

* i8 19.52579. 

19 i nconnu . 

*2o 3 5 4 1 . 2 7 9 6 1 . 

*2I 43.1933.10838689. 
*22 II.23.4093.8779. 
*23 nombre premier . 

*24 99990001. 

25 2 1 4 0 1 . 2 5 6 0 1 . l 8 2 5 2 ! 2 l 3 0 0 l . 
+26 859.IO583I3O49. 

27 3 . 7 5 7 . 4 4 O 3 3 4 6 5 4 7 7 7 6 3 I . 

*28 2 9 . 2 8 1 . 1 2 1 4 9 9 4 4 9 « 

29 3 1 9 1 . 1 6 7 6 3 . 4 3 0 3 1 . 6 2 0 0 3 . 7 7 8 4 3 8 3 9 3 9 7 . 

*3o 2 1 1 .241 . 2 1 6 1 . 

3i 2791 .398105020104303515267327521 . 

*32 353.449-641.1409.69857. 
33 67.1344628210113298373. 

*34 103.4013.21993833369. 

35 7 1 . 1 2 6 7 6 1 8 4 3 6 7 4 7 7 6 0 4 3 5 3 5 2 1 . 

999999 0 0 0 0 0 1 • 

37 inconnu. 

38 909 0 9 0 9 0 9 0 9 0 9 0 9 0 9 I • 

39 90090090090099099099099i. 

40 9999000099990001. 

41 83.I23 I . 108748016708045287024077898379328307. 

* t\1 7 . 1 2 7 . 2 6 8 9 . 4 5 9 6 9 t . 

43 J73.6422607578676942838792549775208734746307. 

44 8 9 . 1 1 1 2 4 7 0 7 9 7 6 4 1 5 6 1 9 0 9 . 

4 5 999000000999000999999001. 

46 4 7 . 1 3 9 . 2 5 3 1 . 5 4 9 7 9 7 1 8 4 4 9 1 9 1 7 . 

47 inconnu. 

48 9999999900000001. 

49 1000000100000010000001000000100000010000001 . 

50 251.5051.78875943472201. 

51 613.146965889217112709610099495907. 

52 521.1900381976777332243781. 
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n. 

53 107 .1 o384-ii 399 I69'26'27'>,o6645898.A3468328 14122533748701 

973-
54 999999999 0 0 0 0 0 0 0 0 1 • 

55 i32i.62921.108280042752263116285790825177351. 

56 7841.127522001020150503761. 

57 21319.42258121905384910220507105914489. 
58 59.154083204930662557781201849. 

59 inconnu. 

*6o 6 1 . 4 1 8 8 9 0 1 . 3 9 5 2 6 7 4 1 . 

6 Î 733.4637.3269011286555677849267785603463896663414981 

1^992973391. 
62 909090909090909090909090909091. 

63 10837.23311 .45613.86697559786813408979911 . 

64 19841.504006854493221078070661761. 

65 900009000090090900909009090990909909999099991. 

66 109890109889010989011. 

67 inconnu. 

68 99009900990099009900990099009901. 

69 277.325234982274693466029209353758090220184o83. 

70 1099988890111109888900011. 

71 inconnu . 

72 3169.98641 .3199044596370769. 

73 inconnu. 

74 7253. r253399847o852i86556o3324oi639447' 
75 1 5 1 . 4 2 0 1 . 1 5 7 6 3 9 8 5 5 5 3 7 3 9 1 9 1 7 0 9 1 6 4 1 7 0 9 ^ 0 0 6 3 1 5 1 . 

76 990099009900990099009900990099009901. 

77 5237.42043.40875801474309577279761650095719098173I32 

582683488OJ. 

78 i3.I57.6397 .84166496996118343. 

79 317 .6163.10271 .5537239794645872039750752719266884686 

0723201952048123892532615741471• 

80 99999999000000009999999900000001. 

81 3.i63.9397.21762155741738051978038502933429783207580 

7 1 6 3 7 9 7 . 

82 90909090909< >9090909090909090909090909091. 

83 inconnu . 

84 1009998990000999899000101. 

85 900(^090000900009090090900909009090990909909099090999 

909999°999 
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n. 

86 909090909090909090909090909090909090909091. 

87 4003.72559.31017025165802970904515779323733949834276 

3245483. 

88 617.16205834846012967584927082656402106953. 

89 inconnu . 

90 2 9 6 u . 3 3 8 o 5 o o 4 8 6 3 o 2 3 8 4 2 4 9 i . 

91 547.14197.17837.649735852558248786237637229838676912 

2282276937376982738038477. 
92 1289.76811404957408075951117221885105500464709. 

93 9009009009009009009009009009009909909909909909990909 

90990991• 
94 6299.1443230527212111590584364040468183983027609. 

95 191.59281.63841.12450829412669027264496811796884214 3 

0761010968594197505797881. 

96 97 . io3o92 7 835o5i546288659793814433. 

97 i n c o n n u . 

98 197.5076141624365532994918781726395939035533. 

99 199•397•34849•36321694092105780278465032647597861292 

4967984251822936883. 
100 60101 . i68o588oi1350901 .99004980069800499001. 

[D8g] 

SUR LE NOMRRE DES PÉRIODES D'UNE FONCTION UNIFORME; 
P A R M . A . A S T O R , 

Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 

On connaît cct important théorème de Jacobi qu'une 

fonction uniforme d'une variable z ne peut avoir deux 

périodes dont le rapport soit réel ni plus de deux pé-

riodes dont le rapport soit imaginaire. On démontre ce 

théorème en s'appuyant sur le lemme suivant, où il 

n'est question que de fonctions homogènes à coefficients 

réels : 

Si l'on considère une fonction linéaire de deux 
variables ou deux fonctions linéaires de trois varia-
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bles, on peut toujours trouver pour les variables des 
valeurs entières ne s1annulant pas en même temps et 
telles que, pour ces valeurs des variables, les fonctions 
considérées soient en valeur absolue inférieures à une 
quantité donnée quelconque, si petite qu'elle soit. 

Ce lemme est un cas particulier de la proposition 

suivante, que nous allons démontrer : 

Etant données n — i fonctions linéaires de n varia-
bles x^ x2, xn, on peut rendre séparément chaque 
fonction inférieure en valeur absolue ci une quantité 
quelconque donnée par des systèmes de valeurs en-
tières des variables ne s1 annulant pas toutes en même 
temps. 

La proposition est bien connue dans le cas de deux 

variables, et, au surplus, la méthode que nous allons 

employer la démontre implicitement dans ce cas. Sup-

posons-la donc vraie pour n — 2 fonctions au plus de 

n — 1 variables; il suffit de montrer qu'elle est encore 

vraie pour n — 1 fonctions de n variables. 

Soient 

Xj =aUiXX H-rti^a -h. • .H- alinxH, 
? 

Xfi-l =
 an-1,1 H- a,t-1,2#2-t- • • .4- aa-\,nXn, 

les n — 1 fonctions linéaires; désignons, comme 011 le 

fait souvent, la valeur absolue d'une lettre par cette 

lettre placée entre parenthèses \ nous voulons démontrer 

qu'on peut avoir, p variant de 1 à n 

( * p ) < T n 

pour des valeurs entières, 11011 nulles en même temps, 

des variables, frétant une quantité positive aussi petite 

que l'on voudra. 
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Considérons, à cet effet, la fonction quadratique 

/ = X ï + X | + . . . + Xî_1. 

Il nous suffira de montrer qu'on peut avoir, pour une 

pareille substitution, 
f < r t * . 

Remarquant que f doit contenir les carrés de toutes 

les variables, sans quoi il n'en entrerait pas n dans les 

n — i fonctions X , nous pourrons décomposer f en 

carrés par la méthode de Lagrange sous la forme 

Y j contenant x , qui n'entre pas dans Y 2 , Y 3 , . . ., Y„_ { J 

et tous les carrés étant positifs. Dès lors, Y 2 , . . . , Y/i_ l 

forment un système de n — 2 fonctions linéaires au plus 

de n — 1 variables; et nous pouvons, d'après l 'hypo-

thèse, les rendre séparément aussi petites que nous 

voudrons pour des valeurs entières, non nulles en même 

temps, d e x 2 , «r3, . o c n i et remarquons que, si quel-

ques-unes de ces variables n'entraient pas dans Y 2 , 

Y 3 , . . . , Y n-\ 1 auquel cas elles resteraient indéterminées, 

eiles entreraient forcément dans Y<. 

Supposons donc, q variant de 2 à n, 

IV étant un nombre entier tel, que l'on ait 

Si nous considérons les substitutions correspondantes 

et si nous multiplions tous les nombres entiers qui la 

composent par un même entier k positif, mais du reste 

indéterminé, la substitution de ces nouveaux nombres 
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donnera évidemment l'inégalité 

D'autre part, Y t prend la forme A | —f- ou 

A| (x\ 4- A A), en posant 

A , - A ' 

ce qu'on peut toujours faire, puisque A* n'est pas nul, 

et nous pouvons de plus le supposer positif. 

Il suffit de démontrer que l 'on peut avoir 

A , v / ^ = 7 7 N» ^ r 

car alors, quel que soit p de i h n — i , on aura 

Y ; 2 , < 

7, 

n — î 
et, par suite, 

L a démonstration n'a d'intérêt que lorsque A est in-

commensurable; car, dans le cas contraire, on pourrait 

annuler Y , . Développons alors ( A ) en fraction con-

tinue*, cette dernière sera indéfinie, et nous aurons 

( A ) = « H 1 

Examinons d'abord le cas où a2 serait supérieur à N. 

Ecrivons alors, en désignant par la lettre e affectée d'un 

indice, une quantité comprise entre — i et + i 

( A ) = 

~ devient 
Ai 

A-ÊJ 
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si nous faisons k = F , ,r, = zp aK, l 'expression précé-

dente se réduit à 
CJ 

5 
«2 

et elle sera inférieure en valeur absolue à 

Ai ^n—i 

pourvu que N soit suffisamment grand, puisque a2 !> N. 

Il suffirait même que a2 fût dans un rapport fini avec N . 

Quant à ^ il devient ~ et l 'on a déjà 

N ^ v/,7^7 

Le cas précédent écarté, nous pouvons mettre ( A ) 

sous l'une des formes suivantes 

, z\ P2 , £ 2 P 3 . £ 3 
— — - > " 

a2 a2 atqz qs q^q^ 

Pet £a 

q* qa.qu.+'i 

Remplaçant ( A ) par la dernière de ces expressions 

dans x, -f- Ak, nous obtenons 

q a qa.q%+i 

Faisant k = qa, xK cette quantité se réduit à 

â-t-i 

Or, >> q<xi et ces nombres croissent indéfini-

ment. 

Il viendra donc un moment où, qa étant inférieur à N, 

Va-fi lui sera supérieur, à moins que a2 ne soit déjà 

plus grand que N, auquel cas la proposition est déjà 
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démontrée; dès lors 011 aura 

£g ^ 11 ^ L 
q*+x -V N * ^ N' 

A T 1 
et il suffira que soit inférieur à • ' 1 puisque d é j à ^ 

^ \'n — 1 ^ 

lui est inférieur. La chose étant toujours possible, la 

proposition est démontrée dans toute sa généralité. 

Comme conséquence on voit que toute fonction qua-

dratique réelle et homogène, dont le hessien est nul, 

peut être rendue aussi petite que l'on veut pour des 

valeurs entières des variables. 

[ C l a ] SUR UNE DIFFÉRENTIELLE E X A C T E ; 

P A R M . L É O N A U T O N N E , 

Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Lyon. 

Les candidats à la Licence usent rarement des res-

sources qu'offrent, dans beaucoup de cas, les coordon-

nées homogènes dans l'espace. Cela m'engage à insérer 

l'exercice ci-dessous, lequel n'a, d'ailleurs, aucune pré-

tention à la haute science. 

Connaissant la position d'un point dans l'espace, on 

possède, non ses quatre coordonnées homogènes 

x j U = *> 3, 4), 

mais seulement leurs rapports. Pour fixer les valeurs 

absolues, 011 pose 

(o) y = 2 e jX j — i , ej — const. arbitr . 
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Alors les points du plan e, e~ o, ont leurs coordonnées 

infinies. Ce plan joue le rôle du plan de l ' infini avec 

les coordonnées ordinaires. Conservons au plan e son 

nom de plan de Vinfini; les droites de e sont les droites 
a Vinfini. Chaque plan possède une droite à l ' infini. 

Seulement alors une même expression 

F (.7*1, .r.2, ,r ̂ , Tlt ) 

s'écrit d'une infinité de façons différentes, car les coef-

ficients de F peuvent être considérés comme des fonc-

tions arbitraires de la quantité e , laquelle est l 'unité en 

vertu de (o). On doit donc, en toute généralité, écrire 

pour la dérivée partielle 

c)F ci F ô¥ 
m ! C/. —- = quelconque. 

Oxj de J ' Oe 1 1 

Voici maintenant le problème : 

Sur la surface algébrique S 

( i f(-ri, x2, x:t, ) — o, 

/ forme quaternaire, indécomposable, on envisage l 'ex-

pression di f ie r en t i el 1 e 

d\ — ^ Ajdxj, 

A/ = fraction rationnelle homogène en xj, de degré ni. 

En vertu des relations (o) et (2) les quatre variables 

Xj se réduisent à deux distinctes u et que l 'on n'a 

pas besoin de spécifier plus exactement ; u et y seront, 

par exemple, si Ton veut, deux combinaisons linéaires 

homogènes, à coeflicients constants, des xj. 

Exprimons que d U est la différentielle exacte d'une 

fonction U de u et v. 
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Posons j ou h= i , 2, 3, 4 

()Xj dxj .. 

<./*) ejPk — ekPj. 
Il viendra 

dU " i/tt ^ A y l/y -r- ¿A' V A y l'y. 

La condition d'intégrabilité est 

/ / / k 
() V 1 V * V V v 

-oïl*A ' "> ~ 1 A > ^ - Z 2 A «*<•,. 
/ 1 J k 

z\) st-à-dire 

Les [/A] sont les six coordonnées homogènes de la 

droite qui joint les deux points de coordonnées «y et i'y 

respectivement. Or 

Oe 
0 = dri=2*PJ"J = dri = 2*ejuj' 

1 i 

àf V r)e V^ 
; / 

La droite est la droite à l'infini du plan tangent à la 

surface S et l'on a 

t l i l ^ ' H i ^ l^J [Jil = LljJ = M j . 
t > i ) ( 1 • >. ) ( 14 > ( ' > ) ( i \ ) ( 31 ) 
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La condition d'intégrabilité est donc que l'expression 

( B = P w ( 3 4 ) P a t ( 1 2 ) P „ ( i 4 ) P n ( ' i 3 ) 

H - P 3 l ( a 4 ) - * - P ! 4 ( 3 i ) 

soit divisible par y . 

Exprimons que la condition 11e change pas par l 'effet 

de la formule (1), c'est-à-dire quand 011 remplace 

, ô f v a ô k i Pj P a r PJ + 6 j ^ ' Ay/,: par A Jk -f- ek. 

Les (Jk) 11e changent pas ; les P ŷ s'augmentent du terme 

r 1/ àAj à A & 

(0 s'augmente de l'expression 

- : - [ i 2 ] ' ( 3 4 ) - + - [ a 3 ] ' ( i 4 ) - + - [ 3 i J ' ( a 4 ) , 

laquelle est identique au déterminant 

c'est-à-dire nulle. 

(Ê) est donc un invariant vis-à-vis de la formule (1). 

La condition s'interprète géométriquement. Les Py* 

sont les six coefficients d'un complexe linéaire 'C. La 

condition est celle-ci : la droite ci V infini du plan tan-
gant à la surface S est située sur le complexe 

Pour revenir aux coordonnées ordinaires, posons 

ctj — x, x-i — y, Xz = z, cr4 = i ; A t — A , A 2 = B , A 3 = G ; 

il viendra, puisque e{ = e2 = e:i = o, e.h = 1, 

d\J = A dx B dy - 4 - Cdz, 

\dy dx J ôz \dz dy ) dx \dx dz ) dy 

ce qui se vérifie directement sans peine. 
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On sait que M. Em. Picard a étudié d'une façon très 

approfondie l'expression 

intégrale de différentielle exacte, sur une surface algé-

brique. 

[ R 7 b 3 ] 
REMARQUE S I R LES PROBLÈMES RE FORCES CENTRALES; 

On sait que les problèmes de forces centrales se ra-

mènent aux équations 

Supposons que nous voulions reconnaître, sur ces 

équations, s'il est possible que le mobile décrive un 

cercle jle rayon donné a avant son centre à l 'origine, 

avec une vitesse angulaire donnée co. Eli remplaçant r 

, rfO , , * . 
par la constante a et par la constante <o ees équations 

(lev ¡(Milieu t 

Pau M . KMIU: B O R E L . 

^ a - (<> — ( 1, 

I a'1 to-1 — s ( (t)-.- h 

et sont «par suite vérifiées, pourv u que C et h aient des 

valeurs convenables. Inversement, à un système quel-
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conque de valeurs de C et h correspond en général, par 

les équations (2), un système de valeurs de a et On 

est ainsi conduit à une série de conséquences absurdes 

qu'il est inutile d'énoncer. 

Dans les Traités de Mécanique, pour rechercher avec 

quelle vitesse angulaire peut être décrit un cercle donné 

sous l 'influence d'une force centrale donnée, 011 écrit 

que la projection de l'accélération sur la normale est 

égale à la force (la masse étant prise pour unité) ; il est 

inutile de refaire ce calcul. Mais je voudrais indiquer 

pourquoi, eu se servant des équations (1) pour résoudre 

eette question, on obtient un résultat absurde; cela 

tient simplement à ce que ces équations ont été déduites 

des équations du mouvement 

en les multipliant respectivement par j\ — x et par 

système (1) 11'est donc équivalent au sys-

tème (3) que si le déterminant 

est supposé différent de zéro, c'est-à-dire si x - --f- y 2 

n'est pas constant. On ne peut donc s'en servir dans le 

cas où le mouvement a lieu sur un cercle. 

Des remarques analogues pourraient être faites sur 

d autres problèmes de Mécanique ; par exemple, si un 

point matériel est soumis à une force dérivant d'un 

potentiel et rencontrant O z . les équations du inouve-
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ment sont 
(Pt _ ôV 
dt* âx ' 

d\y _ dV 

~dt* ~ ~&y' 
d*z _ d\) 

dV>- ~ ôz ' 

i i- • M ÔV ~ ! 

avec la condition y — — x — — o. U n ne peut rempla-

cer les deux premières de ces équations par les intégrales 

des aires et des forces vives 

que si a: 2 4-y 2 n'est pas constant; on ne pourra donc 

étudier ainsi le cas particulier où le point se meut sur 

un cylindre de révolution ayant pour axe O s . 

LICENCE ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

EXAMENS ORAUX. 

QUESTIONS DE MÉCANIQUE POSÉES A LA SOHBOINNE, 

DE 1889 A 1895. 

-Abréviations. 

A MM. Appel 1. K MM. Kœnigs. 

B Boussinesq. P Poincaré. 

I) Parboux . Pu Puiseux. 

Cinématique. 

Composantes de l 'accélération sur la tangente et la 

normale principale. — B. 89. — D. 90. — B. 91 . — 
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Pu. 92. — K . 94. — Les déduire des composantes de 

l'accélération sur trois axes rectangulaires. — B. g5. 
Composantes de l'accélération suivant le rayon vec-

teur et sa perpendiculaire. — Pu. 92. 

Mouvement d'une figure plane dans son plan. Mé-

thode géométrique. — A . 89. — A . D. 91. — K . 94. 

— Vitesse d'un point de la figure. — A. 90. — Appli-

cation au tracé des tangentes aux roulettes. — B. 89. 

Centre des accélérations. — K . 94. 

Relation entre le rayon de courbure de la base et de 

la roulante. — Pu. 92. 

Rayon de courbure de la trajectoire d'un point d'une 

ligure plane dans son plan} cercle des inflexions. — I). 

90. — Construction de Savary. — K . 95. 

Composition d'une translation et d'une rotation dont 

l'axe est perpendiculaire à la translation. — Pu. 92. 

Composition d'un couple de rotation. — A . 89. — 

A. 90. — K . 94. 

Composition de rotations concourantes. — A 89. — 

A. 90. — K . 94. — A. 95. 

Axe instantané de rotation pour un corps ayant un 
point fixe. — A . 89. 

Cône base et cône roulant. — K . 94. 

Mouvement général d'un corps solide. — 1). 90. 

Détermination géométrique du moment hélicoïdal. 

- A . 89. - P. 9 . . - A . 92. - K . 94. - Pu. 95. -

Détermination analytique de l'axe hélicoïdal. — Pu. 92. 

Droites conjuguées. — Pu 96. 

Théorème de Coriolis. — B. 89. — D. P. 90. — A. 

K . 92. - K . 94. - K . 95. 

Théorie des engrenages plans. — K . 94. — A. g5. 
Joint de Cardan. — K . 94. 

Parallélogramme de Watt , T—D. 90. — A. g5. 
Inverseur de Peaucellier. — A. 95. 
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Statique. 

Composition et représentai ion des couples. — D. 91 . 

Réduction des forces appliquées à un corps solide; 

conditions pour qu' i l y ait une résultante unique. — 

A . 89. — A . 90. 

Equations de l 'équilibre d'un corps solide l ibre. — 

B. 89. — Pu. 94. 

Equi l ibre d 'un corps solide mobile autour d 'un axe 

fixe. — A. 89. 

Equil ibre d'un iil soumis à des forces données. — 

P. 90. — K . 92. 

Chaînette. — A. B. 89. — A . P . 90. — A. D. P . 9 1 . 

— A. B. 92. — A . B. 95. 

Lignes géodésiques, leur application en Statique. — 

K . 92. 

Centre de gravité d'une zone spliérique. — D. 9 1 . 

Potentiel. — Moments d'inertie. 

Potentiel, son interprétation. — B. D. 89. — B. 90. 

— B- 9>-

Potentiel d 'une couche spliérique. — B. 94. — B. 95. 

Equations de La place et de Poisson. — B. 93. 

Moments d'inertie, relations fondamentales. — A . 89. 

— P. 90. — K . 94. — A . 95. 

Moments d'inertie par rapport à deux axes parallèles. 

— P. 90. — A . 93. 

Ellipsoïde central. — D. 89. — A . 90. — A . P . 9 1 . 

- A . 9 3 . 

Dans quel cas 1111 axe d'inertie principal pour l 'un 

de ses points, Test-il encore pour un second? — A . 90. 

Moment d'inertie d'un cercle homogène par rapport 

à un point de son plan. — K . 92. 
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Moments d'inertie d'un ellipsoïde homogène par rap-

port à ses axes. — P . 90. 

Dynamique du point. 

Mouvement rectiligne d'un point soumis à la force 

pxn~h. — Pu. p'2. 

Mouvement d 'un projectile dans un milieu résistant. 

— D. 90. — D. 91 . - A . 93. - K . 9 5 . 

Principe des aires. — 1). 9 1 . — Lorsque le principe 

des aires est applicable à un mouvement plan, la force 

est centrale. — K . 94-

Théorème des forces vives. — A . K . 92. — Pu. 94. 

Qu'appel le-1-011 intégrale du mouvement P — K . 92. 

Mouvement d'un point soumis à une force centrale. 

— B. 89. — Cas de — A . 90. — Cas de l 'at-

traction newtonieime. — A . 90. — P. 91 . — Cas 

de i . — A. K . 92. 

Équation de Binet. — A. 85. — A . Pu. 92. — Appl i-

cation aux coniques. — B. 9 1 . 

Mouvement relatif d'une planète autour du Soleil . 

— D. 90-

De la loi de K e p l e r déduire la loi de Newton. — A . 

89. — D. 90. — A. B. D. 9 1 . — A . 92, — K . 94. 

Equations du mouvement sur une courbe. — B. 90. 

— P u . 90. — Cas de la pesanteur. — D . 9 1 . 

Pendule simple. — A . 90. — A . 91 . — Développe-

ment en série. — A . Pu. 92. — P u . 90. — Dans un 

milieu résistant proportionnellement à la vitesse. — 

B. 89. — B. 9 1 . 

Mouvement d'un point pesant sur la cycloïde. — A . 

89. — A . D. 90. — A. 92. — A . 9.). 

Taulochrone pour la pesanteur. — A. B. 8 9 . — A. 90. 



( 2/42 ) 

— A. B. D. 91 . — A . P u . 92. — B. 9 3 . — K . 94. — 

B- 95. 

Tautoclirone en général. — P u . 92. — A. 93. 

Bracliistoclirone. — A . B. 89. — B. 90. — A. D. 91 . 

A . 92. — A . 93. — K . 94. — Pu. gS. 

Mouvement d 'un point pesant dans le voisinage du 

point le plus bas d'une surface. — P u . 95. 

Mouvement sur un ellipsoïde d'un point simplement 

soumis à la réaction normale. — Pu. 92. — P u . 94. 

Mouvement d'un point pesant sur la sphère. — A. 92. 

— A . Pu. 90. 

Equations du mouvement relatif. — A . 89. — A . 93. 

- A . 9 5 . 

L a verticale d'un lieu est la résultante de l 'attraction 

de la Terre et de la force centrifuge. — B. 89. 

Mouvement relatif d 'un point à la surface de la Terre . 

— A . 89. — P. 91 . — A. 92. — P. 94. — A. 90. — 

Mouvement dans le plan tangent. — A . 85. 

Pendule de Foucault . — P. 90. - K . 90. 

Dynamique des systèmes. 

Théorèmes généraux sur le mouvement des systèmes. 

— A . 89. — A. 92. — K . 94. — A . 95. — Quels sont 

ceux qui s 'appliquent au mouvement relatif par rapport 

au centre de gravité. — A . 89. 

Définition du centre de gravité d'un système. — B. 

90. — B. 94. 

Mouvement du centre de gravité. — B. 89. — A. 90. 

— A . P u . 92. 

Principe des moments de quantité de mouvement. — 

D. 89. — D. 91 . — P u . 92. 

Principe des aires; plan maximum des aires. — B. 90. 

Théorème des forces vives. — A. 89. — A. 90. — A. 
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g ì . — A. 92. — A . 94. — A . P u . gò. — Travai l des 

forces intérieures. — A. 91 . 

Mouvement de deux points s'attirant en raison in-

verse de la distance. — P u . 94. 

Mouvement d'une chaîne pesante sur une courbe. 

— A . 89. 

Mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe. — 

A . 90. — D. 91 . 

Propriétés mécaniques des axes principaux d'inertie. 

- D . 9 . . 

Pendule composé. — A . 89. — A . 90. — A . 9 1 . — 

A . 90. 

Métronome. — B. 89. — B. 94. — B. g5. 

Mouvement d'un corps solide ayant un point fixe. — 

A. 89. — A . 90. — A. 9 1 . — A . K . Pu. 92. — Pu. g5 . 

Cas où la résultante des forces passe par le point 

fixe. — A . 85. — P. 9 1 . — A. 93. — K . 94. — A. g5 . 

Cas d'un corps de révolution pesant suspendu par 

un point de son axe. — K . 92. 

Équations générales de la Mécanique. 

Principe des vitesses virtuelles. — A . 89. — A . 90. 

— A . 9 1 . — A. Pu. 92. — A . 93. 

Application aux conditions d'équilibre d'un solide 

libre. — A . 85. 

Condition d'équilibre d'une machine simple : coin. 

— A . 89. — Vis dans son écrou. — A . 89. — A. 9 1 . 

— A . 92. 

Principe de d 'Alembert . — K . 94• 

Equations de Lagrange en général. — A. 89. — A . P. 

90. — A 9 1 . — K . Pu. 92. — K . 94. — A . K . 95. — 

Pour un point. — A . 90. — A . 92. — A. g ì . — P u . 94. 

Application au pendule conique. — A. 89. — A . 90. 
— A. 95. 
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Équation d'Hamilton. — A. 89. — A. P. 90. — Pu. 

92. — A . 95. 

Position d'équil ibre stable d'un système. — Pu. 96. 

Petites oscillations d 'un système autour d une posi-

tion d'équilibre stable. — A. g5. 

Frottement. — Percussion. 

Frottement de glissement. — B. 89. 

Percussion sur un solide mobile autour d'un axe fixe. 

— B. P u . 94. 

Pendule balistique. — B. D. 89. — K . gb. 

Choc de deux sphères élastiques se mouvant sur une 

même droite. —- D . 90. 

Hydrostatique. — Hydrodynamique. 

Pression sur un élément de lluide. — B. 89. — B. 90. 

— B. 91 . — B. 93. — B. 94. — B. 95. 

Equation générale de l 'Hydrostat ique.— B. 89. — B. 

90. — Pu. 92. — A. 93. — K . 94. — A. Pu. 95. 

Equilibre d 'un liquide pesant dans un vase animé 

d'un mouvement de rotation uniforme autour de son 

axe. — B. 90. — B. 9J. 

Equation générale de l 'Hydrodynamique. — B. 8 9 . — 

B. 90. — B. 91 . — Pu. 92. — B. 93. — B. 94. — B. 95. 

Équation de continuité. — B. 90. — B. 91 . — Pu. 92. 

— B. 9 5 . 

Principe de Bernoulli. — B. 89. — B. 94. — B. 90. 
E. G. 
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CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une lettre de XI. \Jannheim. 

Je ne pense pas que la propriété, qui fait l 'objet de 

la question 1 7 1 1 , ait été trouvée par Riccati, mort eu 

1754, et si connu par l'équation qui porte son nom. 

Il a donc un homonyme qui a cru découvrir cette 

propriété. Ce dernier s'est trompé, car, en i85g, dans 

un Travail intitulé : Recherches géométriques sur le 

lieu des positions successives des centres de courbure 

d'une courbe qui roule sur une droite ( Journal de 

Liouville), j'ai non seulement démontré que lorsque la 

courbe </ni roule est une épicycloïde, ce lieu est une 

ellipse, mais j'ai ajouté que les axes de cette courbe 

ont pour longueurs la longueur de Vépicycloïde et 

la longueur de la développée de cette courbe. 

En outre, j'ai dit que le lieu des positions successives 

des centres de courbure de la développée de Vépicy-

cloïde est aussi une ellipse. 

Suivant une remarque faite dans le travail que je viens 

de citer, l'équation en coordonnées rectangles du lieu 

des positions successives des centres de courbure d'une 

courbe qui roule sur une droite n'est autre, pour la 

courbe qui roule, que l'équation qu'on appelle mainte-

nant intrinsèque. 

BIBLIOGRAPHIE. 

E X E R C I C E S D E G É O M É T R I E , comprenant l'exposé des 

Méthodes géométriques et 2 000 questions résolues, par 
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J P . J. ( 3 R A E édit ion, 1896. Tours et Paris, Marne et Pous-

sielgue). 

Les Nouvelles Annales mathématiques, parla plume auto-
risée de M . H. F A U R E , Commandant d'artillerie, ont rendu 
compte jadis de cet Ouvrage et en ont fait ressortir les grandes 
qualités ( 1883, p. 516); il nous suffira donc de consacrer quel-
ques lignes à la troisième édition. 

L'exposé des .Méthodes pour démontrer les théorèmes et 

résoudre les problèmes de Géométrie, amélioré dans quelques 
détails, reste la partie la plus originale et la plus importante 
de l'Ouvrage; nous n'hésitons pas à dire que cet exposé, au 
moins restreint, devrait être entre les mains de tous les étu-
diants. 

Le Recueil d } exercices, enrichi de plusieurs questions et de 
nouvelles démonstrations, a fait de nombreux emprunts à des 
Ouvrages français ou étrangers, à diverses publications pério-
diques et notamment aux Nouvelles Annales ( 110 citations ) ; 
nous en félicitons l'auteur, car c'est la bonne manière de pré-
senter une grande variété d'exercices intéressants; d'ailleurs 
bon nombre de questions et de démonstrations sont nouvelles 
ou, du moins, peu connues. 

L'Ouvrage contient des notes très intéressantes et de nom-
breux renseignements bibliographiques et biographiques. 

La Géométrie moderne du triangle a fourni une centaine 

d'exercices, bien choisis, où l'on trouve les noms de plusieurs 
géomètres contemporains et notamment ceux de M M . L E M O I N E , 

H R O C A R D e t N E I B E R G . 

Enfin, l'Ouvrage se termine par diverses Tables, dont la 
simple énumération indiquera suffisamment l'utilité et l'intérêt: 
Lexique géométrique, Problèmes et théorèmes historiques, 

Table des notes principales, Index bibliographique et bio-

graph iq ue. 

E II I! A T A. 

3° série, t. XV, 1896, p. ligne i4> au lieu de publiée, lisez 
publié. 

Page 14 ,̂ ligne n en remontant, au lieu de un cardioide et une 
point, lisez une cardioide et un point. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 1671. 
( 189Ì, p. r. > 

On considère une courbe quelconque, son centre de cour-

bure G en un point M quelconque de la courbe, puis le 

centre de courbure G! correspondant au point G de la pre-

mière développée, puis encore le centre de courbure C 2 

correspondant au point Gj de la seconde développée, et 

ainsi de suite jusqu'au centre Cn. On sait que si les coor-

données x et y de Ça sont des fonctions d'un paramètre t, 

il en est de même de coordonnées xn et y n d'un quel-

conque des centres de courbure. Montrer que Vexpression 

dx}t -f- dyl 

dxn d 2y u — dyn d*xn 

conserve la même valeur pour les coordonnées de Vun 

quelconque des centres de courbure successifs. 

( E . - N . BARISI E N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . G . T z i t z é i c a . 

Considérons les centres Cf), C p + 1 ; soient R/;, R/;-+ x les rayons 
de courbure correspondants. On a 

3 
K — ( dxj, -f- dyj, Y  

p ~~ dxp d' lyp — dyp d i x p ' 

/ M  1 dxp+! d 2yp+1 ~ dyp+l ' 

d'où 

dxj, -f- dyl __ Rp _ 

d*„ d>yp-dypd*xp " ^ ~ dsp 

et 
dxjn.{ -+- dyj,+| = R/7+1 

dxp+1 d-yp-^ x — dyp+x d 1 xp+ x dsp+ ! 

Le théorème énoncé revient à la démonstration de l'éga-
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lite 

J k ^ i W i , 

dsp dsp ' 

relation connue [voir E. P I C A R D ( 1 ), vol. I , p. °>3o]. 

QUESTIONS. 

1728. Si p est un nombre premier qui ne divise pas x, et /* 
un nombre entier quelconque, l'expression xP'~Pr~l—i est di-
visible par/?. (J.-J. M I L N E . ) 

1720. L'équation xyz -f- — o, où x, y, z représentent 
les coordonnées homogènes d'un point du plan, 

o- — (ix h y -h cz. 

et k un paramètre arbitraire, représente un système de cu-
biques qui ont trois points d'inflexions réels situés sur la 
droite tv ; le lieu des autres points d'inflexion se compose de 
deux droites imaginaires A et B. 

Démontrer qu'il existe deux cubiques du système tangentes 
à une droite donnée L, et que les deux points de contact sont 
conjugués harmoniques relativement aux deux points imagi-
naires conjugués où la droite L rencontre A et B. 

( A . L I ÎGOUX.) 

1730. Si 

.r, — \ a - - h. x.> -- — (> - - r, ,7':>> ._- c — d, x, — — \Jd — a, 

et si 
S,/ ••-- x'( -f- x'I ~î- x'i -h x'[, 

montrer que 

8 5 S ' Sf S , _ S i S t 

') 1. '?.. 3 . i .5 i . '>. 3 1 4 
( I L - J . G E R R A N S . ) 

(1 ) Trait é d A na ¿yse. 
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[ C 2 j ] 
UNE LEÇON SUR LA MÉTHODE DE QUADRATURE DE GAUSS; 

Le programme de l'agrégation des Sciences mathématiques 
pour 1896 porte comme épreuve pratique le calcul d'une inté-
grale par la méthode de Gauss. Il renvoie les candidats à un 
Ouvrage épuisé depuis bien des années et où, d'ailleurs, la 
question de l'approximation obtenue n'est pas posée. Pour ces 
raisons nous croyons utile de publier la présente Leçon. 

1 . Ayant à intégrer une fonction F ( x ) entre deux 

limites données a et ¡3, on remplace cette fonction par 

un polynome entier G ( . r ) , de degré n — 1, qui pour 

n valeurs xK, «r2, . • . , xn, comprises "entre a et ¡3, ac-

quière les mêmes valeurs que F ( # ) , et l 'on prend pour 

valeur de l ' intégrale proposée l ' intégrale du polynome 

G ( . r ) . Tel est le principe des quadratures par interpo-

lation (Newton, Cotes, Gauss). 

O n sait que le polynome G(x) est unique et a pour 

expression 

( a ) y (X — Xï)- - — — Xr+<L). . — Xn) 

™ (xr — x i ) . . . ( x r — xr-l)(xr—xr+i)...(xr — xn)' 

Les polynomes y r 11e dépendent que des nombres xr et 

nullement de la fonction F (a:). Leurs intégrales 

P A R M. L O U I S RAFFY, 

Maître de Conférences à l'École Normale supérieure. 

(0 

si l 'on pose 

a 

Ann. de Mathemat., 3* série, t . X V . (Juin 1896.) J 
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110 dépendront donc absolument que de ees mêmes 

nombres xry de a et de ¡3, et l'on aura pour l'intégrale 

cherchée 

( 4 ) / G(x)dx=giF{xl)- -... -f- gr F (xr)-h . •. + gn F (Xn). 

Il suffit que les intégrales gr soient calculées une fois 

pour toutes. 

2. Pour nous faire une idée de ce que Gauss appelle 

le degré de précision de la méthode précédente, suppo-

sons que la fonction à intégrer F ( x ) soit développable 

entre a et ¡3 par la formule de Mae-Laurin, 

Le polynome G ( x ) pourra être écrit 

r = n 

(6) G(x)=^jp^yr(x)(a0^- avxr-+- a^xj.-^-.. .h- amx f,i l-f-...). 

r = 1 

Réunissons tous les termes en a0, tous les termes en aK, 

et ainsi de suite, ce qui donnera 

(6)' G(a?) = a0<?o(#)-H «î <Pi (*•)*-+-. . .-h + . . . ; 

enfin formons la différence 

ij 

R F ( . R ) < £ R — R G (x)dx. 

•'a a 

Nous pourrons l'écrire 

^ . . .«1=9« ^ 

(7) y fF(.r)— G(a:)] dx = ^ ^ [a?« — ow(a?)] flfcr. 
a /w = o * a 

Cette expression de l'erreur donne lieu à une remarque 

importante : 

Quels que soient les nombi 'es x\, x•••• x/{y la se-
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rie (y) ne contient aucun coefficient a d'indice moindre 
que n ; 011 encore : Les deux intégrales 

f F(x)dx, f^ G(x)dx1 

ordonnées suivant les coefficients ar, ont leurs n pre-
miers termes communs. 

Voici comment on peut s'en assurer sans calcul. Les 

p o l y n o m e s é t a n t indépendants de la fonction F ( J C ) , 

les polynomes om(x) n'en dépendent pas non plus. 

Nous les déterminerons donc en attribuant à F ( x ) une 

forme particulière, celle d'un polynome entier de de-

gré n — i , 

Dans ce cas G(.r), qui prend les mêmes valeurs que F(ar) 

pour n valeurs de x , lui est identique, quels que soient 

les coefficients et l'on a 

pour les valeurs m= o, i , 2, - - •, — 1 , ce qui prouve 

bien que la série ( 7 ) commence par un terme en an. Si 

donc nous appelons degré de précision de la méthode 

l'indice du premier coefficient de F ( . r ) qui figure dans 

l'expression, nous dirons : Les nombres .. ., x^ 
étant quelconques, le degré de précision de la mé-
thode de quadrature par interpolation est égal à n. 

3 . T H É O R È M E . — Par un choix convenable des 
nombres x.\, x2, •. •, xn, l& même d'ailleurs quelle que 
soit la fonction II intégrer, on peut porter au double le 
degré de précision de la méthode. 

Cette proposition, due à Gauss, revient à ceci : On 
peut choisir les nombres x{, x2, ..., x,n de telle façon 
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yue dans la série (7) les intégrales qui multiplient les 
coefficients an, .... . . ., «2//-» soient nulles. 

Pour établir ce résultat et retrouver en même temps 

le précédent, considérons le polynome 

(8) <pm(*) = ~(x(x)x? + *(>l{x)x»1 + *im{x)x>». 

C'est évidemment, d'après la formule générale (1), le 

polynome de degré inférieur ou égal à n — 1 qui prend 

les mêmes valeurs que xm pour n valeurs xh, . . . , xn. 
En conséquence pour les valeurs ra = o, 1 , 2 , n — 1 , 

il est identique à x m , ce qui prouve le théorème du n° 2. 

Pour m^Ln, en faisant la division de xm par le pro-

dui t 

( 9 ) t„(x) = (x — xt)(x — xt). . .(x — x„), 

on trouve 

car le reste est un polynome de degré inférieur ou égal 

à n—1, qui prend les mêmes valeurs que xm pour les 

n valeurs x2, • . ., xtl, et qui, par suite, n'est autre 

que ym{x). On a donc identiquement 

(10) x»i— om(x)= Ç,.(x)Qm-n(x), 

le polynome Q étant d'un degré marqué par son indice. 

Exprimons maintenant l'énoncé. On veut que les n in-

tégrales 

(11) I [xm— <sm(x)]dx (m = . ., in — 1) 
Jx 

soient nulles, ou, ce qui revient au même, en vertu de la 

formule (10), que l'intégrale 

r9 

«'a 
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soit nulle, quelles que soient les constantes a„ , . . . , 

{t'2n — i • Or il est aisé de voir qu'on peut déterminer suc-
cessivement • • • ? an de manière que 

le polynome 

Qrt-1 H- Q/i-2 -H «7J+1 Qi H- U nQ 0 y 

dont les composants Q sont chacun du degré marqué 

par leur indice, soit identique à un polynome arbitraire 
du degré n — i . Il faut donc et il suffit que Ton ait 

(i3) / in(x)\(x) dx = o, 
J <x 

en désignant par V ( . r ) un polynome arbitraire, du de-
gré n—i. S'il existe un polynome de degré /z, 

admettant n racines comprises entre a et ¡3, et satisfaisant 

à cette condition, il est évident qu'il n'y aura qu'à 

prendre pour . • . , xn les racines de ce poly-

nome; on annulera ainsi les n intégrales ( n ) , et cela 

quelle que soit la fonction à intégrer F ( . r ) , puisque 

ces intégrales n'en dépendent pas. 

Je dis qu'on peut prendre pour ^¿(.r) le polynome 

04 j 

En effet, ce polynome est évidemment d'ordre n ; d'après 

le théorème de Rolle, il admet n racines comprises entre 

a et ¡3. Car si l 'on pose pour abréger 

= — x)n (x — P)», 

on voit immédiatement que la dérivée admet 

n — i fois les racines a et [3, et de plus une racine com-

prise entre a et ¡3. En appliquant encore le théorème de 

Bolle on reconnaît que toute dérivée 'b^^ (x)(p < n) 
admet les deux racines a et ¡3 avec l'ordre de multipli-

cité n — p et, en outre, p racines comprises entre a et ¡3. 
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Pour établir la dernière propriété, rappelons une for-

mule que donne l'intégration par parties, 

( X) ^ ( V ) dx = V — V -+- V " - f - . . . 

Si l'on intègre entre a et ¡î, les n premiers termes du 

second membre disparaissent, puisque les n — i pre-

mières dérivées de s'annulent pour a et (3 ; le dernier 

s'évanouit également, puisque la dérivée n ième de 

se réduit à zéro. L'équation ( i 3 ) est donc bien vérifiée 

par le polynome (i4)-

Il estd'ailleurs aisé de montrer que tout polynome £(.r) 

de même degré que v , ( x ) et jouissant de la propriété 

qu'exprime l'équation ( i 3 ) ne peut différer de 

que par un facteur constant. En effet, si l'on a simulta-

nément 

quelle que soit la constante h. Or on peut choisir cette 

constante de telle sorte que le polynome \n—k'C, s'abaisse 

au degré n — i . Cela étant, comme la relation précédente 

est supposée avoir lieu quel que soit le polynome V ( . r ) 

de degré n — i , ou pourra prendre pour \ ( x ) précisé-

ment — A^, ce qui réduira l'identité ( i 5 ) à 

011 en conclura 

a 

par suite V est identiquement nul, ce qui prouve la 

proposition. 
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4. Résumé; mode d'application. — Pour appliquer 

la méthode de Gauss, il faut : 

i° Connaître les racines .r, , . • . , xn de l'équation 

dn 

—,— ( x — a )" ( x — S )n — o ; 
dx» v r/ 

2° Connaître les coefficients gr définis au n° 1 , savoir 

/»i3 

(3) gr= \ *{r(x)dx ( r = [ , i . . . . , / i ) ; 
a 

3° Calculer l'intégrale cherchée en effectuant la 

somme 

(4) gi F( ) -h g-i F ( X2) -h . . . -h g n F (X n), 

au moyen des valeurs que prend pour x{, x2, . . ., xn la 

fonction à intégrer F ( . r ) . 

Il convient d'ailleurs de remarquer que, une fois con-

nus les nombres X\, l o , . . . , x n j les intégrales g',, 

g o , . . . , g,* peuvent être calculées par la résolution de /z 

équations du premier degré. En effet, en vertu de la 

formule (8), on a identiquement 

( 8 )' X,n = V , ( x ) xf - H Y 2 {x) - H . . . H - Y n{ x) xn , 

pour m — o , i , . . . , n — i . On déduit de là par inté-

gration 

Qw-f-i 
! i = g{ X»1 -h -r f -h . . . -+- ga X, 

et donnant à m les valeurs o, i , 2, . . . , n—i, on a 

n équations du premier degré propres à déterminer les 

n inconnues g ^ g 2 , . . . , g n . 

Il est avantageux de ramener les limites a et ¡3 de 

l'intégrale à être deux nombres fixes. On peut choisir, 

comme l'a fait Gauss, les nombres o et i . A cet efft;t, 
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dans l'intégrale proposée 

/ F(t)dt, 

on opère le changement de variable 

t = a — a ) x. 

Alors l'équation o, dont les racines sont prises 

pour valeurs de xK, . • •, xn> devient 

d n  

—,— x t l(x — l) ' 1 = o . 
dx n  v  

Gauss a calculé avec seize décimales les racines de sept 

équations de cette forme (n — i , 2, . . . , 7) et les valeurs 

correspondantes des coefficients gr. 

On peut aussi ramener les limites de l'intégrale pro-

posée 

x 
P 

F (t)dt 

à être — 1 et - f - i . Il suffit de poser 

8 + a 3 — a 
t — - h  5 x. 

f± 1 

Alors le polynome ^ ( . r ) , dont les racines sont prises 

pour valeurs de . . . , x n , n'est autre que 

d»ix*—\)n 

dx n  

C'est, à un facteur constant près, le polynome Xw de 

Legendre. 

5. Limite de l'erreur. — Nous allons maintenant 

traiter, d'après M. Markoff, dont nous simplifierons 

l'analyse, une question importante, entièrement négli-

gée par Gauss : Trouver une limite supérieure de f.'er-
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reur commise quand on applique la méthode précé-

dente. Établissons d'abord un résultat dont nous^aurons 

à faire usage. 

T H É O R È M E . — Si une fonction F ( . R ) et un polynome 
$ (x) de degré 2 n — 1 prennent les mêmes valeurs ainsi 
que leurs dérivées F ' ( ; P ) et <ï>'(.r) pour n valeurs xK, •r2, .. •, xn de la variable, et si Von pose 

on aura 
p(2 «)/£) 

( . 7 ) 

l étant, compris entre le plus grand et le plus petit des 
nombi *es x, X\ , x o • • «, xn. 

Pour le prouver, je dis que si une fonctionf(x) et sa 
dérivée s1 annulent pour x =• x^, x2> • .., xn, on a 
(18) f(x) = [(x — xx)(x—-a?,).. .(x — xn)] ,/ ( > l t ?(S) 

(2,1)! ' 

ç étant compris entre le plus grand et le plus petit des 

nombi e s x , x {, x 2 , • • •, // • 

E n effet, il est visible que la fonction 

admet la racine simple z = X et les n racines doubles 

Z — X1, ..., xn. 

En appliquant à ses dérivées successives le théorème de 

Rolle, on reconnaît que celle d'ordre 111 s'annule p o u r 

un nombre compris entre la plus grande et la plus, 

petite de ces n - f-i valeurs ; d'où résulte l'équation qu'il! 

s'agissait d'établir . 



( ) 
La prôposition annoncée est par là-même établie, car 

il suffit, dans l'équation (18), de remplacer f { x ) par 

F ( x ) — <ï>(.r) et de remarquer que la dérivée d'ordre ¿n 

de<ï>(x)est identiquement nulle pour trouver 

F ( ¿ R ) — < ! > ( . / ' ) = \(x — xl)(x — x,). ..(x — x,,)] 2  

{-in) 

d'où, par comparaison avec la formule (16), 

F<»«>(*) 
(«2/1)! 

6. Cela posé, convenons que les nombres X \ , x 2 ? • • • , 

xn soient les racines de l'équation qu'on obtient en éga-

lant à zéro la dérivée d'ordre n du polynome 

(19) = 1 )". 

L'erreur £ commise eu appliquant la méthode de Gauss 

avec ces valeurs de X\, .r2, . . . , xn à l'intégrale 

s. 
4-1 

F ( x ) dx 

a évidemment pour expression 

(»0) e = f [ F ( # ) — G ( x ) ] dx. 

Pour l'évaluer, substituons au polynome G ( x ) un po-

lynome <l>(.r) de degré in —1 

(21) <i> (x ) = G ( T) -+- <!;<"> (:r) 0„_, ( ) 

qui prend évidemment les mêmes valeurs que G ( x ) et, 

par suite, que F( . r ) pour les racines xt, x2 . . ., Xn de 

•ilw,(.r)*, il en sera ainsi quel que soit le polynome 

de degré 11 — 1. Mais nous pouvons supposer ce poly-

nôme détcM'ininé de telle manière que la dérivée de $>(x) 

prenne les mêmes valeurs que celle de F ( x ) pour ces 
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mêmes nombres. Car , désignant l'un d'eux par xn on a 

ce qui détermine le polynome par les valeurs qu'i l 

acquiert pour les n valeurs considérées de x . 

Le polynome <ï>(.r) que nous venons de définir peut 

être substitué à G ( . r ) dans l 'évaluation de Terreurs , car 

on a visiblement 

/ <P(x)dx = I , G(x) dx -h / 
J—i J—i J —i 

Or, dans cette identité, la seconde intégrale du second 

membre est nulle, d'après la propriété caractéristique 

des polynomes de Legendre. 

7 . Nous sommes ainsi ramenés à évaluer l ' intégrale 

(2'2) * = Y" [F (X)- 4>ix)]dx. 

Mais, à raison des deux propriétés que nous avons don-

nées au polynome le théorème du n° 5 lui est 

applicable et l 'on a 

(16)' F(xy-*(x)=[(x-xl)(x — xt)...(x — xa)]* 
( 2 n ) . 

ç étant un nombre évidemment variable avec x , mais 

compris entre le plus petit et le plus grand des nombres 

a:, Xi, x2, • « ., xfi, et, par suite, compris entre— i et -J-1 

quand x varie entre ces limites. Par suite l 'intégrale 

( 2 2 )' '  = (¿Tî f • .(*-*«)]* F ( 2">® dxy 

dont l 'élément différentiel se compose de deux facteurs,, 

dont l 'un est essentiellement positif, pourra être écrite-

(2,3) s — j — ^ \(x — xi)(x — xz). . .(x — -r«)]- dx, 
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jx désignant un nombre compris entre la plus petite et 

la plus grande des valeurs que la fonction F I 2 R T > ( £ ) ac-

quiert quand x varie entre — i et + i . Mais comme £ 

est une fonction de x dont la valeur est elle-même com-

prise dans ces conditions entre — i et - f - i , 011 voit que 

]x est un nombre compris entre la plus petite et la plus 

grande des valeurs que prend la dérivée quand 

x varie de — i à - f - i . On peut donc le représenter par 

F Î 2 W ) ( £ O ) 5 £ O étant un certain nombre compris entre — i 

e l + i , ce qui donne 

/ [(x — xl)(x-xi)...(x-xn)]*dx. 
in). j 

L'intégrale qui figure au second membre est facile à cal-

culer. En effet, le polynomeX« de Legendre ayant pour 

définition 
__ i d"(x*—i) n  

n n l i u dx n  

si Xi, x-j, . . . , xn sont ses racines, 011 aura 

i n ( m — i ) . . . ( n + i) 
\n = (.r _ xx ){x — x2 ). . .(x — xn ), 

d'où l'on tire 

ni i n \„ 
(x Xi)(x — Xi). . .(x — xn) = 

î / l ( 2 / î - l ) . . . ( r t + l ) 

En conséquence, 

I [(J7 — x t ) ( x — x.2). . .(x — Xn)]' i dx 

-1 

Or 011 connaît la formule 
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on a donc cotte expression finale île l 'erreur, 

/ j c —— v • ^ 
[2/1(2« — l). . .(n -4- l)]3 2/1 + 1 ' 

où on l'a vu, est compris entre — i et 

Si l 'on peut trouver la plus grande valeur absolue M 

de la dérivée F ( 2 / ? )(x) entre — i et —f-1, il suffira évidem-

mentde substituer M à F ( 2 / î }(£0) dans la formule précé-

dente (a5) pour avoir une limite supérieure de l'erreur s 

que Ton commet en employant un polynome G ( x ) d'un 

degré donné n — i , sans d'ailleurs en connaître le sens. 

8. Mais si l'on assigne a priori l'approximation exi-

gée, on n'a pas ainsi le moyen de déterminer d'avance le 

degré n — i du polynome à employer. Rien ne prouve, 

en outre, que Terreur diminue quand n augmente. A j o u -

tons que la méthode de Gauss exige de longs calculs 

pour la détermination approchée des racines xr d'équa-

tions algébriques de degré élevé, pour la substitution 

de ces nombres, qui sont compliqués, dans la fonction 

à intégrer, enfin pour la détermination des intégrales 

auxiliaires gr. Elle présente donc, avec un certain inté-

rêt théorique, de graves défectuosités dans l'application. 

Elle n'est d'un emploi commode que quand la fonc-

tion à intégrer F ( x ) est une fraction rationnelle. On 

peut alors, se donnant n et par suite le polynome 

déterminer algébriquement, sans aucun calcul d'ap-

proximation, le polynome G ( x ) , du degré n — i , qui 

prend les mêmes valeurs que F (a:) pour les n racines xr 

de l'équation ¡ ^ = 0 . L'intégration de ce polynome 

fournira exactement la valeur approchée de l 'intégrale. 

Mais l'évaluation de Terreur sera toujours très labo-

rieuse. 
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Exemple. — Soit à calculer l'intégrale 

au moyen de quatre valeurs intermédiaires de x . Ici, n 

étant égal à 4, le polynome 5« est, à un facteur constant 

près, la dérivée quatrième de (x2— i)4 , savoir 

^ _ 3o.r2-t- 3 

L'identité algébrique 

3 )çv— 68 = 5(^-4- i ) ( 7 a?«—i3) 

montre que l'on aura, pour les quatre racines de 

i 5 

On prendra donc pour valeur approchée de tz 

Comme on connaît la valeur de TT on voit que l 'erreur 

est o,oo4 ; mais si Ton voulait en déterminer une limite 

supérieure en appliquant la formule (a5), on serait con-

duit à des calculs fort longs. 

[F8f] 

SUR U\Ë APPLICATION DES FONCTIONS EHJI^TIftlIES ; 

PAR M. X. S T O U F F , 

Professeur à Ja Faculté des Sciences, de BtosaJiuçon,. 

Dans un ellipsoïde à trois axes in égaux » représenté 
par Véquation 
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on suppose que 
( 2 ) 

on demande de trouver les lignes de cette surface qui, 
en chacun de leurs points, sont tangentes aux diago-
nales du rectangle des axes de Vindicatrice de ce 
point. 

En désignant par X et JJL les deux racines, différentes de 

zéro, de l'équation 

les lignes asymptotiques de l'ellipsoïde ont pour équa-

tion différentielle 

dh _ zb du 

y/(«2-i- X>(¿»2_h X) ( c2_ f . X ) ~ -h |x)(c»-H \x) 

9 étant l'angle (imaginaire) que fait l 'une de ces lignes 

asymptotiques avec une ligne de courbure, o> l'angle que 

fait une diagonale du rectangle des axes de l'indicatrice 

avec la même ligne de courbure, on a 

tangió = z t i tangG, 

et l'équation différentielle des lignes cherchées est, par 

suite, 

d\ zh i d\x 
y 4) 

/( X )( 62-A ) ( c2 H-X ) u ) ( u )( ĉ -f- [x ) 

Nous pouvons poser 

62-h X =(62_a2)sn2ii, JJL = ( a 2 _ 

X =(a*—b i)cï\' iu, a2-t- ¡x—(a*— 6*)dn2r, 

c2-h X = ( c 2 —62)dn2?i, c2-h =(c 2 — 6*)cn*c. 

En effet, les fonctions sn, eu, dn ainsi définies vé-
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rifient les relations fondamentales en prenant pour mo-

dule A — i. L'équation (4) devient alors 

du = dt dv, 

d'où 
il it: ç = a, 

a étant une constante 

/
d snu Ç d sn v 

yji — s^u J sn^p 

O11 sait, d'après le Calcul intégral de Bertrand 

(p. 569) que la relation précédente équivaut à 

( 5 ) sn2** -r- sn2c -f- m sn2 u sn2 v = m - a s n i i sn v sn v \J 1 — m-. 

On déduit aisément de (5) les équations en coordonnées 

rectilignes des courbes cherchées, d'après les relations 

faciles à vérifier 

y > » À — u 
sn u sn c = sn2 u H- sn2^ = — • b b2—a2 

D'après (3) , en tenant compte de (2) et en posant 

jrl + yi+Si^ r\ 

on a 

. , / T . * (a 2 — c- )-

(5) devient alors 

«2-f- c«\* ( a 2 — c*y-

4 

m ^ — 1 ^ (/1 — /n* -H 1 ) — m 

m + * f ( s / T ^ - 0 - ™ 

L'équation (6) représente une surface de révolution : 

son secopd membre est le produit de quatre facteurs 

linéaires réels, et peut se mettre sous une forme remar-
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quable et avantageuse pour la discussion. En posant 

m = sincp, ^ = tangO, le second membre de ( 6 ) devient 

— — s i n 2 ' f ^tangO — t a n g | ^ £ t a n g ô — tang ^ j 

X j \ a n g ô — tang^| -+- j \ a n g 6 - tang^ï 

et, à l'aide d'identités trigonométriques élémentaires, 

O 2 — c 2 ) 2 sincp sin(cp — 49) 

\ oos4Q ' 

(6) donne alors 

a 2 + c 2 a 2 — c2 / s i n o sin(c? — 40) 
f 7 ) ' = — r - * — ' - ^ i ' 

Il est naturel de chercher à exprimer .r, y, z en fonc-

tion de 0. Par un calcul facile et ne présentant pas de 

circonstances remarquables, on trouve 

.r2 cos 16 -h sin <p sin ( cp — 4 G ) 

a 2 2 cos2 0 ' 

z 2 C0S2Ô—ysincpsin(cp— 4^ ) 

c2 ~ 1 cos2 0 ' 

~ et ~ sont donc racines d'une équation du second 

degré 

(8 ) Z2 cosv0 — Z cos').0 cos26 -h c o s i ( 2 e + = 
4 

On ne devra donner à 9 que des valeurs qui rendent 

réelles les racines de cette équation et toutes deux com-

prises entre o et 1. On voit de suite que les conditions 

relatives aux résultats de substitution et à la demi-

somme sont toujours remplies. Donc il suffit que 

sin<p s in (o — 4®)= 

Ann. de Matkémat., 3e série, t. XV. (Juin 1896.) 18 
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devant être compris entre — i et -f- i , on devra avoir 

aussi 
— i l t a n g ô l i . 

L'angle <p variant de o à n z on aura deux cas à distin-

guer. Si o est moindre que 7:, 0 devra varier de 2. — -
4 4 

à Si © est supérieur à 7:, on fera varier 9 de 2 -f- -
4 4 1

 4 '2 
q 3 r 

à 7 H — C e l a donnera dans les deux cas toute la 
4 4 

courbe. Pour cp = o, on obtient les sections cycliques 

delà surface. Les autres courbes sont fermées, analogues 

aux sections cycliques et admettent les plans cycliques 

comme plans diamétraux. 

[M36b] 

QUELQUES P R O P R I É T É S DES BIQUARTIQUES G A U C H E S ; 

P A R M . E . D U P O R C Q , 

Élève-Ingénieur des Télégraphes. 

1. On sait que toutes les quadriques, qui passent 

par 7 points quelconques de l'espace, passent par un 

huitième point fixe. Il en résulte que, à 7 points arbi-

traires d'une biquartique gauche correspond 1111 hui-

tième point de cette courbe. Je me propose de mettre 

en évidence quelques propriétés de ces groupes de liuit 

points réciproques. 

2. Je commencerai par rappeler quelques propriétés 

simples des biquartiques gauches. 

Soient a et b deux points quelconques d'une biquar-

tique gauche C : il existe une quadrique Q qui passe 
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par la courbe C et qui admet la droite ab pour généra-

trice. A tout point a! de la l^iquartique correspond 

sur cette courbe un point è', tel que la droite a! bf est, 

dans la quadrique Q , une génératrice de même système 

que la génératrice Je dirai que les couples ab et a'b' 
sont conjugués. 

3. Soient a, 3, y et S quatre points quelconques 

d'une biquartique C ; par ¡3y menons un plan quel-

conque qui rencontre la courbe C en deux autres 

points b et c, et soient a et d les quatrièmes points 

d'intersection de laquartique avec les plans a e t cy§. 

Soient a', b', cf et d! quatre autres points obtenus de la 

même manière au moyen des points a, ¡3, y et S. 

Les droites ab et a'b\ rencontrant toutes deux at3, 

sont évidemment des génératrices de système différent 

de dans la quadrique déterminée par cette droite et 

par la courbe C \ autrement dit, ab et a!b! forment deux 

couples conjugués sur la quadrique \ il en est de même 

des couples bc et b'c', cd et c'd'. 

D'autre part, les droites ¿¡3 et c y sont deux généra-

trices de systèmes différents d'une quadrique passant 

par C dans cette quadrique, a a et b ¡3, cy et JS forment 

de même deux couples de génératrices de systèmes dif-

férents ; il en résulte que « a et d S jouissent de la même 

propriété \ autrement dit, les droites ad et a§ sont dans 

un même plan. Pour la même raison, a!d' rencontre 

aussi aô. O n voit donc que les couples ad et a*d! sont 

conjugués. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, qui s'éten-

drait évidemment à des polygones gauches d'un nombre 

pair de côtés : 

Siy sur une biquar tique gauche, deux quadrilatères 
gauches abcd et a! b1 d d' sont tels que les couples ab> 
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be et ed soient respectivement conjugués des couples a!b 
b'c! et eW, les couples da et dfa' seront conjugués, eux 
aussi. 

4. Ces préliminaires établis, soient 1 , 2 , 3, 4> 5, 6, 

7 et 8 huit points réciproques sur une biquartique 

gauche C. Considérons la cubique gauche déterminée 

par les six premiers de ces points ; toutes les qua-

driques qui passent par cette courbe et par le point 7 

ont eu commun une génératrice, qui n'est autre que la 

droite 78, puisque toutes les quadriques envisagées, 

qui passent par les sept premiers points considérés, 

passent aussi par le point 8. Parmi ces quadriques, con-

sidérons en particulier celle qui passe par la biquar-

tique C-, elle admet la droite 78 pour génératrice. O11 

peut donc énoncer le théorème suivant : 

Toutes les quadriques qui passent par six points 
fixes d'une biquartique gauche coupent cette courbe 
en deux autres points : les droites déterminées par ces 
couples de points sont des génératrices de la quadrique 
qui passe par la biquartique en même temps que par 
la cubique gauche déjinie par les six points fixes. 
Elles constituent le système des génératrices qui 
coupent en deux points la cubique gauche. 

5. Parmi les couples de points 78, on peut considérer, 

par exemple, celui que fournissent les quatrièmes points 

d'intersection de la biquartique C avec les plans ia3 

et 456. Par suite : 

Huit points réciproques d'une biquartique sont tels 
que deux quelconques d entre eux sont conjugués des 
quatrièmes points ou la courbe rencontre les deux 
plans déterminés par les six autres points, pris trois 
à trois d'une manière quelconque. 
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6. Oil voit que si cinq de ces points sont fixes, le 

plan des trois autres passe par un point fixe de la bi-

quartique. 

7. Etant donnés, sur une biquartique C , huit points 

réciproques i , a, 3, 47 5, 6, 7 et 8, supposons que par 

les quatre premiers on fasse passer une quadrique qui 

coupe la courbe en quatre autres points, i ' , 2', 4'. 

Soient de même 5', 6', 7 'el 8' quatre points de la courbe 

formant un octuple réciproque avec les points 5, 6, 7 

et 8. Désignons par a, [3, et! et ¡3' les points où la courbe C 

1 encontre les plans 123, 067, i '2'3' et S '&y ' . D'après(5 ), 

les couples aj3, aa' et (3[3'sont respectivement conjugués 

des couples 48, 44' e t 88' ; il en est donc, d'après ( 3 ) , 

de même des couples a' ¡3' et 4'8'. Par suite (5) , les huit 

points 1', i f , Z', 4', 5', & , 7' et 8' sont réciproques. D'où 

Je théorème suivant : 

Siy sur une biquartique gauche 
1 2 3 4 5 6 7 8 

1 2 3 4 1' 2' 3' 4' 

5 6 7 8 5' 6' i 8' 

sont trois oc tup les réciproques, il en est de même de 
Voctuple 

r 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8'. 

8. Parmi les nombreux cas particuliers de ce théo-

rème, je me contenterai d'énoncer le suivant : 

Soient aha2azarty b{ b2b3b/t et chc2c^cri les points ou 
une biquartique gauche coupe trois plans P̂ , P̂ , Pc. 
Les plans P<, P2, P3 et P4, définis respectivement par 
les triples aKbKcK, a2b2c2y et a^b^Crn coupent 
la courbe en quatre autres points dKd2d3 et c/4 situés 
dans un même plan Pj. 
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9. Je me bornerai à signaler l'analogie de ces pro-

priétés des biquartiques gauches avec des propriétés 

correspondantes des cubiques planes. 

[D l b ] 

SUR LE DÉVELOPPEMENT ftE * * Ei\ SÉRIE ORDONNÉE 

SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS DE LA VARIABLE; 

P A R M . F . G O M E S T E I X E I R A , 

Directeur de l'Académie polytechnique de Porto. 

Dans un article Sur le développement des fonctions 
en série ordonnée suivant les puissances du sinus et 
du cosinus de la variable, publié dans le Journal de 
Crelle-Fuchs (t. C X V I , p. 14), nous avons donné, pour 

le développement des fonctions x2m
 et x2mJr* suivant 

les puissances de sin.r, les formules suivantes : 

x'îm = sin2/wa? 

0> 

sm 

( 2 / / l + [ ) ( 2 m + 2 ) 1 

sin4.r 
( 2 m -h 1 ) . . . ( 2 ni -4- 4 ) 

s i n 6 . 7 7 - 4 - . . . j , 
S(3) 

( 2 ni -f-1 ). . .{'2 m -f- 6 ) 

r2m+l _ sjn2/;/ + l x , + sinîx ( 2 m -h 2 ) ( 2 ni -h 3 ) 

( 2 ) ' 
(2 ni H- 2 ) . . . ( 2 m + 5) ' 

Q ( 3 ) 

{un -4- 2). . . ( 2 m 7 ) 

qui ont lieu quand on a ] s i n x | < 1. Dans ces formules, 
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représenle la somme des combinaisons des nombres 

22, G2, ('2 a 2)2, 

pris b à b, et la somme des combinaisons des 

nombres 
i*, 32, 52, ( 2a - i ) 2 , 

pris aussi b h b. 
Nous avons employé pour obtenir ces formules une 

méthode fondée sur la théorie des intégrales prises entre 

des limites imaginaires. Ici nous allons voir comment on 

peut les vérifier au moyen d'une méthode élémentaire. 

Je remarque, en premier lieu, qu'on démontre, d'une 

manière très simple, la possibilité du développement 

de x-m
 et x2m+l

 en série ordonnée suivant les puis-

sances de sino: en partant de l'égalité connue 

1 . , 1.3 . 
x — s inx - î sinJ3? H sin5.R - f - . . . , 

2.3 2.4.5 

où 1 s i n x | < 0 • 

On sait, en effet, par un théorème bien connu, rela-

tif à la multiplication des séries, que le second membre 

de l'égalité 

il- 1 • , 1.3 y 
xk = f sin^ H • sin*x H : sind¿r -h. . . \ 2.3 2.4.^ / 

peut être développé en série ordonnée suivant les puis-

sances de s i n x . 

Cela posé, je suppose que la formule ( i) ait lieu quand 

l'exposant de x est égal à i(jn — 1 ) et je vais démon-

trer qu'elle a encore lieu quand l'exposant est égal à 

2 m. Dans ce but, je pose 

relation où l'on n'écrit pas les termes de degré impair, 
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parce que la valeur de x 2 m ne varie pas quand on change 

x en — x, et je dérive deux fois les deux membres de 

cette égalité. Il v ient 

?.m(ini-— i)x 2 r n- 2  

= — [imA2m sin2wa? + ( m - h 2) A2m4-2 sin2m+2a; 
-4-(a ™ 4-4)A2 m+4 sin2'»+*;r 4-. . .] 

4 - ( I — sin2^)[2/?i(2m — I ) A 2 / N sin2w_2a7 
H-(2m 4- 2)(am -1- i) A2,n+2 sin2,,ta7 4- . . .]. 

Si Ton pose dans cette identité 

Â2W_2 sin2w-23? -f- A 2 m sin2'».r 4 - . . 

on trouve les égalités 

2 m ( i m — i ) À 2 „ i = 2 m{-im — i ) A ' 2 m_2, 

— '¿MAJF F L + ( 2 / N -f- 2 ) ( 2 - f - I ) A 2 / / Î + 2 — 'im{'im — I ) A 2 , „ 

= im(im — i ) A 2 

( 2 M H- 2 ) A2,N-+-2 -H ( 2/JL -H 4 ) ( 2 M -7- 3 ) 

— ( 2/?l -H 2)(2m + l) Aom + 2 
— im{im — i ) A j m + 2 , 

qui donnent 
A 9 m — A 2 

— ( 2 M ) 2 A 2 M -h ( 2 M -h 2 ) ( 2 M 4 - 1 ) A 2 M + 2 

— 2/?l(2 W — l) A'2//n 

— { i m - h 2 ) 2 A 2 / w + 2 - h ( 2 / ? i 4 - 4 ) ( 2 / / i 4 - 3 ) A î / w + 4 

= 2 / « ( 2 / N — I ) A ' 2 M + 2 , 

— ( i m 4 - 4 ) 2 A 2 / w + 4 + ( 2 / n + 6 ) ( 2 f f i + 5 ) A 2 / w - h 6 

= 7.m(im — i) A 2 m + 4 , 

/ - ( 2 W + 2V)*A Î / M + 2 V 

( 3 ) ! + ( 2 / n + 2 V + 2 ) ( 2 » H - 2 V + l ) A î m + ! v + ! 

= 2 //l ( 2 m 1 ) A 2 m+2V? 

Mais$ comme nous supposons que la formule ( i ) a 

l ieu quand l 'exposant de x est é g a l a i (m—i), nous 
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avons 
A 2 m- 2 ~ Î 5 

A; 
O<V 

2 //l+2V " ( 2 m I ) 2 TYl ( 2 -f- I ) . . . ( 2 Tïl -f- 2 V ) 

et nous pouvons donc calculer A 2 m f A 2 / W f 2 , A 2 m + 4 , . . . 

au moyen des formules antérieures. 

Les valeurs qu'on obtient de cette manière pour les 

coefficients A w , A 2 w + 2 , A . . . coïncident avec les 

valeurs des coefficients de la formule ( i) . Pour nous 

rendre compte de cette circonstance dans toute sa gé-

néralité, supposons qu'elle ait lieu pour le coefficient 

A2m+2v> c'est-à-dire que l 'on ait 

(im - t -\){ im -t-2) . . (2/?i-+-2v) 

La formule (3) donne alors 

(2 m -f- i ) . . . ( 2 m -4- 2 v 2 ) 

Mais si l 'on a égard à la siguiiication des symboles 

S j ^ ï v ^ S^+sv+a» o n v o i t q u e 

- r ^ W + a v ) ' dz/n+SV = 2̂m-t-2V-K> • 

Donc on a 

A2 
( 2 m 4- i ). . . ( 2 m H- 2 v -h 2 ) 

et l'on voit que la valeur de A 2 m + 2 v + 2 coïncide encore 

avec la valeur du coefficient de s in 2 m + 2 v + 2 . r dans la for-

mule ( i) . 

A u moyen de l'analyse qui précède, on voit que la 

formule ( i) a lieu pour l'exposant 2m si elle a lieu pour 
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l 'exposant i ( m — i ) , et, par conséquent, si elle a lieu 

pour la fonction x 2. Mais cette formule, en y posant 

m = i et en remarquant que 

donne la formule connue 
2 * • , 2.4 i . e 

x 2 = sin2# -h - • - sin+# -H — • - sin6x -h. . .. 
3 2 3. 3 

La formule (1) est donc démontrée. De la même ma-

nière, 011 véri lie la formule (2) . 

O n tire de l'égalité (1), en la dérivant par rapport 

â x, 

r2//i-i r Qii) 
- = sin*'«-!-1 - ' 2 W f 2 

L 
— sin* a? -h . . . . 

( 2 m H- 1 ) . . . ( 2 m -4- 3 ) J 

1 m -h 1 
2 ) ~ 2 m + 

De l'égalité (2) , 011 tire aussi 

= sin5/"jr f" 1 -H Sf-1//,4~3 sin1 j? 
C O S . T 2 fil H— 2 

$ ( 2 ) 
2 t>l + ô 

( 2 /?i -h 2 ) . . . ( 2 4 ) ' 

[ L 1 1 0 b , L 1 1 0 c ] 

SUR LES CORDES NORMALES DE LA P A R A B O L E ; 

PAR M. M. D'OCAGNE. 

1 . Soit M, M2 une corde d'une parabole que nous 

supposons normale en M, à cette courbe. Proposons-

nous d'abord de voir comment les coordonnées x2 etj^2 

du pointvM 2 sont liées aux coordonnées xt et y , du 

point ¡Mf. 



( 375 ) 
La parabole étant supposée rapportée à sou axe et à 

sa tangente au sommet, ou a 

(0 

(a) y\ ipx2. 

Le point (.r2 , y ? ) étant sur la normale en ( j 1 , , / , ) , 

011 a, en outre, 

(3) P ( f 2 — 3?i)= O. 

Eliminant x , et entre ces trois équations, on a 

(ri -*-/>(r*-ri)= 

ou, en supprimant la solution j 2 — y \ = r> qui donne 

le point M , , 

(/2 + 7 i ) ~ -+-/> = O, 

d'où 

(4) 

ou, eu égard à (i), 

<ï) r , = _ H £ Î £ l ± £ > . 
r i 
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Cette dernière équation peut s'écrire 

Zl = _ 
•ip yx 

ou, en vertu de (2), 

J2 ~ Vi ' 

d'où, en remplaçanty
2
 par sa valeur tirée de (4')? 

(5) y\ 
ou, eu égard à ( Ï), 

(5') = 
37, 

2. Calculons maintenant l'angle 6 que font les tan-

gentes en Mj et en M2 à la parabole. Ces tangentes fai-

sant avec l'axe de la courbe des angles dont les tan-

P P 
gentes sont respectivement ~ et -y<> 011 a 

tangO = 
JL — JL. 
y\ y* _ p(y*—y\) 

l , P2 

r i r * 

Or, la formule (4') donne 

v9 — Yi — y 1 —  :  

J  J y 1 ri 

ou, eu égard à ( 1 ), 

ipjlXi-hp) 

et 
yiyi-^-P2 = — = — />(aari + /î). 
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DoilC 

(6) tangG = — • 
y i 

Remarquons qu'eu vertu de ( i) cette formule peut 
s'écrire 

(6') tang6 — — > 
a-i 

ce qui montre que l'angle des tangentes en M1 et M2 à 
la parabole est égal à Vinclinaison sur Vaxe de la 
droite qui joint le point M| au sommet. 

3. Cherchons la longueur / de la corde Mj M2 . Nous 

avons 

/ = y/{xx — x2)* -h (yt —y2 )' 2, 

ou, en vertu des formules (4) et (5'), 

V y'i 

ou, en tenant compte de (i) , 

/ / . / P L  lP ' }  X\ P 7 

ou encore 

(7) ' / = < £ ± Z i t 
pxs 

Si l'on rapproche cette formule de l'expression connue 

du rayon de courbure R en Mt, 
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on arrive à eetle curieuse relation 

Le rapport du rayon de courbure en INJ « à la corde 
normale correspondant à ce point est égal au rapport 
de Vabscisse du point M* au paramètre. 

i. A titre d'applications des formules précédentes, 

nous allons trailer divers problèmes de minimum rela-

tifs aux cordes normales de la parabole. D'abord celui-ci : 

Trouver la corde normale de longueur minimum ? 

Si la normale en M 2 à la parabole coupe en D la per-

pendiculaire élevée à M { M 2 par le centre de courbure C , 

c 'est-à-dire la normale à la développée, on a, d'après 

une formule connue, en appelant s l 'angle de contin-

gence en M , , 
dl =-- C D . Î . 

P o u r l a c o r d e m i n i m u m , o n d o i t d o n c a v o i r 

CI) = o. 

Or, la normale en i\l2 11e pouvant coïncider avec la 

normale iNL M 2 eu M< ? C D ne peut être nul que si le 

point C coïncide avec le point M2 ( { ) , c 'est-à-dire si 

R r=r /. La formule (8) donne, dès lors, 

xi — p. 

f.e point M, correspondant a pour abscisse le para-

( l ) Cette propriété est, on le voit, absolument générale. Elle peut 

s'énoncer ainsi : Si la normale en M, à une courbe quelconque ren-

contre, en outre, cette courbe au point M2, le segment M M est 

minimum si le point Ma est un des points de rencontre de la courbe 

et de sa développée. 
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mètre. Autrement dit : Le point M< se trouve sur la 
perpendiculaire à l'axe menée par le centre de cour-
bure répondant au sommet. 

5. Résolvons maintenant eet autre problème : 

Trouver la corde normale qui détache sur la para-
bole Varc de longueur minimum ? 

En appelant d<r la différentiel le de cet arc, dsi et ds2 

les différentielles des arcs comptés d'une origine quel-

conque aux points M, et M 2 , on a 

d<7 = ds{ — d$<» 

= (M,C — MjD)s. 

Donc, pour l'arc minimum, on doit avoir 

Mi G = M21>, 

ou, puisque l'angle C M 2 D est égal à l'angle M, T M 2 , 

ou 8, comme ayant ses côtés perpendiculaires, 

H = — — ' 
cosu 

c'est-à-dire 

Tirant la valeur d e — ^ — d e la formule (8), celle de 

( os8 de la formule (6), on a 

P — x i = J'\  x1 

ou, en tenant compte de (i) , 

(p — xrf _ Xj 

X| ).p-h Xt 
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Toutes réductions faites, cette équation devient 

— ip — o, 

d'où 

Le point correspondant a pour abscisse les § du 
paramètre. 

La formule ( i ) donne 

/3 
puis la formule (6) 

tangO — \/3. 

Dans ce cas, Tangle 9 est égal à 6o°. On peut donc 

dire, puisque l'angle M, M 2 T , sous lequel la corde M< M2 

coupe la parabole en M2 , est le complément de 8, que la 
corde normale détachant sur la parabole l'arc de lon-
gueur minimum rencontre la courbe sous un angle 
de 3o°. 

En vertu de la remarque qui termine le n° 2, on voit 

aussi que, dans ce cas, la droite joignant le point 
au sommet est inclinée à 6o° sur Vaxe. 

6. Occupons-nous enfin de ce problème : 

Trouver la corde normale qui détermine, avec la 
parabole, le segment d'aire minimum. 

Si S est cette aire, on a, en appelant M', M!, la corde 

normale infiniment voisine, qui passe (aux infiniment 

petits d'ordre supérieur près) par le centre de cour-

bure C , 
î/S = aire M, M 2 C — aire M', M'a C 
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Donc, pour le segment d'aire minimum, 

CM, = CM,, 
ou 

/ = 2R. 

Dès lors, la formule (8) donne 

ce qui montre que le point M, est sur la perpendicu-
laire menée à Vaxe par le foyer. 

Nous retrouvons ainsi un théorème que nous avons, 

dans une précédente Note (*), obtenu par une tout 

autre voie. 

CORRESPONDANCE. 

M. M., (Paris). — « Dans un article, qui vient de 

paraître page su 5, M. d'Ocagne trouve, pour un point 

M d'une conique, un cercle osculateur qui coupe cette 

courbe au même point V que la normale en M ; il 

démontre alors, après Ossian Bonnet, que IVIV fait avec 

les axes de la conique des angles de 45°. 

On arrive à ce résultat en quelques mots et sans 

( aïeuls de la manière suivante : 

La corde MV et la tangente en M à la conique sont 

également inclinées sur les axes de cette courbe, et, 

comme ces droites sont rectangulaires, elles font avec 

ces axes des angles de 45°. 

On peut ajouter que, réciproquement : lorsque la 
normale d'une conique fait des angles de 45° avec les 

(') N. A., 3e série, t. XV, p. 2i5. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV. (Juin 1896.) 1 9 
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axes de cette courbe, le centre de courbure correspon-
dant à son pied est le milieu de la corde interceptée 
par la conique sur cette normale. » 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 662. 

(1863, p. 336.) 

2S étant l'aire d'un quadrilatère sphérique inscrit; 

c, d les côtés; ip le périmètre ; on a 

. S 
sin 

/ sin 

Va" 
p— a . p — b . p — c . p — d 
- sin sin - sin — 

2 m / a b e d 
cos - cos - cos - cos — 

2 2 2 2 

p p — a — b p — a — c p — a — d 
cos — cos cos cos  

S a / 2 2 2 2 
cos - = 

2 % / a b e d 
cos — cos — cos - COS — 

2 2 2 2 

( G R U N E R T ) . 

S O L U T I O N 

P a r M . I I . B r o c a r d . 

Il existe, comme on sait, des relations remarquables entre 
les côtés a. c, d et les diagonales m, 11 d'un quadrilatère 
plan inscriptible. On a ainsi 

mn = ac -h bd 
et 

m ad -h bc 

n ab -h cd 

La première a été découverte par Ptolémée; la seconde a 
été signalée en 1831 par Ernest-Guillaume Grebe dans son 
Ouvrage*: De quadrilatero circulari observationes quœdam. 

On a étendu ces formules aux quadrilatères sphériques in-
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scriptibles, et pour y parvenir, on a profité des propriétés des 
projections stéréographiques. C'est ainsi que M. Collète a ob-
tenu les formules 

. m . n . a . c . b . d 
sin — sin — = sin — sin — h sin — sin —, 

2 2 2 2 2 2 

. m . a . d . b . c 
s i n — sin —sin b sin —sin-

2 2 2 2 2 

. n . a . b . c . d 
sin— sin —sin h sin-sin — 

2 2 2 2 2 

qu'il a énoncées et démontrées dans les Nouvelles Annales, 

1849, P- 44o. 
La première de ces formules trigonométriques nous servira 

dans ce qui va suivre. 
Considérons sur la sphère un quadrilatère inscrit ABCD 

dont les côtés AB, BC, CD, DA sont respectivement représen-
tés par a, c, d et les diagonales AC, BD par m, n. Faisons 
la projection stéréographique de ce quadrilatère en prenant 
pour point de vue l'extrémité I du diamètre A a l du sommet 
A. Nous aurons ainsi un quadrilatère mixtiligne abcd dont les 
côtés ab, ad sont des droites et les côtés bc, cd des arcs de 
cercle convexes. Les points A, B, C, D étant sur une circon-
férence, il en sera de même des quatre points a, 6, c, d. Il est 
essentiel aussi de rappeler que les angles sont conservés. Con-
sidérons à part ce quadrilatère inscriptible abcd. Prolongeons 
les arcs de cercle c¿>, cd jusqu'à leur rencontre en g qui se fait 
d'ailleurs sur la diagonale ac et joignons bd, bg, dg, cb et cd. 

Menons aux arcs bc, cd des tangentes à leurs extrémités. On 
déterminera ainsi deux points e, f . Posons 

A n - B - t - C - f - D — 2 S. 

Nous aurons, dans l'hexagone abecfd, 

A + B + 6 + G H - / - h D = 2 r f ( 6 — 2 ) = 8 * ; 

par suite 

Remarquons maintenant que dans les triangles isoscèles ebc 
et dfc, on a 

i ( l — e — lebc — ibgc et — / = idcf = 2 dgc. 
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Par conséquent, f\ d — ( c + / ) = ibgd\ il en résulte S = bgd. 

• . . . « i • bgd bgd 
La question est ainsi ramenee a calculer sin — — e t c o s — — • 

Or, dans le triangle rectiligne bgd, on a 

2 2 2 

bd = bg -+- dg —ibg.dg cos bgd. 

S 
Remplaçant cos bgd = cos S par i — 2 sin1— > on en tire 

• , S _ bd* — {bg — dgV __ (bd - 4 - dg — bg) (bd - 4 - bg — dg) 

2 ~ 4 bg.dg ~~ " 4 bg.dg 

Pour calculer bd, bg et dg, et avoir leurs expressions en 
fonction de a, c, d, m et /¿, rappelons que, par suite de la 
relation géométrique des deux figures, on a 

. n b c 
sin — cos - cos -

bd =  :—-,, bg — - , dg = -, • 
a d a . m d . m 

cos —cos— cos - s in— cos —sin — 
2 2 2 2 2 2 

On multipliera haut et bas les valeurs de ces trois lignes, 
. ni d. a , . .. .,, .. , 

respectivement par sin — , cos — et cos — pour établ ir l éga l i té 

des dénominateurs, et l'on substituera dans l'expression de 

sin2 — qui deviendra ainsi 
2 

( / . m . 11 a c b d 

( sin — sin h cos — cos cos - cos -
\ 2 2 2 2 2 2 

j / . m . ri b d a c\i 
I x ( sin — sin b cos - cos — — cos — cos - Il 
' \ 2 2 2 2 2 2 /1 

S 
s in' — = 

2 a b c d 
4 cos — cos - cos - cos 

2 2 2 2 

Mais le quadrilatère étant inscriptible, on peut éliminer 

sin ~ sin ^ en profitant de la relation énoncée au commence-
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ment de cet article. Le premier facteur deviendra ainsi 

a . c . b . d a c b d 
sin — sin — h sin - sin h cos - cos cos — cos — 

2 2 2 2 2 2 

a — c b -h d 
— cos cos 

2 2 

. a — c -4- b -4- d . b -4- d — a + c 
— 2 sin sin 

4 4 

. p — c . p — a 
— 2sin~ sin-* * 

2 2 

en posant ^ p . 

On aura de même, pour l 'autre facleur, 2 sin ——— sin — • 
2 2 

On en conclut 

. p — a . p — b . p — c . p — d 
sin L sin i sin i s,n.' 

. . O 2 2 2 2 
sin5 - — 

2 a b c d 
cos - cos - cos - cos — 

2 2 2 2 

C . Q . F . D . 

Pour établ ir la seconde formule énoncée, il suffit d'écrire 

S . , s (bfr-^dgY-bd 
cos — — 1 — sin2— = 

2 4 bg.dg 

_ ( bg -+- dg -f- M ) ( -4- dg — bd) 

4bg.dg 

Mais d'après les développements ci-dessus, on trouve, à un 

facteur près, 

7 , a — c b — d 
bg -v- dg -4- bd = cos —-—• -h cos — - — 

a -r- b — c — d a -4- d — c — b 
— 2 cos cos 

2 2 

p — c — d p — c — b 
= 2 c o s - c o s y 

2 2 

, . . , ci — c b -h d 
bg -4- dg — bd — cos h cos 

2 2 
a b c d a -+- c — b — d 

— 2 cos cos 
2 U 

p p — b — d 
— 2 cos — cos 

1 2 
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On a donc en définitive 

p p — b — d p — c — d p 
: i P A C i <> A c

 J

 n n c
 1 

cos- — 

0 COS -—COS- cos cos j 
3 Si 1 2 
i a b e d 

cos — cos — cos - cos — 
1 1 1 1 

formule qui ne diffère pas de la proposée, car, en vertu de la 

relation ip = a -h b -f- c H- d, on peut , sous le signe cosinus, 

remplacer les angles p — c — d, p — c — 6, p — b — d respec-

tivement par — (p — a — b), — (p — a — d), — (p — a — c). 

C . Q . F . D . 

Question 1032. 
(1871, p. 335.) 

Trouver trois nombres en progression géométrique tels 

que chacun d'eux, augmenté d'une unité, donne un carré. 

( A . M A R T I N . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . I I . B r o c a r d . 

Les équat ions du problème sont 

( i ) x = a- — i, 

( i ) xy — b~ — i, 

( 3 ) xy*=c 2 — i. 

On en dédu i t 

- y ï 

c'est-à-dire que doit être un carré. 1 a2 — i 
Les valeurs de c, a et y , qui vérifient cette équat ion , sont 

faciles à trouver. Il suffit d'écrire la suite des nombres (c2 — i), 

3, 8, i5, 24, 35, . . . , et, au-dessous de chacun d 'eux , les quo-

tients de leur division par les précédents. Les carrés qui se 

t rouvent parmi ces quotients ont pour valeurs 16, 36, . . d ' o ù 

l'on dédu i t y — 4, 6, . . . . Les diviseurs correspondants ayant 

pour vàleurs « 2 — 1 , expr iment les valeurs de x. Nous avons 

donc un système de solutions des équat ions (1) et ( 2 ) : x = 3, 
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y = 4; x = 8, y — 6. Or. de l'équation (2) on tire 

Ainsi la différence entre x et y doit être égale au moins à 2. 
On en conclut que le premier groupe de valeurs ne saurait 
convenir. Le second vérifie l'équation (3) comme on peut s'en 
assurer, et l'on a 

x = 8 — 3 2 — i , 

xy = 48 = 7 2 — 1, 

xy 2 = 288 = 1 7 2 — 1. 

Notons en passant que le produit de ces trois nombres est 
un c u b e : x 3y 3 = /¡S 3. 

On peut remarquer que xy et xy 2 sont de même parité 
que x. Si donc, par exemple, x est pair, on en déduira 

x = '¿p — a 2 — 1, 
d'où 

et par suite 

x — 4 n ( t i -h 1 ) = 8 m . 

Les valeurs paires de x sont donc toutes renfermées parmi 
les multiples de 8. La question revient donc à résoudre les 
trois équations 

8 m = a 2 — 1, 

8 my = b 2 — 1, 

8 my 2 — c2 — 1, 

ou à chercher les multiples de 8 qui répondent au type géné-
ral S m —a 2—1, car cela a lieu pour les deux premières 
équations, et la troisième peut s'écrire 8 uy — c 2—1. 

Ces multiples ont pour valeurs 

8, 16, 24, 32, 4o, 48, 56, 64, 
l 3 « - i , 5 2 - i , 72 — 1 » 

f K 1 72, 80, 88, 96, 104, 112, 120, 128, 
( A ) j 

! i36, 144? i52, 160, 168, 176, . . . , 

\ i32 — 1. 

Gomme on l'a vu plus haut, on a pour tous leâ nombres 
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impairs, (2/1 -h i)* — 1 = M8, et pour n = o, 1, 2, 3, . . ., on a, 
pour les valeurs de m, les nombres 

(B) o, 1, 3, 6, 10, i5, 2 i , 28, 36, 45, 55, . . . . 

Ainsi les seuls multiples de 8 à considérer et qui soient les 
valeurs de x sont les suivants : 

(C) o , 8, 24, 48, 80, 120, 168, . . . . 

Il en résulte que y et y2 doivent se trouver parmi les 
nombres (B). Mais les valeurs de 8my se trouvent nécessaire-
ment dans la série (A). Il faut donc chercher ceux de ces 
nombres dont les carrés se trouvent dans la même série. Gela 
a lieu, par exemple, pour le nombre 6 dont le carré est 36. 
Ainsi x — 8, y — 6 satisfont à ces équations. 

Lorsque x est impair, xy et xy2 sont impairs; a, ¿>, c sont 
donc pairs. Soit donc a —m; on aura x = 4 n 2—1. x se 
trouve donc dans la série des nombres 

(D) 3, i j , 35, 63, 99, 143, 1 gS, 2 5 5 , 323, . . . , 

parmi lesquels doivent figurer également xy et xy2, mais ces 
nombres sont tous le produit de deux nombres impairs consé-
cutifs qui ne peuvent avoir de diviseur commun. Par consé-
quent, il n'existe pas de solution dans l'hypothèse de x impair. 

Question 1641. 
(1892, p p . 31* et 46*.) 

Si un cercle a pour centre un point d'une hyperbole 

équilatère et passe par le symétrique de ce point par rap-

port au centre de Vhyperbole, il coupe cette courbe en 

trois autres points qui sont les sommets d'un triangle 

équilatéral. L E M A I R E . 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E E T T R A N S F O R M A T I O N 

P a r M . M a n n h e i m . 

Le numéro de mars 1896 renferme une bonne vérification 
analytique de ce joli théorème, mais elle ne permet pas de voir 
pourquoi il est particulier à l'hyperbole équilatère. INous ajou-



( 29< ) 
tons alors une solution géométrique ayant l'avantage de mon-
trer que ce théorème existe pour cette courbe parce qu'elle 
jouit de cette propriété : ses diamètres conjugués sont égale-
ment inclinés sur ses asymptotes. Cette solution n'emploie, en 
effet, que cette seule propriété. 

Soient m le point de l'hyperbole pris pour centre de la cir-
conférence, l le point diamétralement à m par lequel passe 

cette courbe, /?, q, r les points de rencontre de cette circon-
férence avec l'hyperbole. Les droites ql, qm étant deux cordes 
supplémentaires, sont également inclinées sur les -asymptotes ; 
les angles en c et d sont alors égaux. 

De même, les angles en e et y sont égaux. L'angle def est le 
supplément de la somme des angles en / et d, et l'angle cme 

est le supplément de la somme des angles en c et e. Gomme, 
d'après ce qui précède, la somme des angles en f et d est égale 
à la somme des angles en c et e, il en résulte que l'angle qlp 

est égal à l'angle qmp. Si l'on prend sur la circonférence les 
arcs qui mesurent ces angles égaux, on voit que l'angle qmp 

est le tiers de quatre droits. De même pour l'angle pmr\ 

donc, etc. 
La proposition en question, transformée par polaires réci-

proques, par rapport à la circonférence qui conduit à son 
énoncé, conduit au théorème suivant : 

On donne une parabole dont le foyer est f . D'un point c 

de la directrice de cette courbe, pris comme centre, on dé-

crit un cercle qui a pour rayon la distance de c au point e 
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milieu de cf. En plus de la tangente en e à la circonfé-

rence, il y a trois tangentes communes à ce cercle et à la 

parabole : ces droites forment un triangle équilatéral. 

La démonstration géométrique de cette propriété peut pa-
raître plus difficile à établir que celle du théorème proposé. 
Elle est pourtant tout aussi simple, puisqu'elle n'est autre 
que la transformée de la démonstration précédente. Pour 
obtenir cette transformation de démonstration, on doit avoir 
soin de transformer préalablement le théorème sur lequel elle 
est basée. Voici la propriété qui résulte de cette transforma-
tion : 

La droite, qui joint un point c de la directrice d'une 

parabole à un point arbitraire m de cette courbe, et la 

droite qui joint le point c au point de rencontre de la po-

laire de ce point et de la tangente en m, sont également 

inclinées sur les tangentes à la parabole qui sont issues 

de c. 

La démonstration directe de cette propriété est des plus 
simples. 

Question 1674. 
(189i, p . 4*. ) 

On considère tous les cercles tangents en un même point 

à une conique donnée. Lieu du pôle de la seconde corde 

d 1 intersection du cercle et de la conique par rapport à la 

conique. ( A N D R É C A Z A M I A N . ) 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E 

P a r M . M a n n h e i m . 

Quel que soit le cercle, on sait que cette seconde corde a 
toujours même direction. Donc son pôle est sur le diamètre 
conjugué à cette direction. 

S O L U T I O N 

P a r M . E . - N . B a r i s i e n . 

Prenohs pour axe des x la tangente, et pour axe des y la 
normale au point donné de la conique donnée. L'équation de 
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la conique peut donc s'écrire 

(1) Aa?2-t- iBxy -i- Gjr2H- 2 E / = o. 

L'équation d'un cercle tangent à la conique à l'origine est 

( 2 ) — i k y — o. 

Multiplions l'équation (2) par A, et retranchons-la de (1), 
on trouve 

y[iBx-h(C — A ) J - 4 - 2 ( E - + - A A-)] = 0 . 

Cette dernière équation représente donc deux droites pas-
sant par le point d'intersection de laconique (1) et du cercle (2). 
L'une des droites est l'axe des x. 

La seconde corde d'intersection a donc pour équation 

(3) ?.Bx-h (C — A)y -4- 2(E h- AA-) = o. 

La polaire d'un point (a, ¡3) par rapport à la conique (1) a 
pour équation 

( 4 ) ( A A - + - B P ) A R + ( B A - T - E P = 0 . 

Identifiant (3) et (4), on obtient 

A a + B p _ Ba -f- C ¡3 H- E _ Eft 
2B ~ C — A ~ 2(E + AÂ')' 

On aura le lieu du point (a, p) en éliminant k entre ces deux 
dernières équations. 

Or, les deux premiers rapports étant indépendants de k, 
l'élimination se trouve toute faite. Le lieu est donc la droite 
ayant pour équation 

(5) a [ A ( A - G ) + 2B«] + B(A + C) £-+-2EB = o. 

Si A -+- C = o, c'est-à-dire si la conique donnée est une hy-
perbole équilatère, l'équation (5) devient 

_ EB  
a ~ A^-f-B*' 

C'est une droite parallèle à l'axe des y. 
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Question 1701. 

( 1 8 9 8 , p . 38*. ) 

Le lieu géométrique des points milieux des cordes d'un 

limaçon de Pascal, qui sont vues du point double réel sous 

un angle droit, est une circonférence. ( A . D r o z . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . E . - N . B a r i s i e n . 

Considérons l'équation polaire du limaçon de Pascal 

/• != a + é cos0. 

Soit OA un rayon vecteur passant par le point double O. 
Alors 

OA = a -t- b cos 6. 

Le rayon vecteur perpendiculaire OB a pour expression 

OB = a — ¿sin 6. 

De sorte que les coordonnées {xxyx), (x$y2) des points A 
et B sont 

^ xx — (a -h b cos G) cos6, x* = — {a — 6 sin 6) sin 6, 

) yi = {a H- b cos6) sin 0, y2 = (a — b sin 6) cos 6. 

Les coordonnées du milieu de AB sont, par suite, 

2X = xt -h- x2 = a( cos 6 — sin 0) -4- b, 

y. Y = y\ -r-yi = a{cosô -+- sin 6), 
ou 

'x \ — b — a (cos G — sin G), 

2 Y — a (cosô 4- sin G). 

Elevons au carré et ajoutons ces deux équations; on trouve 
immédiatement que le lieu du milieu de AB est le cercle qui a 
pour équation 

( 2 X — 6)2-4- 4 Y2 = 2tt2. 

Autre solution de M. A. D a r d e s . 
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Question 1702. 
( 1895, p. 38*. ) 

Soient A B et A 'B ' deux diamètres d'une hyperbole équi-

latère et G un point quelconque de cette dernière : les 

deux triangles A A 'G et BB 'G sont orthocentriques. 

( A . D R O Z . ) 

Cette propriété est la conséquence de la suivante, bien con-
nue : 

L 1 orthocentre de tout triangle inscrit dans une hyper-

bole équilatère est situé sur cette courbe. 

Or, la hauteur du triangle CAA' issue de C se confond avec 
la hauteur du triangle CBB' issue de C, puisque AA' et BB' 
sont parallèles. 

Le point H, orthocentre commun aux deux triangles, est 
donc situé au second point d'intersection de la hauteur com-
mune aux deux triangles avec l'hyperbole. 

Autre solution de M . A. D a r d é s . 

1731. Soient n et k ^ n deux nombres entiers positifs et po-

sons, en désignant par E le plus grand nombre qui ne 

n 
surpasse pas 

S O L U T I O N 

p a r M . E - N . B a r i s i e x . 

QUESTIONS. 

— e , ) ( . - e 3 ) . . . ( i - « ; , ) , 



( *96 ) 
converge vers une limite déterminée pour n — oc, limite qu'on 
peut exprimer par le produit infini 

1732. Étant donné un triangle ABC, rectangle en A ; sur les 
trois côtés BG = a, GA = b, AB = c, pris comme diamètres, 
on décrit les circonférences 7ia, izc. Les trois demi-circon-
férences supérieures comprennent entre elles deux lunules, que 
nous désignons par l et /'; les trois demi-circonférences infé-
rieures forment entre elles un triangle curviligne et un seg-
ment biconvexe, que nous représentons par t et s. 

Prouver que : 
i° La somme /-+-/' des deux lunules est équivalente à la sur-

face \bc du triangle rectangle (théorème connu d'Hippocrate 
de Ghio) ; 

'à° La différence t — s entre le triangle curviligne et le seg-
ment biconvexe est aussi équivalente à la même surface \-bc ; 

3° Les centres de gravité des deux surfaces / -h t — s sont 
situés sur la perpendiculaire élevée par le milieu de l'hypo-
ténuse a, symétriquement placés par rapport à cette droite, 
et à une distance d'elle égale au huitième |7ra de la circonfé-
rence décrite sur l'hypoténuse comme diamètre. 

3e série, t, X I I , 1893, Table spéciale des Exercices. Les questions 

1569 et 1659 sont indiquées comme résolues toutes deux à la page 53*. 

Or la question 1569 figure seule à cette page, et la question 1659 n'a 

été proposée qu'en 189.̂ , page 1*. 

3e série, t. XV, 1896, p. 96, ligne 9 en remontant, au lieu de <, 

lisez 

Page 151, ligne 16 en remontant, au lieu de f(v), lisez f{ o). 

Page 19V), remplacez les signes -t- par x . 

2 

et dont la valeur numérique est 

o,4545io i35a 

( G . D O S T O R . ) 

E R R A T A . 
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[ I 2 5 b ] S I R LES NOMBRES P A R F A I T S ; 

P A R M . C . B O U R L E T , 

Professeur au lycée Henri IV. 

J'ai fait le présent Travail sans connaître les travaux 

qui ont paru sur ce sujet} je savais, seulement, qu'on 

avait démontré que tous les nombres parfaits pairs 

étaient compris dans la formule 

2«+i _ i). 

C'est en cherchant à retrouver ee résultat, que j 'ai été 

amené à faire cette petite étude. 

Vérifications faites, j'avais retrouvé presque toutes 

les propriétés connues des nombres parfaits. De plus, 

j étais amené à augmenter les restrictions dans la re-

cherche des nombres parfaits impairs. Mes démonstra-

tions sont nouvelles, à ce que je crois du moins, et, 

comme cette étude a été faite d'un seul jet, il y a une 

certaine unité d'exposition qu'on n'obtient pas lorsqu'on 

rapproche les démonstrations connues jusqu'à ce jour. 

Pour ces raisons, j 'ai pensé qu'il pouvait être intéressant 

de publier cette JNote. 

Comme le dit Edouard Lucas, « l'étude des nombres 

parfaits semble archaïque, mais il ne faut pas oublier 

qu'elle a donné naissance aux travaux de Fermât sur 

TArithmétique supérieure ». Un sujet qui a passionné 

des mathématiciens comme Euclide, Fermât, Descartes, 

Freniele, le P. Mersenne et bien d'autres, peut mériter 

encore quelque attention, ne serait-ce qu'au point de vue 

historique. 

Ann. de Mathemat., 3« série, t. XV. (Juillet »896.) 20 
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1. On appelle nombre parfait un nombre égal à la 

somme de ses parties aliquotes (c'est-à-dire de ses divi-

seurs plus petits que lui) . Un nombre est dit abondant 

(redundans) ou déficient (deficiens) suivant qu'il est 

plus petit ou plus grand que la somme de ses parties 

aliquotes. 

Dans la suite, nous désignerons toujours par <7(n) la 

somme des diviseurs du nombre n (y compris lui-même). 

On a donc 

xn = v(n) pour un nombre parfait, 

2/i<<r(/i) » abondant\ 

1 n >» cr ( n ) » défie ie n t. 

2. Je rappellerai d'abord quelques propriétés de la 

somme cr(?2). 

i° Si n, décomposé en facteurs premiers, est égal à 

011 a 

aa+i _ , ¿,[3+1 _ 1 cy+i _ 1 
<j( n ) = 7 a — 1 — 1 c — 1 

20 /> et q étant deux nombres premiers entre eux, on a 

3° a , c, . . . étant les facteurs premiers distincts 

du nombre n, 011 a 

La première inégalité est évidente, car on a évidem-

ment 
cr(n) > n. 

Pour prouver la seconde, écrivons 
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on en conclut, sans conteste, 

a b a(n) < n 
a — i b — i c — i 

d'où 

7 à ) > ( l - 1 a ) ( 1 - l ) ( 1 ' J c 

3. Ces propriétés rappelées, nous établirons, d'abord, 

quelques propositions générales sur les nombres parfaits, 

abondants et déficients. 

T H É O R È M E I . — Un nombre est abondant, parfait 
ou déficient suivant que la somme des inverses de ses 
diviseurs est plus grande que 2, égale ci 2, ou plus 
petite que 2. 

Soit, en eÜfet, n un nombre et soient 

1, cli, d-2, .... dk— 2, cl}{— 1. 11 

les diviseurs rangés par ordre de grandeur croissante. 

O11 a, comme on sait, 

di du-1 — n, do dk-2 — n, . . . ; 

011 a donc 

cr(/i) 1 d{ d* dk-i dk—\ 
n n n ' n ' ' ' n n  1  

ce qui s'écrit, à cause des relations précédentes, 

<r(n) 1 l _ + _ I _ L _ 1 I _ 4 _ I 

n n dk-2 1 " ' d2 dt ' 1 

Or - est plus grand que 2, égal à 2 ou plus petit que 1 

suivant que le nombre n est abondant, parfait, ou défi-

cient. 

T H É O R È M E 1 1 . — Tout nombre divisible par un 
nombre qui n'est pas déficient est abondant. 
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Supposons, en effet, que le nombre n admette comme 

diviseur un nombre abondant ou parfait. Soient i , 

0^,02, . . Oh- i i P les diviseurs de p. On aura, d'après 

le théorème I, 

<j(P) i i i i i 
p I 0! 02 p 

Or n, admettant p pour diviseur, admet tous les diviseurs 

de p. La somme des inverses des diviseurs de n est donc 

plus grande que la somme des inverses des diviseurs 

de /?, puisqu'elle est égale à cette somme augmentée de 

la somme des inverses des diviseurs de n qui ne divisent 

pas p . 

On a donc 

n p 

et, par suite, certainement 

n 

C O R O L L A I R E S . — Un nombre parfait, ne peut pas 
être divisible par un nombre parfait, autre que lui-
même. 

Un nombre parfait ne peut admettre que des divi-
seurs déficients autres que lui-même. 

T H É O R È M E I I I . — A , Z>, C , . . . étant les facteurs 
premiers distincts d'un nombre n qui n est pas défi-
cient , on a 

< *2 M ) H ) H ) 
Car, si le nombre n est abondant ou parfait, on a 

" < 1 , 

a(n)~ 2 
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Or on a aussi (2, 3°) 

done 

. < 

A P P L I C A T I O N . — Ce théorème limite la recherche des 

nombres parfaits ou abondants ayant un nombre donné 

de facteurs premiers distincts. 

D'abord, si I'uu des facteurs premiers est égal à 2 

l'inégalité précédente a toujours lieu. Ceci nous conduira 

donc, d'abord, à chercher les nombres abondants et 

parfaits qui sont pairs. 

Mais, si aucun facteur premier n'est égal à 2, il n'y 

aura qu'un nombre limité de combinaisons d'un nombre 

donné de facteurs premiers satisfaisant à l'inégalité. 

Ainsi : 

Parmi les nombres de la forme aab$ il n'y a que 
les nombres pairs qui puissent être parjaits ou abon-
dants, car l'inégalité 

n'étant pas vérifiée pour a = 3 , 6 = 5, n'est, a fortiori > 
vérifiée pour aucun couple de nombres premiers a , b im-

pairs, puisque, quand on augmente a ou b, l'expression 

( ' S ) ( ' L ) A U S M E N T E -

20 Parmi les nombres impairs de la forme aa¿PcY 
il ri*y a que ceux qui admettent l'un des trois groupes 
suivants de facteurs premiers 

5, 7, 

3, 5, 11, 

3, 5, 13, 

qui puissent être parfaits ou abondants. 



( 3°2 ) 
En effet, a, c doivent vérifier l'inégalité 

Coinine on a 

il faut, nécessairement, qu'un des facteurs soit plus 

petit (jiie donc égal à 3. Soit a — 3 ; on aura, pour b 

et c, 

( - i ) ( - ; ) < ! • 
Or on a 

(-:.)•>!• 
L'un des facteurs b ou c doit donc être plus petit 

(pie î i , donc égal à o ou Soit b — 5, on devra avoir 

U-iH' 
ce qui donne 

c < i 6 , 

et c ne peut prendre que les valeurs 7, 11 ou i3 . 

Si l'on prenait b = y, 011 trouverait qu'on doit avoir 

c << 8, ce qui donnerait c= 5 et l 'on retrouverait la 

combinaison 3, 5, 

3° Si, en suivant la même marche, on cherchait à 

déterminer toutes les combinaisons de 4 nombres pre-

miers impairs a, Z>, c, d, . . . vérifiant l'inégalité 

on trouverait un nombre liante mais considérable de 

combinaisons possibles. Il en serait de même si l'on 
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prenait un nombre plus grand de facteurs premiers 

distincts. 

4 . T H É O R È M E I V . — Tout nombre de la forme a 

a étant premier, est déficient. 

On a, en effet, 
__ t 

cr(aa) , 

a — i 

et l'on a, évidemment, 

1 — i 2 a* > , 
a — î 

ou 
2 aa+1 — 2 > a*4"1 — i, 

ou encore 

a a + 1 > 2«a— i. 

Car, a étant un nombre premier, 
& = 2, donc 

et, par suite, 
> 2 a* —i . 

C O R O L L A I R E . — Il 11 y a pas de nombre parfait n'ad-

mettant qu'un facteur premier. 

T H É O R È M E V . — Tous les nombres pat faits ou abon-

dants de la forme aab$ sont peurs et, de plus : 

i° Ceux qui sont parfaits sont de Informe 

— 1), 

2//"h — i étant premier absolu; 

20 Ceux qui sont abondants sont de la forme 

2" a*, 

a étant premier absolu et au plus égal à 2"+1 — 1. 
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La première partie de cette proposition résulte d'une 

Remarque faite plus haut (3 , A pp.). 

Nous n'avons donc qu'à rechercher les nombres par-

faits ou abondants de la forme 

2 n a * . 

Or 

a -

et, pour que le nombre ne soit pas déficient, il faut 

avoir 
a,**-1 — t 

^ a — i 
ou 

Considérons, maintenant, le polynome entier 

o(x) = #«+1— (a*-»"1— i). 

Remarquons que ce polynome, n'ayant que 2 varia-

tions, ne peut avoir au plus que 2 racines positives. Or, 

ces 2 racines existent et sont faciles à séparer. L'une de 

ces racines est d'abord, évidemment, x = 1, puisque 

9(1) = o. 

L'autre est comprise entre 2*~H — 1 et 2 " + 1 . 

On a, en effet, 

o(2w + 1 —I) = — (9/i+l_l)a + ('2"+l — 1) 
— __ — — l)*"1 — i]. 

La quantité entre crocliets est positive 5 sauf dans le 

cas où a = 1, où elle est nulle. O n a donc 

<p( 2"-4-1 — i ) i o . 
D'ailleurs, 

O ( ) = 2'1-1"1 — I > O. 

On en conclut que l'équation 

q(.T) — o 
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a une racine positive x( telle que 

Puisque o(x) ne s'annule que pour les deux valeurs 

i et a;', il en résulte que : 

i° Le nombre i n a a ne peut être parfait que si Ton a 

a — x', 

et, comme a est un nombre entier et premier, ceci ne 

peut arriver que si 

xr — — i et oc = ]. 

Les seuls nombres parfaits, admettant 2 facteurs pre-

miers distincts, sont donc de la forme 

où (2 , '"h — 1) est premier absolu. 

20 Le nombre 2na0L ne peut être abondant que si 

a < x'. 

Comme a est un nombre entier ceci ne peut arriver 

que si 
a = 2 n+ l— 1. 

T H É O R È M E V I . — Tous les nombres parfaits pairs 

sont compris dans la formule 

ou (2,i+l— 1) est premier absolu. 

Soit , en effet, 2/zB un nombre pair, B étant un 

nombre impair premier ou non. 

2" et B étant premiers entre eux, on a (2, 20) 

< J ( A « B ) = < T ( 2 » ) J ( B ) = ( 2 " + * — I ) C R ( B ) . 
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Pour que le nombre 2" B soit parfait, il faut donc 

avoir 
• a " + 1 B = ( — ï ) c r ( H ) . 

De cette égalité ou conclut d'abord que — i doit 

être premier. Car si — i admettait un diviseur 

premier plus petit que lui, ce diviseur diviserait B 

(car il ne peut diviser 2/'~H, qui est premier, avec 

2//_h — i). Le nombre 2"B admettrait, alors, le divi-

seur i n a , qui est abondant, d'après le théorème V, et 

B serait lui-même abondant, d'après le théorème II. 

— i), étant premier, divise B. Le nombre 

admet, alors, le diviseur 2" ( — 1) qui est parfait, 

d'après le théorème V. Par suite, le nombre 2"B est 

égal à son diviseur 2 ; / (2" + 1 — 1), car, d'après le théo-

rème II et son corollaire, un nombre parfait ne peut 

admettre d'autre diviseur parfait que lui-même. 

5 . R É S U M É . — De ce qui précède il résulte que la 

formul e 

où (2/H_1 — 1) est premier, comprend tous les nombres 

parfaits pairs et tous ceux qui admettent moins de 

trois facteurs premiers distincts. 

S'i l existe donc des nombres parfaits non compris 

dans cette formule, ces nombres sont, nécessairement, 

impairs et admettent au moins trois facteurs premiers 

distincts. 

Jusqu'ici, 011 n'a pas trouvé d'exemple de nombre 

parfait impair. JNOUS allons encore montrer qu'il ne 

peut pas exister de nombre parfait de la forme 

Il faudra donc chercher les nombres parfaits impairs, 
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s'il en existe, parmi les nombres admettant au moins 

quatre facteurs premiers distincts (*). 

6 . T H É O R È M E V I I . — Tous les nombres parfaits im-

pairs, s'il en existe, sont de la forme 

(ik-h O^-^A 2 , 

où 4/» + i désigne an nombre premier et A un nombre 

non divisible /?ar 4 -h * (2)-

Soit , en effet, arj-b$c1 . . . un nombre parfait impair, 

on devra avoir 

le premier membre étant simplement pair, un seul des 

facteurs o-(<7a), <r(Z>P), . . . doit être pair. Supposons que 

ce soit le premier, on devra avoir 

a (cl*) = i -h a 4- a2 -h . . . -+-a* — mult. de i ; 

a étant impair, ceci nécessite d'abord que a soit impair 

a = 2 a ' + ] , 
et l'on aura 

î ( a x ) = (a -f- i)(a2a '-h a-*'-*-f-. . .H- «2-i-i). 

Mais, T(arx) devant être simplement pair, a + i doit 

être simplement pair et le second facteur impair, ce qui 

entraîne 

a — 4 k H- i, a' = 2 [jl, a = 4 -+- i • 

D'ail leurs, tous les autres facteurs o-(iP), c r ( c Y ) , . . . 

0) Celte proposition se trouve énoncée comme exemple (n° 229, 

Exemple V I I ) dans la Théorie des nombres c T É d o u a r d L u c a s . 

( '-) Cette proposition a été énoncée par L i o n n e t dans les Nouvelles 

Annales de Mathématiques ( 1 8 7 9 , p. 3o6) et démontrée par L u c a s 

dans sa Théorie des nombres (t. 1). 
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doivent être impairs, ce qui nécessite que les exposants 

¡3, y, . . . soient pairs. Le produit ci . . . est donc un 

carré parfait A2 et le nombre est de la forme annoncée. 

Remarque. — 11 résulte de là que si un nombre par-

fait impair admet un facteur premier qui n'est pas de 

la forme ^k -j- i , l'exposant de ce facteur est nécessai-

rement pair. 

T H É O R È M E V I I I . — Il n'existe aucun nombre parfait 
de la forme a a b$ cï, a, Z>, c étant premiers. 

D'après la remarque faite au n° 3 (.Application), il ne 

peut y avoir que les nombres admettant l 'un des trois 

groupes 

3 > 5, 7, 

3, 5, i i , 

3, 5, 13 

comme facteurs premiers, qui puissent être parfaits. 

i° Prenons le groupe 3, 5, Nous remarquerons, 

d'abord, que le nombre 3 3 X 5 X 7 est abondant (*). 

11 suffit de le vérifier. Si donc un nombre parfait admet 

les diviseurs 3, 5 et il contient le facteur 3 à un ex-

posant inférieur à 3; car, sans cela, il serait divisible 

par le nombre abondant 3 3 X ca serait abondant. 

D'ailleurs, d'après la remarque précédente, il devrait 

contenir 3 à une puissance paire et, par suite, con-

) Je relève, en passant, une faute d' impression dans ïa Théorie 

des nombres d'ÉoouARD L U C A S : on trouve dans le tome I, p. 38o, 

l 'exemple V qu i propose de démontrer que 

33 x 5 x 7 9 

est le plus petit des nombres abondants impairs. 

11 faut* évidemment, lire 

p x r> x 7. 
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tiendrail 3 à la puissance 2. Mais, alors, il serait divi-

sible par 
*<3») = i3 , 

ce qui n'est pas possible, s'il n'a que les trois facteurs 

3, 5 et 7. 

Ceci nous prouve, en passant, qu1 il ne peut exister 
aucun nombre parfait admettant ci la fois les facteurs 
premiers 3,5 et 7. C a r , d'après ce qui précède, ce nombre 

admettrait encore le facteur i3, par suite, serait divi-

sible par 
32 x 5 x 7 x 13, 

qui est 1111 nombre abondant, comme il est facile de le 

vérifier. 

20 Considérons le groupe 3, 5, 11. Nous remarque-

rons encore que le nombre 3 3 X 5 2 x 11 est abondant. 

On voit d'abord qu'un nombre parfait, admettant seu-

lement les facteurs 3, 5 et n , ne peut admettre le fac-

teur 5 à une puissance supérieure à 2; car, alors, il 

devrait admettre le facteur 3 à la puissance 2 (pour 11e 

pas être divisible par le nombre abondant 33 x 5 2 x i 1) 

et serait divisible par s"(32) = i3. 

Le nombre cherché, s'il existe, 11e peut donc être que 

de la forme 
5 X 3 2 a X n 2 P (en vertu (lu th . V U ) 

et l 'on devrait avoir l'égalité 

a 2 x 52 x 32*-1 x (32*+-i — i)(u2,3+i— c). 

Or, cette égalité est impossible: car, le premier 

membre étant divisible par 3, il faudrait que (1 i 2 P + l — 1) 

soit divisible par 3. Ceci 11'est pas, car la plus petite 

puissance de 1 1, qui donne 1 pour reste de division par 

3, est 112 et, par suite, d'après la loi de périodicité 

des restes des divisions des puissances d'un nombre par 
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un diviseur premier avec lui, il n'y a que des puissances 

paires de i 1 qui donnent i pour reste de division par 3. 

3° Prenons, enfin, le dernier groupe 3, 5, i3 . D'abord, 

d'après la remarque qui suit le théorème V I I , 3 devra 

figurer avec un exposant pair. Le nombre parfait, s'il 

existe, est donc d e l à forme 

3 2 a x OPx i3Y, 

et l 'on devrait avoir l'égalité 

2«x 32*+! x r>?x i 3 y = (32a_t_1— i)( 5P + 1 — i ) ( i 3 y + 1 — i ) . 

5 ne peut pas diviser le facteur (32 a _ H — i). car la plus 

petite puissance de 3, qui donne î pour reste de divi-

sion par 5, est 3 ' ; une puissance impaire de 3 ne peut 

donc donner i pour reste de division par 5. Le facteur 5, 

qui figure dans le premier membre, devrait donc di-

viser ( i3y + 1 — O r , la plus petite puissance de i 3 , qui 

donne i pour reste de division par 5, est i 3 4 . Le second 

membre de l 'égalité devrait être divisible par 

13'» — i — 2-v x 5 x 3 x 7 x 17, 

ce qui est impossible, puisque les facteurs 7 et 17 11e ii-

gurent pas dans le premier membre. 

Ceci nous montre, en passant, qu'//// nombre parfait, 

qui admet les facteurs 3 et 5, ne peut admettre le 

facteur i3 à une puissance impaire; car, sans cela, il 

admettrait le facteur 7 qui divise i 3 2 — 1 et, par suite, 

admettrait, à la fois, les facteurs 3, 5 et ce qui n'est 

pas possible. 

7 . La recherche des nombres parfaits impairs est donc 

circonscrite à celle des nombres impairs admettant, au 

moins, quatre facteurs premiers distincts. Cette re-
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cherche peut encore être restreinte, lorsqu'on connaît 

des nombres abondants. 

Ains i , nous avons déjà vu qu'un nombre pariait ne 

peut admettre à la fois les facteurs premiers 3, 5 et 7. 

E n remarquant que les nombres : 

33 x 5 x 11 x i3, 

32 x 5 x 11 x 17, 

32 x ;> x 1 î 2 x 192 

sont abondants; 011 eu conclut, immédiatement, qu'wrc 

nombre parfait impair ne peut admettre à la fois les 

facteurs 

3, •>, h , 13 

ou 

3, 5, 11, 17 

ou encore 

3, 11, 19 

Le nombre 

17 x f>2 x 32 x i32 

étant abondant, et un nombre parfait 11e pouvant ad-

mettre le facteur i3 qu'à une puissance paire, un 

nombre pariait ne peut admettre les facteurs 5, 3, i 3 

et 17, sans que 5 soit à la puissance 1 et i~ à une 

puissance paire. 

On pourrait multipl ier les exemples de cette nature. 

De ce qui précède, il résulte, évidemment, que tout 

nombre parfait impair est certainement plus grand que 

le nombre 
5 x 3 2 X I 3 2 X I - 2 = 2197845; 

on voit, par suite, que, s'il existe des nombres parfaits 

impairs, ces nombres sont très grands. 

On peut assurer que, dans les deux premiers millions 
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de nombres entiers, il n'y a pas d'autres nombres par-

laits que les nombres pairs. 

Ceci suffit à montrer la difficulté qu'il peut y avoir à 

trouver des nombres parfaits impairs, s'il en existe. 

[M23f ] 

THÉORÈME SUR LA DÉTERMINATION D U N E SURFACE 

DU TROISIÈME ORDRE GÉNÉRALE PAR SA H E S S I E N N E ; 

P A R M . F . D U M O N T ( i ) , 

Professeur au lycée d'Annecy. 

C'est un théorème bien connu qu'une courbe plane du 

troisième ordre donnée est la courbe hessienne de trois 

cubiques du môme plan. 

La hessienne d'une surface cubique est du quatrième 

ordre, elle n'est pas générale de son degré puisqu'elle 

possède 10 points doubles, sommets d'un pentaèdre. La 

question analogue à se poser pour l'espace à 3 dimen-

sions est donc la suivante : Une surface du quatrième 

ordre à 10 points doubles, sommets d'un pentaèdre étant 

donnée, peut-elle être la hessienne d'une surface ou de 

plusieurs surfaces du troisième ordre? 

La réponse est fournie par le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Une surface du troisième ordre est 

( ' ) L'auteur de cette Note profite de l'occasion qui se présente à 

lui pour reconnaître que les théorèmes relatifs aux polygones tracés 

sur les surfaces du troisième ordre, théorèmes qu'il a donné dans 

une théorie élémentaire de ces surfaces, ont déjà été publiés en i883 

par M. Rudolf Sturm, dans un petit Mémoire paru dans les Mathe-

matische Annalen, lequel ne lui a été communiqué que récemment. 
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déterminée sans ambiguïté quand, on donne une sur-
face du quatrième ordre h 10 points doubles, sommets 
d'un pentaèdre pour sa liessienne. 

Soit la surface 

A I H ^ 3 + A 222 jr 3-^' • •-+- 3 A n 2 x 2 y -+-...-+- G A «v+yzt. = o 

(les indices i , 2, 3, 4 s e rapportent respectivement à 

x, y, z et t). 
L'équation de la quadrique polaire de xK,yK, z{, t{, 

est 

•R i [ AI 11 ¿r2 -T- A122 Ĵ 2 • • .H- 2 A I j 9 or y -f-. ..+ 2 Â 1 3 4 ^ ] 

yi [ A 2 1 1 ¿r2-f- A 2 2 2 j 2 - 4 - . • ik^nopy -4-. . .-+- 2A2 3 4«/] 

- H [ A 3 1 1 A ? 2 - F - A 3 2 2 J R 2 - { - . . . - H 2 A 3 1 2 J / - f - . . 2A 3 3 4 ^ / ] 

H - [ A V L L # 2 - T - A 4 2 2 J K 2 4 - . . ' X K K L % X Y ^ R . . . + 2 A 4 3 4 ^ ] == O , 

où Ton suppose A ¿y* = A ¿¿y = A*/y = . . - . 

L'équation du plan polaire de x^, yK, ^ , s'obtient 

en permutant dans la précédente les coordonnées cou-

rantes x, y, z, t et celles du point x{, ys, z , , ^. 
On sait que chaque point double A de la hessienne a 

pour quadrique polaire un système de 2 plans ayant 

pour axe celle des 10 arêtes du pentaèdre qui n'est dans 

aucune des 3 faces du pentaèdre passant par A et for-

mant, avec les deux faces du pentaèdre qui passent par 

cette arête, un faisceau harmonique. 

Par suite le plan polaire de A , qui est aussi le plan 

plan polaire par rapport à cette quadrique dégénérée, 

passe par cette même arête. 

Cherchons la forme que prendra l'équation de la sur-

face, si les 4 sommets du tétraèdre de référence, ainsi 

que les 6 intersections de ses arêtes avec le plan 

V = lxx -h l-iy -h -+- £ = o, 

Ann. de Afathémat., 3e série, t. XV. (Juillet 1 8 9 6 . ) 21 
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sont les IO points de la hessienne, c'est-à-dire les 10 

points satisfaisant à la condition que leur plan polaire 

passe par l'arête qui leur est opposée dans le pentaèdre 

( X = o, Y = o, Z = o, T = o, V = o). 

Supposons que O , A, B, C , L , M, N, P , Q , R dé-

signent respectivement les sommets 

X = Y = Z = o, Y = Z = T = o, 

X = Z = T = o, X = Y = T = o, 

Y = Z = V = o, X = Z = V = o, X = Y = V = o, 

X = T = V = o, Y = T = V = o, Z = T = V = o. 

Nous avons : 

Conditions pour que le plan polaire : i° De O passe 

par P Q R : 

2° De A passe par MPN : 

3° De B passe par L Q N : 
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4o De C passe par M L R : 

A-433 _ A-133 A 233 % 

h h lì ' 

5° De L passe par BPC : 

A211 II -f- A 2 U l'i 2 A 1 2 4 = o, 

A 3 l l / f -t- A344/2— o; 

6° De M passe par G Q A : 

A122 l'ì 4- A
1 4 4

 l\ — '2 AJ24 /
2
 = O, 

A 3 2 2 1 ' 1 A 3 4 4 1 \ — 1A234 I2 = O ; 

70 De N passe par B A R : 

A 2 3 3 ^ !-+- A 2 4 4 / I — 2 A 2 3 4 ¿3 ¿4 — O , 

A 1 3 3 / F 4 - A J 4 4 ^ 2 A 1 3 4 / 3 / 4 = O ; 

8° De P passe par G A L : 

A
1 2 2

¿ | - B A
 1 3 3

/ ¡ 2 A I 2
3
/

2
 ¿ 3 = O

7 

A 4 2 2 4- A4331\ — 1A234 l2l3 = o; 

90 De Q passe par O B M : 

A2H 4- A233 1% — h — O, 

A 4 1 1 ¿ § 4 - A 4 3 3 / 1 — 2 A J 3 4 l i l 3 = o ; 

10o De R passe par O N C : 

A311 l\ 4- A 3 2 2 l\ — 1 A 1 2 3 / 2 = O, 

A411 L\ 4- A 4 2 2 L\ — 1 A 1 2 4 LX L2 = O. 

O n déduit aisément de ce T a b l e a u , le suivant 

4 4 h . K i* 
A 1 2 2 — T - A 1 2 3 , A 2 H = 7 - A 1 2 3 , A 3 2 2 = 7 - A I 2 3 , 

h ¿3 11 

A133 = ~T A123, ^311=7^A1235 A233 = A l s a , 12 12 
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K i 4 A A 
A122— y- /v 124, A211— 7-A124, 7-A124» ^ 1 2 •+ J "-zil ^ ^ 

7 ~ A
1 2

4 , A
4 1 1

= T ^ A
I 2

4 , A 2 4 4 — T^ i2 ¿2 l\ 

A i u — A344 — A134, 
«3 «3 'l 

A I 3 3 = A 134, A
3 1 1

= ^T" A 134, A 4 3 3 = - ^ A ^ . ; , 

A-422 = -;2A.234, A24V = 7^A234, A322 = f 2̂34, 
«3 '3 «4 

A 3̂ A A 4̂ A * A 
A 433 = 7-A934, A 34 4 = y-A234, A-233 = 7- A 234-

« 2 £2 * 4 

En égalant les deux valeurs de A l l i 2 de Tableau 

puis les deux de A i 3 3 , les deux de A2;J3, on a les condi-

tions 
A234 h = A34Î /2 = A412 I3— A

12
3 ¿4. 

Soit \ la valeur commune des quatre membres. 

En transportant les valeurs 

A 1 A A A X A A 

A-234 — T ' iV341 — y A412 — 7-? A123 — — l1 ¿2 3̂ '4 

dans les équations précédentes, on déduit 

A 122 — A 1 3 3 = 
h 

hh 
A 1 4 4 = 

h > 

hhk' 

A
2
3 3 = 

A ) , 

M < 
A-244 = 

h 
A , A-211 = A X , 

Uh 

A
 M
 = 

ï f ï l 1 ' 
^ 3 1 1 = 

h 
h h 

A , A
3 2

2 = 
h * 

TJxA 

A V „ = A ^ 2 2 = 

l, 

h h 
X , ^ 4 3 3 = 

/1 /
2 

Posons, pour éviter les dénominateurs, \ = lK /2 1% 

l 'équation générale de la surface devient 

A11j\r3 -+- A222^3-h A33333-4- A4441* 
-+- ix[31\ /2.r

2 ?' -f- 3 /3 # 2 C /, h x y z -+-...]. 
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O r . en posant A. ¿a — a*-H l] elle prend la forme 

a •+• a2j3-H z-tz^-h a (¿(/ta? -h /2JK H- ¿3^ + ¿4 O3 = 

La hessienne de cette surface est, si 

v ~ lxx -h l2y h, t 

1 l- l? /2 

— .rrs yz tv h -i— 3 4—- xyz v — o. 
(i. ^ «i*7 «2 «3 

L'équation d'une surface du quatrième ordre, ayant 

10 points doubles en O , A , B, C , L , M, N, P , Q , R , est 

de la forme 

A xyz t -1- B yz tv G xz tv + I ) xy tv -h E xyz v = o. 

Si l 'on identifie les deux équations, on a les conditions 

/ ? A I I A / ? A l\k 
« l = - g - [ A , 

qui montrent que A , B, G , D , E étant donnés, 011 a pour 

les rapports de 4 quantités a 2 , a 3 , a 4 , ¡JL à la 

cinquième des valeurs déterminées, ce qui démontre le 

théorème. 

Il est bon de remarquer que la donnée des 1 o points 

doubles de la hessienne, seule, n'équivaut qu'à i 5 con-

ditions simples car les rapports — , — , — , — restent alors 
r r r t* H H P-

indéterminés. Si l 'on donnait 10 points quelconques 

avec la condition que leurs plans polaires passent res-

pectivement par 10 droites quelconques, 011 obtiendrait 

un système de 10 x a = 20 équations linéaires par rap-

port aux coefficients de l 'équation de la surface générale 

du troisième ordre, c'est-à-dire que l 'on aurait une équa-

tion de trop en général. 
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[M23b] 

SUR LA REPRÉSENTATION DE LA SURFACE CUBIQUE GÉNÉRALE 
SUR UN P L A N ; 

PAR M. F. DUMONT, 

Professeur au lycée d'Annecy. 

Les divers modes de représentation ( r , i) d 'une s u r -

face sur un plan ont, en général , une assez grande im-

portance, chacun d'eux pouvant devenir , par une trans-

position convenable des propriétés des lignes du plan 

représentatif, la source d 'un grand nombre de proposi-

tions relatives à la surface représentée. 

Pour les surfaces cubiques, les deux plus connus 

sont : 

i° Celui dans lequel , la surface étant supposée en-

gendrée à l 'aide de trois gerbes de plans deux à deux 

homographiques, on rapporte corrélativement chacune 

d'elles à un système plan, de telle sorte qu'à trois plans 

homologues P , , P 2 , P 3 des trois gerbes, corresponde un 

même point du plan. Ce point correspond alors à u n 

point unique de la surface, savoir ( P 4 , P 2 , P3) et réci-

proquement. [voir R E Y E , Géométrie de position, trad. 

Chemin, p. 208 et suiv .) . 

20 Celui dans lequel les points correspondants de la 

surface cubique S et du plan P sont donnés par les in-

tersections de la surface et du plan avec une droite mo-

bile l assujettie à s 'appuyer sur deux droites d, d'de 

la surface, ne se coupant pas ( voir S A L M O N , Géo-
métrie à trois dimensions (trad. Chemin) , 3e Partie, 

p. 133). 

E n traduisant ces deux modes par des formules, on 
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s'assure aisément que, si x, y, z, t désignent les coor-

données d'un point de la surface, X , Y , Z les coordon-

nées homogènes du point correspondant du plan, les 

formules 

K l ) P Q R S 

où P , Q , R , S représentent des fonctions homogènes en 

X , Y , Z , sont du troisième degré dans le premier cas, 

du quatrième dans le second. 

Pour que les formules ( i) , P , Q , R , S étant du qua-

trième degré, traduisent une représentation ( i , i) de la 

surface générale du troisième ordre, il faut que les 

courbes P = o, Q = o, R = o , S = o, aient treize 

points fixes en commun, afin que les deux courbes 

a P -f- PQ-+- y R + SS = 

n'aient plus que trois points d'intersection variables, 

lesquels représenteront alors les trois points d'intersec-

tion de la surface avec la droite 

j CLX -h -+- Y Z -f- et = o, 

/ a'x 4- fi'y y'z -+-o't = o. 

Il faut déplus que les courbes aP-f- ¡ ïQ-f-yR-j-SS = o 

soient du genre i afin de pouvoir représenter les sec-

tions planes de la surface, qui sont des cubiques géné-

rales. Par suite, P = o,"Q = o, R . = o, S = o doivent 

avoir en commun deux points doubles. Ces points de-

vant être comptés en tant que points d'intersection, 

chacun pour quatre points simples, les courbes P = o, 

Q = o, R — o , S = o doivent avoir encore cinq points 

simples en commun. 

Si l'on se reporte au mode de représentation 20 , 011 

voit immédiatement que les deux points doubles com-
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muns aux biquadratiques du plan P qui représentent 

les sections planes de la surface, sont les deux points 

P) et d', P ) et que les cinq points simples sont les 

cinq points P ) , Si étant l 'une des cinq droites de la 

surface S coupant à la fois d et d'. 

Il existe des modes de représentation ( i , i) de la sur-

face cubique, dans lesquels les fonctions P, Q , R, S 

sont d'un degré supérieur à 4 et qui, cependant, ont 

une définition géométrique simple. 

Soit n le degré de ces fonctions (supposé >>4)- O 1 1 

s'assure aisément que les quatre courbes ne peuvent pas 

n'avoir que des points simples en commun. Supposons 

qu'elles aient d points doubles communs; pour que les 

deux courbes 

aP PQ Y K -h SS = O, 

a'P + P'Q + v'R + o'S = o 

n'aient que trois points d'intersection variables, il faut 

que P, Q , R, S aient encore en commun n- — 4d — 3 

points simples. 

Chaque point double, comptant pour 3, en tant que 

point servant à la détermination, le degré d'indétermi-

nation du système de biquadratiques planes représen-

tant les sections planes de la surface est donné par 

— — - — >d — (n'2 — 4 d — 3), 

ou 
j 3 n — n2 — 6 

Or ces sections planes constituent un système triple-

ment indéterminé (l 'équation d'un plan a trois paramè-

tres). Donc, on doit avoir 



( 32! ) 

d'où 
— 3 / l _ ( / l I)( Ai 2) 
2 2 ' 

résultat qui nous montre que ces biquadratiques seront 

alors du genre 1. 

Si n = 5, on a d = 5 et le nombre des points simples 

est 20 — 20 — 3 — 2. 

Si n > 6, on a d ^Qy mais on trouve pour le nombre 

de points simples un résultat négatif. 

C'est qu'en effet, pour n = 6, par exemple, les neuf 

points doubles communs équivalent à trente-six points 

simples et les biquadratiques ne forment plus un réseau 

pouvant représenter les sections planes. Ainsi, à partir 

de n = 6, les courbes du plan P = o, • . . doivent avoir 

en commun un ou plusieurs points triples. 

Les quatre courbes peuvent déjà, pour le cas n = 5, 

avoir en commun un point triple. En recommençant le 

raisonnement précédent et tenant compte de ce qu'un 

point triple équivaut à six simples, en tant que point dé-

terminatif, et à neuf simples, en tant que point d'inter-

section de deux courbes l'ayant toutes deux pour point 

triple, on trouve que, si P , Q , R, S sont des quintiques 

ayant en commun un point triple, elles doivent avoir en-

core en commun cinq points simples. 

On a un exemple de représentation de ce genre, si 

l'on imagine une droite mobile l s'appuyant sur une 

conique C de la surface et une droite d de cette surface, 

coupant la conique. Les intersections de l avec la sur-

face S et le plan P ont évidemment une correspon-

dance (1, 1). 

Soit s la droite de la surface située dans le plan de C . 

Le double (* ) s) de la surface S a cinq sécantes com-

( ' ) Système de deux droites non situées clans un même plan. 
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plûtes (c'est-à-dire coupant à la fois d et 5), donc les 

cinq autres sécantes à situées sur la surface, coupent 

la conique C, puisqu'elles coupent nécessairement la 

section plane ( C , s ) . 

Les pieds de ces cinq droites sur le plan P représen-

tent chacun tous les points d'une droite de la surface. 

Par suite, toute courbe du plan P représentant une sec-

tion plane de S passe par ces cinq points qui en sont, 

d'ailleurs, des points simples. 

Soient A et B les points ( C , P) et I le point (d, P ) ; 

toute courbe représentative d'une section plane aura A 

et B pour point double, I pour point triple. En elï'et, 

soit II le plan d'une section plane (II). La droite d'inter-

section des plans II et (A , d) coupe la section (H) en 

trois points, dont l'un est le point (II, d) ; les deux autres 

.AL et M2 sont des points de la courbe, qui sont tous les 

deux représentés par A , et les points voisins de M< et 

M 2 sur la section (II) fournissent les deux branches de 

la courbe représentative qui passent par A . 

Considérons maintenant le cône de sommet I et ayant 

(C) pour directrice. Son intersection avec le plan II est 

une conique rencontrant la section (II) en six points, 

dont trois sont les points ( J , II) et [(C), (H)]. Les trois 

autres sont des points de la cubique plane représentés 

p a r i et les points voisins de ces trois points sur (II) 

fournissent sur la courbe représentative trois branches 

passant par I. 

O11 voit aisément qu'il n'y a pas d'aulres points mul-

tiples sur cette courbe. Elle est donc du genre 

(le point triple équivaut à trois doubles). 

Or ce genre est égal à celui de (II), c'est-à-dire est 1. 
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ou 

d'où 

= 6 
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( n — i ) ( n — i ) 
i 

n 2 — 3 n — io = o, 

n = 5. 

Ainsi les fonctions P, Q , R, S seraient du cinquième 

degré; mais les quatre courbes, au lieu d'avoir deux 

points simples en commun, comme dans le cas où elles 

ont cinq points doubles et aucun point triple, ont ici 

cinq points communs simples, deux doubles et un 

triple. 

Il a déjà été dit que, si n ^ 6, il est nécessaire que les 

nombres P, Q , R, S aient en commun des points triples. 

Supposons qu'elles en aient t et de plus d points doubles. 

Il faut alors qu'elles aient encore en commun 

— — 3 

points simples. 

Le degré d'indétermination est alors 

n < " n 3 ) — 6t— (n 2— 4^ — 3) 

3/i — n 2-
d -+- 31 -+-

Pour qu'il soit 3, on doit avoir 

d + u=nt~3n. 
•2 

Supposons alors n = 6, on a 

d h- 31 = g, 

et alors, suivant que l'on aura t = i , 2 ou 3, on aura 

d = 6 , 3 ou o, et il faudra, en outre, un nombre de 

points simples égal à o, 3 ou 6. 
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On a un exemple de ce dernier cas dans le mode de 

représentation dans lequel, une droite l mobile étant 

assujettie à rester constamment corde d'une cubique 

gauche T de la surface S, on fait correspondre le point 

(/, P), P étant le plan de la représentation avec le troi-

sième point d'intersection de l avec la surface. 

Cette représentation est évidemment de l'espèce (1 ,1) , 

puisque d'un point de l'espace passe une seule corde 

d e T . 

On sait qu'i l y a sur la surface six sécantes doubles 

(ou cordes) de la cubique. L'intersection de chacune 

avec le plan P représente la sécante entière et par suite, 

les six intersections sont des points communs à toutes 

les courbes de P représentant des sections planes. 

Chacun des trois points (T, P) est un point triple de 

toutes ces courbes représentatives. En effet, soit I l 'un 

d'eux, considérons le cône quadratique de sommet I, 

ayant Y pour directrice. La conique suivant laquelle il 

rencontre le plan II d'une section (II) a six points d' in-

tersection avec (H). Trois de ces points sont sur la cu-

bique gauche F ; les trois autres A , B, C fournissent 

chacun une branche de courbe passant par I, chacun 

d'eux étant représenté par ce point. 

Les courbes représentatives n'ont d'ailleurs pas 

d'autres points multiples. Ainsi, leur genre est 

11 est égal à celui de (II), c'est-à-dire égal à i . On a donc 

( n — \ ) ( n — 2 ) 

2 

ou 
N-— 3 IL — 18 = o, 

% 

d'où Ton tire n ™ 6'. 
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Les fonctions P , Q , R , S sont donc bien du sixième 

ordre et l 'on est dans le cas où les quatre courbes ont 

en commun trois points triples, o double et six points 

simples. 

[ C l a ] [H12aa] 

SUR LA DÉRIVÉE DES FONCTIONS INTERPOLÉES; 

P A R M . E . - M . L É M E R A Y . 

Considérons une fonction définie par les valeurs 

qu'elle prend pour une infinité de valeurs de la variable 

difîérant entre elles d'une unité. Je supposerai la fonc-

tion développable, dans tout le plan, par la série de 

Taylor . Soit x une des valeurs de la variable pour les-

quelles 011 connaît celle de la fonction, et proposons-

nous d'obtenir la valeur de la dérivée correspondante. 

Désignons par fp la valeur de la fonction quand la va-

riable a pour valeur x - \ - p , p pouvant être positif ou 

négatif. On a en général 

, fo . ni /o , 

Si l 'on pose 

f p = A + p - - t . , . 2 

f\) , „2 fo 

I . 2 f-P^fo — P ' - r + P2 

fy—.l-p _ k il- — A 
~~ M I ~~ " 2 p 

et 
fo = Ko> 

on obtient, en donnant à p la suite des valeurs i , 2 , 3 , . . . , 

les équations suivantes 

K J — K 0 4 - A 3 -F- A 3 - H . . . , 

K 2 = K0-(- 2 2 A 3 + 2 4 A 5 4 - . . . , 

K S = K 0 - H 3 * A 3 4 - 3 * A 5 - H . . . , 
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Si nous voulons avoir une valeur approchée de K 0 , 

nous considérerons les m premières équations et nous y 

supposerons nulles les quantités A/ d'indices égaux ou 

supérieurs à 2/H + I ; en éliminant entre ces m équa-

tions A 3 , A.;, . . . , A2m-\ il restera 

Kt 1 . . . 1 

K2 S2 . . . 2^/1-2 

K,„ m 2 . . . m 2 ' "- 2 

1 9.2 . .. 22"1-2 

1 m2 . . . 

Si l'on développe le numérateur par rapport à la 

première colonne, le coefficient de K r sera le détermi-

nant mineur obtenu en supprimant dans le dénomina-

teur la première colonne et la ;*ieme ligne. Soit Aw_H?r ce 

déterminant mineur. D'après une propriété que j 'ai 

signalée dans l'Intermédiaire des Mathématiciens 
(mars 1896), 011 a 

11 s'ensuit que l'on aura entre K 0 , K 2 , K m 

une relation telle que le coefficient de K 0 étant propor-

tionnel au coefficient central du développement du bi-

nôme de puissance i m , ceux de K 4 , K 2 , . . . , K m seront 

proportionnels aux doubles coefficients successifs, et que 

cette relation pourra être représentée symboliquement 

par l'équation 
( K — i)2'M = o, 

où, après développement, il faudra : 

i° Remplacer chaque exposant par sa différence avec 

m en valeur absolue; 
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2° Remplacer les exposants par des indices. 

La valeur de la dérivée est ainsi fournie par l 'équa-

tion symbolique 
l im (K — = o, 

pour m infini. 

On pourra se servir de cette méthode pour les fonc-

tions définies par la relation qui existe entre deux va-

leurs de la fonction correspondant à deux valeurs de la 

variable différant d'une unité. 

On ramènerait aisément à ce cas celui où la raison de 

la progression arithmétique des valeurs de x serait autre 

que l'unité. 

La formule proposée n'a pas d'intérêt pour les fonc-

tions, dont on connaît une expression analytique de la 

dérivée; mais elle pourra être utile dans le cas contraire 

qui se présentera souvent quand la fonction sera définie 

de la manière à laquelle il est fait allusion plus haut. 

[ D 2 d ] 
SUR UNE REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE 

DU DÉVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE ORDINAIRE ( ' ) ; 

P A R M . F É L I X K L E I N . 

(Traduit de l'allemand par M. L. LAUGEL. ) 

Soit to une grandeur réelle que, pour simplifier, je 

suppose irrationnelle; soit ensuite le développement en 

fraction continue ordinaire, 

r 
<0 — JJL, - i 

I 
+ ; 

IX;) - H 

(') Gottinger Nachrichten, 19 octobre iSçp. 
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Je désignerai les réduites successives p a r — > — •> • 

où les p, q doivent être définis comme des nombres 

sans diviseur commun, qui, du reste, peuvent être 

affectés, d'une manière quelconque, du signe -h ou du 

signe — . Je considère maintenant le système habituel 

de coordonnées X , Y et je forme le réseau correspon-

dant de points nombres entiers; parmi eux, je re-

cherche ceux pour lesquels x , y = p y , qv . O n sait que 

ces points d'approximation (nâherungspurickte) sont 

situés alternativement du côté droit et du côté gauche 

de la ligne droite ^ = OJ. 

Mais il est extrêmement facile, comme je l'ai décou-

vert, de présenter à ce sujet une courte interprétation 

géométrique. 

J'envisagerai ici seulement celui des deux quadrants de 

notre système de coordonnées qui est partagé en deux-

parties par la droite to. Ce quadrant sera décomposé, 

par ladite droite, en deux secteurs dont l 'un est limité 

par l'axe X , l 'autre par l 'axe Y . Je les désignerai, pour 

abréger, sous les noms de secteur X et secteur Y . 

O n considérera maintenant les points nombres en-

tiers de chaque secteur pris séparément. 

Il est évident que nous pouvons les entourer par un 

contour polygonal rectiligne, par exemple en concevant 

que les points nombres entiers aient été marqués par des 

épingles, et que Ton ait alors enlrelacé un iil entourant 

le tout. Les /wints p{, qK \ r/3 ; ...ne sont alors 
autre chose que les sommets du contour polygonal 
appartenant au secteur Y; les points ppin q,t ; .. . appartiennent de même au secteur X . Chaque 

côté du contour polygonal, par exemple le côté allant 

de (po\-i>'/2v-0 à '/2v+i) (pour nous en tenir 

au secteur Y"), envisagé séparément, peut en outre, c'est 
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possible, contenir des points nombres entiers. Le 

nombre des parties en lesquels ledit côté est ainsi dé-

composé, par ces pçints, est exactement égal à p.2v. 

Telle est Vinterprétation simple des quotients in-
complets ¡JL qui se présentent dans un développement 
en fraction continue. 

En s'appuyant sur la représentation ci-dessus, l 'on a 

une vue géométrique claire de toutes les propriétés du 

développement en fraction continue ordinaire et des 

méthodes analytiques qui en dérivent. 

A ce point de vue, je vais ici donner quelques éclair-

cissements relatifs aux formes quadratiques binaires in-

définies ( 1 ). 

Soit f = ax-H- b xy -H cy- une telle forme dont le 

discriminant h - — 4 a c n'est pas un nombre carré par-

fait. Alors f = o fournit deux valeurs réelles irration-

nelles de que je désignerai par G/, Co". Dans notre 

système de coordonnées, je niène alors les deux lignes 

droites considérées, et je construis ce que je nomme 

les encadrements polygonaux naturels correspondants, 

c'est-à-dire les contours polygonaux à sommets points 

nombres entiers qui sont chacun renfermés dans les 

secteurs ayant pour limites co' et G/. Chaque polygone 

de cette nature, envisagé séparément, peut, dans tout 

son cours, être comparé à une branche complète d 'hy-

perbole (qui s'étend de deux côtés à l ' infini). L'on 

peut maintenant affirmer en toute rigueur que la théorie 
des formes f due ci Lagrange et Gauss} revient ci 
Vétude de ces polygones, et nous trouvons que Von 
peut encore, de différentes manières, simplifier cette 

( 1 ) Dont les coefficients, bien entendu, sont des nombres entiers. 
( Note du Traducteur.) 

Ann. de Mathémat^Ze série, t. XV. (Jui l let 1896.) 22 
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théorie par Vintroduction explicite de ces polygones. 
11 est en outre avantageux, en s'appuyant sur la dé-

termination projective de la mesure « Maasbestim-

mung » de Cayley ( 4 ) , de désigner y If comme étant la 

distance du point ¿r, y à l'origine des coordonnées et 

de parler des déplacements correspondants (j'ai fait 

déjà allusion à ceci dans une Communication de j a n -

vier 1893). Je ne poursuivrai pas ce sujet plus long-

temps*, j 'attirerai seulement encore l'attention sur le 

rôle que joue, dans cette théorie, le développement en 

fraction continue des racines to7, <o/;(2). Ici, cela revient 

à dire : les contours polygonaux dépendant des axes des 

coordonnées et tirant leur origine des développements 

en fraction continue, finissent nécessairement, après 

un nombre iini de côtés, par s'emboiter (ein-mûnden) 

en les contours polygonaux naturels dont nous venons 

de parler. 

Jusqu'ici, nous avons indiqué seulement une inter-

prétation géométrique ou encore une simplification de 

méthodes de traitement connues. Mais, ce qui est beau, 

c'est que notre indication s'étend à des cas plus élevés, 

non encore traités ainsi. Je considérerai ici par exemple 

deux types de formes ternaires. Soit f(xyz) une forme 

quadratique indéfinie, tandis que Y(xyz) désignera 

une forme cubique décomposable eu trois facteurs l i-

néaires réels. Je construirai, dans le système habituel de 

coordonnées, le cône y = 0 et le triplet de plans F = o ; 

je considère alors tous les points nombres entiers ren-

( ' ) G a y l e y , Sixth Memoir on quantics. Collected math. Pa-

pers, t. I I , n° 158 et note Ibid., p. 604. — K l e i n , Math. Ann., 

t. IV; 1871, et Bulletin de M. Darboux, p. 341 • Sur la Géométrie 

dite non euclidienne. ( Note du Traducteur. ) 

( - ) D i r i c h l e t - D e d e k i n d , Vorlesungen über Zahlentheorie, 4 e édi-

tion, p. 174 et suivantes. ( Note du Traducteur.) 
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fermés soit dans une moitié du cônef = o, ou dans un 

des demi-quadrants de l'espace (octanten) formés par 

F = o. Il est clair que, pour ces points nombres en-

tiers, 011 peut, d 'une façon analogue, construire un 

encadrement polyêdral à faces planes. La considéra-

tion de cet encadrement polyêdral fournit une nouvelle 

théorie simple des formes/* et F . Relativement à F un 

travail de M. F u r t w a n g l e r paraîtra bientôt ; quant aux 

formes f elles seront traitées de la manière indiquée 

dans un Ouvrage sur les fonctions automorplies que 

je prépare en collaboration avec M. Fricke. 

[ K 1 4 d ] 

SUR ONE QUESTION DE GÉOMÉTRIE RELATIVE 
AUX P O L Y È D R E S ; 

PAR M. R. BRICARD, 
Ingénieur des Manufactures de l 'État. 

La mesure de la surface du triangle s'établit, en Géo-

métrie plane, à l 'aide de considérations très simple. Il 

n'en est pas de même pour la question analogue de la 

Géométrie de l 'espace, relative au volume du tétraèdre. 

On sait en effet que l 'on démontre l 'équivalence de deux 

tétraèdres ayant même hauteur et des bases de même 

surface, en les décomposant en tranches parallèles inf i-

niment minces, équivalentes deux à deux. Cette démon-

stration ressortit en réalité au Calcul infinitésimal. 

On peut se demander si cette décomposition est n é -

cessaire et s'il serait possible de montrer l 'équivalence 

des deux tétraèdres en question par une voie plus élé-

mentaire, ce qui serait intéressant au point de vue de la 
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doctrine. L'étude de cette dernière question, que nous 

avons entreprise sur le conseil de notre ami M. IlofF-

bauer, lieutenant d'Artillerie, mène à cette conclusion 

qu'il faut se prononcer pour la négative. 

Posons-nous le problème général suivant : 

Etant donnés deux polyèdres équivalents, peut-on 
toujours décomposer Vun d'eux en un nombre fini de 
polyèdres, qui, assemblés d'une manière différente, 
reconstituent le second polyèdre ? 

Soit P un polyèdre quelconque, et p{, p2i p^, ... 
les polyèdres en lesquels 011 le décompose par un certain 

nombre de plans arbitrairement tracés. 

Les polyèdres p, assemblés différemment, constituent 

un nouveau polyèdre P'. 

Dans le premier mode d'assemblage, ceux des dièdres 

des polyèdres p qui ont une arête commune ont pour 

somme un dièdre de P, ou TZ OU 27:. Dans le deuxième 

mode, la même somme a pour valeur un dièdre de P' , 

7: OU 2 71. 

E11 partant de cette remarque, on arrivera facilement 

à établir la congruence 

mX -+- 71B -+-... -t- m'A'-{- n'B'h- ...-== o (modir), 

A , B, . . . , A', B', . . . désignant les dièdres des polyèdres 

P et P', et m, . . . , m\ n\ . . . des entiers qui 11e sont 

pas tous nuls. Cette conclusion subsiste si, parmi les 

polyèdres p, quelques-uns sont extérieurs aux polyèdres 

P et P \ de manière que ces derniers soient égaux à leur 

somme algébrique. 

Ainsi, pour que deux polyèdres soient susceptibles 

d'être transformés l'un en l'autre par une décomposition 

de cliacun en un nombre fini de polyèdres, superpo-

sables deux à deux, il faut qu'une certaine fonction li-
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néaire de leurs dièdres, à coefficients entiers, soit un 

multiple de deux angles droits. 

O r l'équivalence de deux polyèdres n'entraîne en au-

cune façon une relation de ce genre. Le fait est à peu 

près évident-, on peut s'en convaincre, si Ton veut, par 

l'examen d'un cube et d'un tétraèdre régulier équiva-

lents ( ' ) . 

La transformation en question sera donc impossible 

dans le cas général. Il en résulte que l 'on ne peut établir 

l'équivalence de deux tétraèdres ayant même base et 

même hauteur, et ne satisfaisant pas à d'autre condition 

particulière, sans avoir recours à la décomposition en 

éléments infiniment petits. 

Le problème analogue relatif à deux polygones équi-

valents est au contraire toujours possible. C'est un fait 

connu et dont la démonstration est aisée. Dans ce cas, 

le succès tient à ce que les sommes des angles de deux po-

lygones diffèrent toujours d'un multiple de deux angles 

droits. 

Pour les polyèdres, la relation que nous avons trouvée 

est nécessaire, mais elle n'est sans doute pas suffisante. 

Ce serait un problème intéressant, mais difficile, que de 

rechercher les conditions précises permettant la trans-

formation qui nous occupe, et le moyen de réaliser cette 

transformation dans les cas où elle est possible. 

Nous terminerons en montrant qu'elle peut se faire 

dans le cas de deux tétraèdres symétriques et par consé-

( ' ) Le dièdre du tétraèdre régulier, dont le cosinus est égal à 

est en effet incommensurable avec TZ. S'il en était autrement, il exis-

terait une équation binôme ayant une racine égalé a - + e t 

dont le premier membre admettrait comme facteur le polynome 

2a? + 3, ce qui est impossible. 
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quent dans celui de deux polyèdres symétriques, que Ton 

peut décomposer en tétraèdres symétriques deux à deux. 

Soient A B C D , A ' B ' C ' D ' deux tétraèdres symétriques. 

Décomposons le premier en 12 tétraèdres, au moyen de 

droites joignant le centre de la splière circonscrite aux 

sommets et aux centres des cercles circonscrits aux 

faces. Eifectuons la même décomposition sur le té-

traèdre A ' B ' C ' D ' . Deux éléments correspondants de 

A B C D et A ' B ' C ' D ' sont superposables en même temps 

que symétriques, car ils possèdent un plan de symétrie. 
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Les Leçons d'Algèbre de M. Bourlet forment le troisième 

Volume de la collection d 'Ouvrages élémentaires, publ iée sous 

la haute direction de M . Darboux , membre de l ' Inst i tut , doyen 

de la Facul té des Sciences de Paris. Elles s'adressent aux élèves 

de la classe de Mathémat iques élémentaires et cont iennent , 

avec les Appendices, toutes les matières dont la connaissance 

est exigée pour l 'admission à l 'École de Saint-Cyr. 

L 'auteur a fait , dans ce Vo lume , quelques innovat ions . I l 

débute par l 'exposition directe, détai l lée, de la théorie des 

nombres négatifs. Cette théorie est précédée de quelques no-

tions sur les segments portés par un axe, notions qui lu i servent 

à alléger les démonstrat ions ej, à leur donner une forme plus 

concrète*. 

Dans l 'étude des équat ions du premier degré, il a in t rodu i t 

quelques rudiments de Géométr ie analyt ique qui sont d'une 
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ut i l i té incontestable pou r éclairer la discussion de la réso lu t ion 

de deux équat ions du premier degré à deux inconnues et qu i 

p réparen t le lecteur à la représentat ion g r aph i que de la varia-

t ion d ' une fonc t ion . 

Ce qu ' i l y a de p lus caractér is t ique dans ce Livre, c'est l 'ex-

clusion systémat ique des méthodes dites élémentaires, pou r 

é tud ier la var ia t ion d ' une fract ion rat ionnel le . M . Bour le t , fort 

de l 'assent iment de M . Da rboux , a réso lument exposé la mé-

thode des dérivées. 11 s'est d 'a i l leurs borné , c omme cela se 

conçoi t , aux po lynomes entiers, fract ions rat ionnel les et irra-

t ionnel les du second degré, et il est parvenu ainsi à donner , 

en trois Chapi t res assez brefs, tou t ce qui est nécessaire pou r 

é tud ier avec rigueur la var ia t ion d 'une fonct ion s imp le de la 

na tu re de celles qu 'on étud ie en Élémenta ires . 

I l n'est pas par lé , dans le corps du Vo lume , des nombres 

imaginaires. L ' au teur a considéré, avec jus te ra ison, que la 

connaissance de ces nombres n 'é ta i t nu l l emen t nécessaire aux 

élèves de Ma théma t i ques é lémentaires, p roprement dits. I l a 

réservé l 'Append ice I à cette étude et a adopté la belle mé thode 

de M . Méray qu i , quo iqu ' un peu abstrai te, est, sans nu l dou te , 

celle qu i satisfait le m ieux l 'espr i t au po in t de vue de la 

log ique pure . 

A j ou tons , en te rm inan t , que le L ivre cont ient de nomb reux 

exercices, choisis avec un très g r and soin et signés, pour la 

p l upa r t , de noms célèbres dans la Science. 

Exercices de Géométrie descriptive, par F. J., 3e édi-
tion. Tours et Paris, Maine et Poussielgue. 

Après avoir rendu compte des Exercices de Géométrie élé-
mentaire (1896, p . 245), nous croyons ut i le de dire aussi 

quelques mots des Exercices de Géométrie descriptive, car 

ce dernier Ouv rage , de degré p lus élevé que le premier , est 

remarquab le à p lus ieurs t i tres. 

Dans une magis tra le i n t roduc t i on de 120 pages, sous le n om 

de Compléments et méthodes de Géométrie descriptive, 
l ' au teur passe en revue une foule de not ions qu 'on t rouvera i t 

di f f ic i lement ai l leurs, et don t p lus ieurs nous paraissent inédi tes ; 

ne pouvan t t ou t c i ter , bornons-nous à signaler le Chap i t r e I V : 

Généralisation des solutions (p. 68 à 112); les problèmes 
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classiques relatifs aux. quadr iques , p ou r dé terminer les po in ts 

d ' intersect ion d 'une droi te et les p lans tangents menés pa r une 

dro i te , y sont trai tés dans toute leur général i té , et par diverses 

méthodes dont p lus ieurs sont d ' une rare élégance. Les Exercices 

p rop remen t dits sont très variés et b ien classés; p lusieurs sont 

enr ich is de notes fort intéressantes. Les quest ions nouvel les ou 

peu connues sont nombreuses et se t r ouven t n o t a m m e n t dans 

le Chapitre complémentaire de la dro i te et du p lan ( p . 313) 

et dans la seconde Partie de l'Ouvrage : Sections planes et 

autres Intersections des surfaces ( p . 4 9 ^ 6 i 4 ) • 

Une Tab le ana ly t ique très complè te facil i te les recherches et 

mon t re la richesse de l 'Ouv rage ; enfin, la par t ie matér ie l le , 

gravures et impress ion , si impo r t an t e en Géomét r i e descrip-

tive, ne laisse rien à dés irer ; en un mo t , elle r épond aux autres 

qual i tés du remarquab l e Trava i l que nous venons d 'analyser. 

G I N O L O U I A , Professeur à l'Université de Gênes. — 

Il passato ed il présente delle principali teorie geo-
nietriche. i vol. in-8°, 340 pages. Torino, Carlo Clau-

sen. Prix : 8 fr. 

Cet Ouv r age cons idérab le et d 'une pro fonde é rud i t i on rap-

pelle Y Aperçu historique de Ghasles, et il en est, en que lque 

sorte, le p ro l ongemen t . D ' une lecture ex t rêmement capt ivante , 

il fourmi l le de renseignements préc ieux sur t ou t ce qu i con-

cerne, ainsi que son t i t re l ' i nd ique , le passé et le présent de la 

Géomé t r i e . A ce t i t re , il mér i te de f igurer dans les b ib l io thèques 

de ceux qu i s' intéressent aux progrès de la Géomét r i e moderne 

et qu i t i ennen t à être exac tement renseignés sur l 'état actuel 

de cette Science. 

Nous signalons par t i cu l i è rement à l ' a t tent ion de nos lecteurs 

le Chap i t re I i n t i t u l é : « Coup d'œi l sur les origines et le dé-

ve loppement de la Géomé t r i e j u sque vers i85o. » Ce coup 

d'œi l est donné de ma i n de ma î t re et la lecture du Chap i t re est 

t o u t ce qu ' i l y a de p lus a t t rayant . Vo ic i , du reste, l ' énuméra-

t ion des autres Chap i t res : 

Théor ie des courbes planes a lgébr iques . — T h é o r i e des sur-

faces a lgébr iques . — Théor ie des courbes a lgébr iques à doub le 

courbure . — Géomét r i e dif férent iel le. — Recherches sur la 

forme des courbes, des surfaces et des autres figures géomc-
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t r i ques . Ana l y s i s s i tus . Con f i gu r a t i on s . — G é o m é t r i e de la 

d ro i t e d ans l 'espace. — C o r r e s p o n d a n c e s , r ep résen t a t i ons et 

t r a n s f o rma t i o n s . — G é o m é t r i e é n u m é r a t i v e . — G é o m é t r i e n o n 

euc l i d i enne . — G é o m é t r i e des espaces à a u t a n t de d imens i ons 

q u e l ' on veu t . — É p i l o g u e . X . A . 

ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, SECTION DES SCIENCES. 

CONCOURS DE 1896 . 

Mat hé nia tiq lies. 

I . O n cons i dè re une c ou r be p l a ne te l le que les c oo r donnée s 

rec t angu l a i r es d ' u n q u e l c o n q u e de ses p o i n t s s ' exp r imen t au 

moyen diî p a r a m è t r e t p a r les f o r m u l e s 

x = et, y—t 2. 

Que l s d o i v e n t ê t re les coef f ic ients a , 6 , c p o u r que les cosi-

nus d i rec teurs de la t a ngen t e en u n p o i n t q ue l c onque de la 

courbe so ient des f o nc t i o n s r a t i onne l l e s de £? D é m o n t r e r que 

tou tes les cou rbes q u e l 'on o b t i e n t a ins i son t semb l ab l e s et 

s e m b l a b l e m e n t p lacées . 

I I . É v a l u e r , p o u r l ' u ne d'el les, la l o n g u e u r de la bouc l e si-

tuée au-dessous d u p o i n t d o u b l e . 

I I I . C on s i d é r a n t , en p a r t i c u l i e r , la c o u r b e ( C ) que repré-

sen t en t les f o r m u l e s 

x = t - ~ , y — t 2, 

on lu i m è n e d e u x t angen tes para l l è les , de coeff ic ient a n g u l a i r e 

m : D é t e r m i n e r , en f o n c t i o n de w , les coo rdonnées du p o i n t 

où la c o u r b e ( C ) est r encon t r ée p a r la d ro i t e q u i j o i n t les 

po i n t s de c on t a c t de ces deux t angen tes , et t r ouve r l ' e nve l oppe 

( E ) de cette m ê m e d ro i t e , v a r i a b l e avec m . 

I V . F o r m e r les é q u a t i o n s des t a ngen t e s menées à la c o u r b e 

( E ) p a r u n p o i n t A 0 de la c o u r be ( C ) , c o r r e s p o n d a n t à la va-

leur to du p a r a m è t r e t. Que l l e est cel le de ces dro i tes qu i ren-
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contre la courbe ( G ) , abstract ion faite de A 0 , en deux po ints 

où les tangentes sont para l lè les? 

V . Dans l 'espace, on considère la courbe ( K ) définie par les 

équat ions 

s3 

ainsi que les cyl indres ( S ) et ( S ' ) qu i la pro je t ten t respective-

men t sur les plans des xy et des xz. Ces deux cyl indres se 

coupent su ivant une autre courbe ( K ' ) . Fo rmer l ' équat ion du 

cy l indre qu i pro jet te ( K ' ) sur le p l an des yz. 

V I . Trouver le l ieu des po ints d ' in tersect ion des tangentes 

à la courbe ( K ' ) en deux po in ts situés sur une m ê m e généra-

tr ice du cy l indre (S ' ) . O n figurera la pro ject ion de ce lieu sur 

le p lan des yz. 

ECOLE POLYTECHNIQUE. - CONCOURS DE 1 8 9 6 . 

Composition de Mathématiques. 

O n donne un cercle G qu i a pou r équat ions , en coordonnées 

rectangula ires , x — a et y 2 -+- z' 2 = a'2. O n considère : i ° le 

cône S qu i a pou r base ce cercle et p ou r sommet le po in t de 

l 'axe O z qui est à la distance X a de l ' o r ig ine ; 2° la surface S i 

engendrée par des droites paral lèles au p lan des xy, et qu i 

s ' appu ien t sur l 'axe Oz et sur le cercle donné . 

On demande : 

I . De former les équat ions des deux surfaces S et S t ; 

I I . De t rouver l 'expression du sinus de l 'ang le des p lans 

tangents aux deux surfaces en un po i n t du cercle qui a p o u r 

côté £ = ¡xa et de calculer ce sinus, avec 3 décimales seule-

. i v/3 

ment , pou r À = - et p. = — ; 

I I I . De dé te rm iner l ' intersect ion des deux surfaces; d'en 

constru i re deux pro ject ions pou r X = i ; d 'en suivre les pr in-

cipales t rans format ions quand X varie de o à l ' inf in i . 
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Épure. 

On donne : i° un parabolo ïde de révolut ion à axe vertical, 

ayant son foyer à 5ymm au-dessous du sommet, lequel a ses 

project ions hor izonta le et verticale à i7om m et à 375mm au des-

sus du bord inférieur de la feuille, et à aao"1'" du bord gauche ; 

2° un cône de révolut ion, don t une section mér id ienne se com-

pose de deux lignes droites : l 'une, parallèle aux deux plans 

de project ion et passant par le sommet du parabolo ïde; l 'autre 

verticale se pro jetant à i o o m m du bord gauche de la feuille. O n 

ne considérera que la nappe de ce cône qui se projette verti-

calement au-dessous de la première des deux lignes indiquées 

et à droite de la seconde. 

La courbe d'intersection de ce cône et du paraboloïde sert 

de directrice à un second cône ayant même sommet que le 

parabolo ïde . 

On demande de représenter, par ses project ions, le solide 

commun aux deux cônes supposés pleins, et l imités inférieure-

ment par un plan hor izonta l H , situé à 54mm au-dessous de 

leurs sommets. 

On tracera en traits pleins noirs les lignes d'intersection des 

deux cônes et du p lan I I . 

On indiquera en traits rouges le contour apparent vertical 

du paraboloïde et la construct ion : i °des points les plus hauts 

et les plus bas de la courbe d'intersection des deux cônes li-

mitée au plan I I ; d 'un po int de la trace du cône de révolu-

t ion sur le plan 11 et de la tangente en ce point . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 1707. 
( 1896, p . 5 5 ) . 

Les courbes (M) et (M') sont caustiques réciproques par 

rapport à la courbe ( A ) , c'est-à-dire que les tangentes M A 

et M ' A aux courbes (M ) et (M ' ) font des angles égaux avec 

la normale A a en A à la courbe ( A ) , a étant le centre de 
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courbure correspondant. La perpendiculaire abaissée de M 

sur A A coupe AM ' en MJ. Démontrer que la perpendiculaire 

élevée en M à MMt et la perpendiculaire élevée en Mi à 

AMJ se coupent sur la droite AM', ce qui permet de con-

struire le point M' lorsque M et A sont connus. 

C O R O L L A I R E . — Si la courbe ( A ) est une conique de foyers 

M et M', ce théorème fait connaître le centre de courbure a 

répondant au point A de la conique. ( M . D ' O C A G N E . ) 

Si l'on remplace la courbc ( A ) par une autre courbe oscu-

latrice à la première au point A , le po in t M' ne changera évi-

demmen t pas sur la droite A M ' : en choisissant comme courbe 

( A ) la conique de foyer M qui passe par A et admet a comme 

centre de courbure correspondant , on voit que la démonstra-

tion de la question revient à celle du corollaire qui en termine 

l 'énoncé. 

Soit donc P j le po in t où se coupent la perpendicula ire élevée 

en M à M M j et la perpendicula ire élevée en M j à A M i : nous 

voulons montrer que la droite P i M ' e t la perpendiculaire A a à 

M M j ont pour point de concours a, le centre de courbure ré-

pondan t au po int A de la conique de foyers M et M ' normale 

en A à A CL. Soient w le mi l ieu de MM' , n le point où A a coupe 

MM' , enfMi N, Nj , P et Q les points où la parallèle à M M i 

menée par n coupe respectivement les droites AM, A M j , A to 

et la parallèle menée par A à MM'. Les triangles M P i M t et n a N i 

S O L U T I O N 

Par M. E. DuroRCQ. 

A 

p. 
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étant h omo thé t i q ue s par r appo r t au po in t M', on voi t que N t 

est la pro ject ion de a sur A M t . D 'a i l leurs , les po in ts P et Q 

sont con jugués ha rmon iques par rappor t aux points N et Ni ; 

on a donc 

n P n Q = n N n JN t = — n j\ t = nanA. 

L'éga l i té des termes extrêmes mon t r e que P est l ' o r thocentre 

du t r i ang le A a Q . P a r suite, a P est perpend icu la i re à M M ' . La 

dé te rm ina t i on du po i n t a au moyen des droites w A , / i P et Pôt 

est une construct ion connue du centre de courbure de la 

con ique de centre to, d 'axe MM' , no rma le en A à An. Le théo-

rème en résulte. 

Remarque. — La construct ion du po i n t M' se simpl i f ie ainsi : 

N é tant la pro ject ion de a sur A M , et n celle de N sur A a, la 

dro i te M M ' passe pa r n. 

Question 1708. 

(1896, p. 55.) 

Soit M le pied de la perpendiculaire abaissée du point 
fixe 0 sur la tangente en A à la courbe (A). Le point M 

décrit la podaire (M) de la courbe (A) pour le point O. 
La perpendiculaire élevée en O à OM coupe la normale 
en A à la courbe (A) au point m. On sait que M m est la 
normale à la podaire (M). 

Soient, en outre, a et fx les centres de courbure des courbes 
(A) et (M) répondant aux points A et M. 

On a les théorèmes suivants : 
I. Si la perpendiculaire élevée à OA au point O coupe 

Ax au point B, et si MB coupe Oa au point D, la droite AD 

passe par [x. 

II. Si la perpendiculaire élevée à MM en m coupe OM au 
point H, la droite qui joint le point II au milieu \ de 0<x 
passe par jx. 

III. Si J est le pied de la perpendiculaire abaissée de a 

sur OM, K le pied de la perpendiculaire abaissée de J sur 
Mm, L le pied de la perpendiculaire abaissée de K sur A a, 

la droite OL passe par jx. 

Le théorème I a été démontré par M. Ilusquin de JRhé-
ville dans les Nouvelles Anna les (3e série, t . I X , p . 14i).J'ai 
obtenu les théorèmes II et III par des voies absolument dif-
férentes. Je propose ici de déduire ces deux théorèmes du 
précédent. ( M . D ' O C A G N E . ) 
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S O L U T I O N ( 1 ) 

p a r M . E . D U P O R C Q . 

I I . Les po ints ¡x et a se cor respondan t de man iè re que la 

propr ié té I soit satisfaite, il s'agit de p rouver que le po i n t I , 

où se coupent O D et H [x, est le m i l i eu de O a . Je désigne par 

v et E les po in ts d ' in tersect ion de O A avec M m et M B . Évi-

d e m m e n t 

( M (Jiv/n) = ( M D E B ) , 

d 'où 

I I ( M [xv m ) = O ( M D E B ) . 

Les rayons H M et O M co ïnc idan t , les intersect ions des 

autres rayons con jugués sont en l igne dro i te : le po i n t I est 

donc sur la dro i te qui j o i n t V au po i n t c o m m u n à O B et mil. 

La propr ié té à démon t re r en résulte. 

I I I . I l s 'agit de p rouver que le po i n t L , où 0[x coupe A B 

est la pro jec t ion de K sur cette dro i te , ou encore, en dés ignant 

par N la pro jec t ion de K sur M J , il f au t p rouver que 

LA _ N M _ O M 

• L a ~ NJ ~ O H ' 

O r , soit K le po i n t où A D coupe O M ; on a 

^ = 0 ( A D ^ K ) = M ( A D [ J l K ) = j j A , 

C . Q . F . D . 

( J ) La proposition I est déjà démontrée, comme le rappelle 

l'énoncé de la question. 
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Question 1718. 
( 1 8 9 6 , p . IDI.) 

f ( z ) désignant un polynome entier en zy on a Végalité 

f ' ( z ) désignant la dérivée de f { z ) et l'intégrale étant 

prise dans le sens positif le long d'un contour fermé G 

simple, partant du point x pour y revenir après avoir en-

Décr ivons du po i n t x un lacet don t l 'entrée est en x et la 

boucle un cercle de rayon e in f in iment pet i t enveloppant l 'ori-

gine O . L ' in tégra le prise le l ong du con tour G et du lacet sera 

nul le , car il n'existe dans le c hamp ainsi dé l imi té aucun po i n t 

cr i t ique de la fonct ion f ' ( z ) L z d z . 

Précisons ma i n t enan t la valeur de l ' in tégra le sur chacune 

des branches de ce parcours . Dés ignons par A sa valeur prise 

de x à o dans le sens direct, le long de la branche recti l igne du 

lacet au-dessus de la dro i te xO. Le po i n t z, après avoir con-

tou rné l 'or ig ine, revient en x sur la b ranche rectil igne infé-

rieure du lacet , dans le sens inverse. Mais après que z a t ou rné 

au t ou r de O , L z a crû de n z i ] donc l ' in tégra le sur la deux ième 

b ranche du lacet sera — A — nr. i f ' ( z ) d z . Q u a n t à sa va-

leur I sur le pet i t cercle, elle est nu l le . En effet, en posant 

« * [ / ( * ) - / ( o ) ] = f / ' ( z ) L z dz, 

touré l'origine O. ( G . B O U R L E T . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . A u d i b e r t . 

2 o n aura 

car à la l im i te e — o et z h z = o. 

F ina lemen t , on a l ' équat ion 

d 'où 

o = A -h 1 A — 9,TZ i - 1 — A — 27tî j f f'{z) dz — ^ / ( z ) L z d z , 
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Remarque sur la question 1644 ('). 

Pour résoudre cette quest ion, il suffisait de dire : 

La normale en A rencontre de nouveau la parabole en B . Le 

d iamètre qui passe par le pôle G de AB coupe ce segment en 

G A GB 
son mi l ieu F . On a alors —— -h i - r ^ » Donc , etc. Z . 

A F AB 

Q U E S T I O N S . 

1733. É tan t donné un cercle dont le d iamètre AG est verti-

cal, deux points pesants partent du repos en A et en B, et dé-

crivent les deux cordes complémentaires AB , BC ; les deux 

mobiles seront sur une même verticale au bou t d 'un temps 

indépendan t de la posit ion du po in t B sur la circonférence. 

( B . N i E W E N G L O W S K I . ) 

1734. Si n — i et /< + 1 sont deux nombres premiers plus 

grands que 5, n est nécessairement de la forme n = 3 om , ou 

de la forme n = 3o/?zdz i2 , et w 2 ( ; i 2-f-i6) est toujours divi-

sible par 720. ( WOLSTENHOLME.) 

1735. Si n — 2 et /z -H 2 sont deux nombres premiers plus 

grands que 5, n est nécessairement de la forme n = Zom -+-15, 

ou de la forme n — 3o m d= 9. ( W O L S T E N H O L M E . ) 

1736. n étant un nombre entier, 32 / i 4~2—8/i — 9 est tou-

jours divisible par 64. ( W O L S T E N H O L M E . ) 

1737. n étant un nombre entier, 32"-1-1 -+- 271+2 est tou jours 

divisible par 7 . " ( W O L S T E N H O L M E . ) 

173&. Hu i t points étant donnés sur un plan, il existe 75 

points tels qu'en les j o i gnan t aux hu i t points donnés, on ob-

tienne des faisceaux en invo lu t ion . ( E D . D E W U L F . ) 

(•') Voir p. 
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[B2] 

EXPOSÉ D'UNE THÉORIE NOUVELLE DES SUBSTITUTIONS 
LINÉAIRES; 

PAR M . H . L A U R E N T . 

I . — PRÉLIMINAIRES . 

J'appelle substitution linéaire l'opération qui a pour 

but de remplacer des variables par des fonctions linéaires 

et homogènes de nouvelles variables. 

Une substitution linéaire pourra donc se représenter 

au moyen des formules 

yx = xxxxx H- x12x2 ... -+-a Xflxny 

Y 2 — «21^1 -H A22^2 •••-!- 0L2NXTL , 

y n = i - + - a « 2 • • . - + - a t i n & n , 

x«r2, . . ., xn désignant des variables, a/y des coeffi-

cients constants, y{, • • • ? JK« nouvelles variables. 

Le déterminant S ± a , i ocoo • • • ®~nn est dit le deter-
minant de la substitution ; le nombre n des variables x 
ou y est le degré de la substitution. 

Considérons la fonction linéaire des T/y 

(2) s = Sal7T/y, 

nous dirons que cette fonction s représente la substitu-

tion (i), et, en effet, à chaque substitution ( i) correspond 

une et une seule fonction linéaire telle que (2) , et vice 
' v e r s a . Les T/y seront des imaginaires ou des clés assu-

jetties aux relations 

h < / X T W = 0 si J > k , 

\ x yi = Zit, 

Ann. de Mathémat3e série, t. XV . (Août 1 8 9 6 . ) 23 
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Il résulte de là que, si s = yZ*ijZij et z = 2j3/yTiy repré-

sentent deux substitutions, s t représentera une sub-

stitution que nous pouvons appeler la somme des deux 

premières, et 2(oc/y-h sera la substitution 

yP = O/U -h -+-..."+- («,,„ -H $pn)&n, 

On appelle produit, de deux substitutions s et t la 

substitution équivalente à la substitution s suivie de t 
ou vice versa; ce produit dépend d'ailleurs de l'ordre 

dans lequel on effectue les substitutions : st est le ré-

sultat obtenu eu effectuant d'abord puis s. 

Si l'on appelle s la substitution ( i ) ou 2a iyT iy, et t la 

substitution 

= pnvi -4- Pis v2. ..-+- $\nyn, 

= Pat JKl H- P22JK0. . .-h fiînyn, 
j 

on aura 
Zi — .T\( p/i aj j -f- fi/2*2i 

-H Xî( Pil a12 P/2«22 • • 

-4- .ry(Piiaiy -h p|2 a/y ¡^G^y) 

cette substitution sera la substitution ts représentée par 

(4 ) £ ( pit a/y •+- p/î «îy...-+- pi» 3t«y )T|V ; 

or, si l 'on effectue le produit 

2 ¡3*7 T/y x S a / y T / y , 

en tenant compte des relations (3) , on trouve précisé-

ment le résultat ( 4 ) . Donc le produit de deux substi-
tutions est représenté par le produit des fonctions 
linéaires qui représentent ces substitutions. 
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I I . — D E S F O N C T I O N S D E S U B S T I T U T I O N S . 

Si 1 on donne plusieurs substitutions 5, f , m, . . . , les 

notations 5 + I , Î + Î + a, st, ÎÎ, SI M, . . . sont bien 

définies d'après ce qui précède, la notation .y — t se 

comprend d'el le-même. 

La substitution 

"il -+- t22 ' • • • I Tmi 

joue le rôle de l 'unité, elle remplace x{ par x2 par 

x2-, - - . ; d'ailleurs 

S a/Y Zij ( T ! 1 4- T22 . . . -4- znn ) = S a ¿Y T,Y ; 

nous poserons donc 

T N -R- T 2 2 . . . - + " T / Î « = 

et i sera le symbole de la substitution de nul effet-, 

de même, a étant un nombre, on pourra poser 

a = azn -h aiw .. . H- aznn, 
car 

(azn -h ai.22 • . • ) x Sa/yT/y = Saa/yT/y; 

les symboles . . . sont donc mainte-

nant bien définis et représentent des substitutions. Les 

formules 

6-0 — I ? s1 = S, S'2 = S X S, S* = S X S X s, 

serviront à définir 5°, 52, 53, . . e t alors f(x) dési-

gnant un polynome entier en x: f(s) sera bien défini 

et représentera une substitution. 

Il faut remarquer que T¿J représente une substitution 

dite élémentaire, qui remplace x-i par X j et les autres 

variables par zéro. 

Les substitutions de la forme a -h biij sont dites 

primaires. 
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I I I . — D É C O M P O S I T I O N D ' U N E S U B S T I T U T I O N E N F A C T E U R S 

P R I M A I R E S . 

Si l'on multiplie une substitution Sa/yT/y, dont le dé-

terminant est 
«11 «12 • • «1/i 

(1) 
«21 «22 • • . . a

2/
i 

«/M ««2 • • • « « « 

par la substitution primaire i -f- elle devient 

Sa/yT/y -H/>(au"w,y -f- a2iT2y . .. h- CLniznj): 

cette multiplication a pour effet de remplacer, dans le 

Tableau (i) , la colonne a2y, . . . , a n j par -f- />aw-, 

ou/ H- />a2/, . . . , a/?y -f- poL„i. La multiplication est censée 

effectuée à droite par ( i si l 'on multipliait à 

gauche, on obtiendrait un résultat analogue, dans lequel 

les lignes joueraient le rôle qu'avaient joué tout à l 'heure 

les colonnes. 

Il résulte de là que, en multipliant la substitution 

Sa¿j-Zij successivement à droite par des facteurs pri-

maires, on fera prendre la forme 

Pu «Il -f-/>2l3l2 . . PnlZln, />12«11 H". . . Pn2*Ul, 

/>11«21 -H/>21a22 ni Z-ln, . . Pn2*2n, • -, 

à son déterminant, en sorte que , si l 'on prend 

Socij-Zij— i , on voit que la substitution Spij^ij , dont 

le déterminant est 

P il pu ••• Pin 

P-21 Pli • • • Pin ? 

peut s'obtenir en multipliant entre elles des substitu-
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tions primaires de la forme a + ¿T/y, et il est visible 

que la substitution 2/?/y*c/y est quelconque*, donc t o u t e 

substitution est décomposable en facteurs primaires. 

I V . — E Q U A T I O N C A R A C T É R I S T I Q U E . 

Posons 

= Y1 Y2"12 • ••-+- Y»tI«> 

¿i = Yi Y • • • -H 

.9 = 
on aura 

= («]!!!! + «21 2̂1 • • • ) Yl + ( al 1 TÎ2 H" «21 2̂2 • • • ) Y2 + • • • ? 

c'est-à-dire 

SZi = «ll(Yl^ll -H Y2'12 . . . ) -ï- «2l( Yl T21 + Ï2 "22 . . . ) • • . 

ou 
= «11-¿L -T- « 2 1 -+-• • • « N I  z n •> 

en sorte que Ton aura 

[ ( « 1 1 -Î- « 2 1 Z G - H . • . " 4- 0 C N T Z N = O , 

(l) l 0Cl2 -h («22 s)Zg-Jr. . .CLn^Zn = O, 

désignons par ,/(*) le déterminant 

— s « 1 2 ••• « 1 « 

«21 «212 S . . . i 

on déduit des équations ( i) 

/ (*)* ! = 0 , /($)«, = 0, f(s)zn=0. 

Or y4,, y 2 , • • • sont quelconques, en les remplaçant par 

Y * M Ï 1 2 J P U I S P A R Y 2 M Y ^ Y E N 
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appelant . . . ce que devient alors z^ on a 

f ( s ) z l i = o, f(s)z2Z=o, . 

et, par suite, 

f ( s ) ( z n 4-¿22 4 - . . . = o. 

Or, + est une substitution quelconque 

égale à i , si l 'on veut; donc 

/ ( ' ) = o. 

Donc toute substitution de degré n satisfait à une 
équation de même degré que Von appelle son équation 

caractéristique. 

Le terme constant de l'équation caractéristique n'est 

autre chose que le déterminant de la substitution. Une 

substitution peut satisfaire à une autre équation qu'à 

son équation caractéristique; si cette équation est de 

degré inférieur à rc, on dit que la substitution est sin-
gulière ; au contraire, une substitution est normale 
quand elle ne satisfait à aucune équation de degr é infé-

rieur à son degré. 

Il est évident, d'après la définition du produit de deux 

substitutions, que le déterminant d'un produit de sub-

stitutions est égal au produit des déterminants de ces 

substitutions. 

Si l 'on considère une équation de la forme 

st = o, 

où 5 et t sont deux substitutions, il n'en résulte pas né-

cessairement s = o ou t = o, mais il faut que le déter-

minant de s ou de t soit nul. 

Cel^ posé, supposons que f(s) = o soit l'équation 

caractéristique de s, supposons que j satisfasse à une 

autre équation cp(.ç) de degré égal ou supérieur à n, degré 
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de 5. Soit 0(s) le plus grand commun diviseur de f{x) 
et s satisfera à 8(5) = o. Ainsi l'on aura 

6 ( 5 ) = o . 

Donc, si la substitution s n'est pas normale, elle 
satisfait à une équation Ô(.v) = o ou 6(5) est un divi-
seur de f(s), f(s) désignant le premier nombre de son 
équation caractéristique. 
Dans le cas ou la substitution s n'est pas normale, 

son équation caractéristique n'est pas irréductible. 
11 est facile de voir en eifet que 6(5) est à coefficients 

commensurables avec les atJ\ Soit 

0(s) = SP-+- XiSt'-i-r. . .-T- Ap. 

On peut poser 

S = ZXijTfj, s'/=vaWT,yî 

alors 

= A , » } ; - » + . . . ) ; 

mais comme 8(s) — o, on aura 

* < * > + A , + = O ; 

ce qui montre que les À sont fonctions rationnelles 

des a W et, par suite, des a/y. Donc f(s) = o n'est pas 

irréductible si 9(5) existe, c'est-à-dire si s n'est pas nor-

male . 

V . — F O N C T I O N S R A T I O N N E L L E S D ' U N E S U B S T I T U T I O N . 

Etant donnée une substitution s ~ Sa/y?//, il existe 
une autre substitution s~1 — S^/yT/y telle que 

s x s- 1 = .s-1 X S — I , 

pourvu que le déterminant de s ne soit pas nul. 
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En effet 

5. S - » = £ Zij ( a/t pi y 4- a/2 P2y 4- . . . ), 

et si l 'on veut que = i , il faudra poser 

«il Pu 4- ai2 P21 4- • • .4-ai«P«i = i, 

«21 pli 4- a 2 2 p 2 i 4 - . . .4- a 2 „p„ t = o, 

et les valeurs de ¡3 sont bien déterminées si S ± a M a 2 î , . . . 

n'est pas nul ; on trouve d'ailleurs 

Deux substitutions 5, t sont dites échangeables quand 

st = ts\ s~* et s sont donc échangeables, deux fonctions 

entières de s sont échangeables. 

Si s est échangeable avec f, sa le sera aussi, s-1 et ses 
puissances 5~a aussi. 

En effet, si 

D = 2 ± a n a 2 s • « . 

On a de même 
sts~1 = iss-1 = t, 

et en multipliant à gauche par s 1 \ 

t. S-1 = 1. 

Si s et t sont échangeables, on peut poser 
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f( S ̂  
Le symbole ^ 7 ) ' f e t ? s o n l P ° ' y l l o m e s e n t î e r s > 

est alors bien défini, pourvu que le déterminant de f(s) 
11e soit pas nul. 

Toute fonction entière cVune substitution de degré n 
est égale à une fonction de degré n — 1 au plus. 

En effet, toute fonction entière F ( s ) de s donne lieu 

à une identité de la forme 

où f(s) est le premier membre de l'équation caracté-

ristique (ou de l'équation de degré moindre à laquelle 

s satisfait) et où est de degré inférieur à f(s) (est 

de degré n — 1 au plus); et comme f(s) = o, on a 

F(s) = R(s) C . Q . F . D . 

Il résulte de là que si v est le degré de l'équation de 

degré minimum à laquelle 5 satisfait (v — 72, si .s est 

normale) et si l'on a 

Aosv-i-i- Àj sv~2 -+-. . . = 0, 
il faut que 

A0 = Aj = . . . = o. 

f( s) Toute fonction rationnelle : d'une substitution s 
J <p(«) 

de degré n peut se mettre sous une forme entière (de 
degré n — 1 au plus, d'après ce que l'on vient de voir). 

En effet, soit f(s) = o l 'équation caractéristique de s. 
Il existe des polynomes 6(5) et tels que 

0 ( 5 ) < K S ) - M * ( 5 ) / ( J ) = I , 

ou comme/(,v) = o, tels que 
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donc 

I I ^ = 0 ( . f ) < P ( S ) . C. 0. F. n . 

V I . — SUBSTITUTIONS DE DÉTERMINANT N U L . 

A u x substitutions de déterminant nul ne correspondent 

pas de changements de variables proprement dits, et il 

n'y aurait pas lieu de les étudier si elles n'étaient pas de 

précieux auxiliaires dans les calculs. 

Cherchons d'abord dans quelles conditions le produit 

de deux substitutions s et t peut être nul. 

Soit 
Î = SfcyT/y. 

En égalant le produit st à zéro, on a n2 équations 

telles que 

( L ) A A FIL j - H A / 2 P 2 Y - H . . .-h<lin.pnj = O , 

et si l 'on considère les a/y comme des inconnues, plu-

sieurs cas peuvent se présenter. 

i° On peut satisfaire à l'équation st = o en prenant 

tous les a nuls, c'est-à-dire en supposant 5 = 0; et 

l'on ne pourra y satisfaire autrement si le déterminant 

B = 2 ± £jn ¡322 . . . , ftnn n'est pas nul. 

20 Supposons B = o, sans autre condition entre 

les ¡3¿y. Les équations (1) se partageront en n groupes 

dans lesquels les rapports de n — 1 inconnues à la n i e m e  

seront déterminés ; ces groupes seront 

an, a21, ccnU 

a22, 

et comme pour chaque groupe les coefficients seront les 
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meines, on aura 

«11 _ «21 
« 1 2 « 2 2 

« /Z I  

««2 

tous les mineurs du second degré du déterminant A de s 
seront nuls. 

3° Supposons que non seulement B soit nul , mais 

que ses mineurs soient nuls sans autre condition entre 

les ¡3,-y. Les groupes d'équations contenus dans le type ( i) 

se réduiront à des groupes de n — 2 équations distinctes, 

deux des inconnues déterminent les autres, et, comme les 

n groupes ont les mêmes coefficients, les mineurs du 

troisième degré de A sont nuls. 

En continuant cette discussion, on voit q u e , en 

général, si les mineurs d'ordre p de t sont nuls, les mi-

neurs de degré p -1- i de s devront être nuls. 

Considérons maintenant un système de n2 quantités 

dont le déterminant S zb xKK x22 • • • = X. ne soit pas 

nul ; posons 

xxu x12 

2̂11 #22 
' ? 

( 0 

Il est facile de voir que l'on aura 
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donc 

<n\ > t * ° Sl P < 

Il si p = q. 

On a ensuite en ajoutant (i) 
(3) + 

Les substitutions !j sont telles que, si as, a2, . . . dési-

gnent des nombres, l'égalité 

«1Ç1 -h • •-+• = O 

entraîne = a 2 = . . . = an = o, car en la multipliant 

par £1, en vertu de ( 2 ) on a 

rtj Çj — o OU Ct\ — O. 

Cela posé, nous pouvons maintenant démontrer qu'il 

existe des substitutions normales et des substitutions 

singulières. D'abord si s{, .. ., sn sont des nombres 

différents entre eux, 

s — ¿1 Çl H- So Ç2 H- • • . -+- Sn\n 

sera une substitution normale; en effet, si l 'on pose 

(,x — ss)(x — s2).. .(.r — sn) = f(x), on aura d'abord 

en vertu de (1) 

S*= s'iïi -H. . .-+-

Ç» _ -/> fc , _L_ .PC 
«> ' — * 1 Ç1 ' . • • : S fi^fi, 

? 

A*) = f^lK^ + . > • + f(Sn)tn, 

donc f(s) = o, et s a pour équation caractéristique 

f(s) = o ; si elle pouvait satisfaire à une autre équation 

de degi*é pl^n, o (s) = o, comme 

'¿(s) = 'f («1 -+-...-+-
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il faudrait que <p(5| )== <p(.ç2) ==...== o, ce qui est 

absurde. 

Au contraire, si les quantités s2, . . . ne sont pas 

toutes différentes, si, par exemple, s{ = s2l la substitu-

tion $ = £.*/£/ sera singulière, car elle satisfera â l 'équa-

tion (x — s{ ) (x — s2).. .(x — sn) = o. 

Nous pouvons donc former à volonté des substitutions 

normales ou singulières. 

V I L . — P I V O T S D ' U N E S U B S T I T U T I O N . 

Considérons maintenant la substitution Sa/yT/y ou 

y 1 — «H >V\ 4- a12.r2 4-. . .4- oc
ln
x
n
, 

J'n— CLn 2 «Tj ~r • • . Z/in -t'iii 

si nous posons 

y\ = kx
{
, y 2 — kx>2, y a = kx n, 

nous trouvons 

/ (an— k)Xv-+- Cf. i2.r.2-r-. . .4- CCUlXn= O, 

[ 1 4- 2 -r- . . . 4- .7',, = <>, 

de ces équations on tire d'abord 

/(/0 = o; 

et J(k) = o est l'équation caractéristique de Soient 

s^ s2 , . . . , s,* ses racines, en les mettant successivement 

à la place de k dans ( i) , on en déduit pour les rapports 

x,, x2, .. ., xn un système de n valeurs. 

Soient 

les valeurs de xu x2, ..., xn correspondant à la valeur 
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Si de A. on aura 

/ ( a n — . «ln^ni = O, 

(a) 

( -1-. . • -+- Si)xni = o. 

Si l 'on pose X = S dt .r22 . . . on déduira de (2) 

1 / âX ÔX \ 
= x r 1 ^ ^ + + • - - ) » 

et en posant 

on aura 

ox_ 
r/n X(ii dxp- 'w 

INous voyons le rôle important que jouent les x i j dans 

la théorie des substitutions. x2i, . . , , ocni constitue-

ront ce que nous appellerons un pivot. 

Les quantités £2, • • • peuvent s'exprimer facile-

ment en fonction de s\ en effet, comme 

011 a, en appelant F un polynome entier, 

F ( Î ) = F(S 1 )5 1 H- F(.9 2 )?2-F-.. . , 

et si 
/ U ) F(s) = -
S Si 

on a 

/'M (s — Si) 

ce qui justifie le nom de substitutions interpolaires que 

nous donnerons aux substitutions 

La théorie que nous venons d'exposer est subordonnée 

à un grand nombre d'hypothèses restrictives et sur les-

quelles nous allons maintenant porter notre attention. 
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En général, quand f ( k ) ~ o aura des racines multi-

ples, la substitution ne pourra plus se mettre sous la 

forme 
• -H" Sn^n. 

Cependant quand tous les mineurs de f(k) sont nuls 

f(k) a une racine double et les pivots correspondant à 

cette racine sont indéterminés, et s peut encore, et cela 

d'une infinité de manières, prendre la forme précédente ; 

mais alors, dans cette forme, il y aura des coefficients 

égaux. 

Ce qu'il faut remarquer, c'est que c'est seulement 

dans des cas exceptionnels que notre théorie sera en 

défaut et X ne sera jamais nul puisque les a¿j sont bien 

déterminés. 

VIII. — S U B S T I T U T I O N S É C H A N G E A B L E S . 

Proposons-nous maintenant de trouver la condition 

nécessaire et suffisante pour que deux substitutions 

5 = S a.ij'Zij et t = X ¡3/y 

soient échangeables. Supposons, ce qui est le cas gé-

néral, que 5 et i puissent se mettre sous la forme 

s = Si -h Ç2 • • • Sn 
t = txriX -t- . .-h tnrin, 

Si9 • • • • • désignant des interpolaires, on 

pourra poser 
t _ 1 V 

_ 1 v 
i * - Y 2dyjqdy~Zij> 

en désignant par X et Y les déterminants 

X = 2±a?i t . . . xnny Y = 2 ± ylx y22 - •. ynn. 
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Pour que l'on ait st = ts il faut et il suffit que l'on ait 

qpy\q = *f\q̂ p. Cela suffit évidemment. Ensuite, cela est 

nécessaire ; car si st = ts on a 

s*t = sts=ts*, s*t = ts*, ..., 

= fis*, /(*)?(') = ?(0/(0-

Or on a 

X Y î " " ' = ( ¿ S ; + £ r P • • ) 2 

= ( ¡ ^ ^ ^ + • • • ) 2 

et pour que = Y^ip, il faut que l 'on ait 

[ / dX dX \ Î)Y 

j / dY ¿X \ ¿X 

Laissons <7, j fixes, multiplions les deux membres de 

cette formule par j i q en faisant i = 1, 2, 3, . . . , 11 et 

ajoutons, nous aurons 

\ / d\ Î ) Y \ / D X ¿ X 

laissons p et q fixes, multiplions par faisons 
(IX jp 

j — 1, 2 , 3 , . . /i et ajoutons, nous aurons 

/ dX ¿X \ v v 

/ dY c)Y \ / dX dX Y 

de là 011 conclut, ou bien 
* 

à\ àX 
(3> + - = 
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YV / ÓY OY \ l àX dX 

ÔX 

îp 

En multipliant (2) par > • • • faisant j = 1,2, . n 
OXjr 

et ajoutant, on a 

( 5 )
 ° = 

Si l 'on considère l'équation (3) elle ne peut avoir lieu 

quel que soit <7, sans quoi on aurait Y — o, il y aura donc 

des valeurs de p et q, telles que (4) ait lieu, en vertu 

de (5) 5 si p et <7 sont de telles valeurs, il n'y aura qu'une 

valeur de p qui, associée à des valeurs de <7, ne satisfait 

pas à (3) . Des n — 1 équations (3) 011 déduira 

JKlp' \OC\p — y<Lp' \ %2p =..., 

y\q' X\q —  x2q' •  x2q = • • . , 

el si p ' ^ q ' on n'aura pas p — q, sans quoi on aurait Y — o ; 

il en résulte que l 'on peut poser 

yn = xn, yi2=xJ2, . 

^21 = ^21, y 22 = #22, . 

et, par suite, 

i\ = yu %2=y2, — 

Les substitutions échangeables ont donc mêmes inter-

polaires et, par suite, sont des fonctions d'une même 

substitution normale. 

Cette conclusion suppose que s et t sont des substitu-

tions tout à fait générales, et si l 'une d'elles ne pouvait 

pas affecter la forme sK H- - K . . on ferait varier 

ses coefficients infiniment peu, de manière à lui faire 

Ann. de Mathémat., 3e série, t . XV. (Août 1896.) 2/J 
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affecter la forme en question, et l'on arriverait aux 

mêmes conclusions. 

I X . — S U B S T I T U T I O N S Q U À S I - É C H À N G E À B L E S . 

Maintenant proposons-nous de trouver deux substi-

tutions s et t telles que l'on ait 

st = £¿5, 

e désignant un nombre. Si n désigne le degré de s et t% 

c ne saurait être quelconque; en effet, le déterminant 

de st devant être égal à celui de ts et à celui de (Et)s; 

si donc les déterminants de s et t ne sont pas nuls 

il faudra que E" = I : ainsi e devra être racine nihme de 

l'unité. 

Mais supposons s donné et cherchons £; pour cal-

culer les ¡3, il faudra résoudre n2 équations de la forme 

linéaire 

( = e(pii«yi PJ/O/S -h.. . H- ^niOLfn); 

en éliminant les ¡5 on aura une équation ene du degré /i2, 

dont chaque racine fera connaître un système de valeurs 

des ¡3. 

D'abord si l'on suppose s normale, toutes les fonctions 

de 5 au nombre de n linéairement distinctes seront pour 

e = i des solutions des équations ( i) dont les mineurs 

d'ordre n — i seront nuls : donc e = i sera racine 

d'ordre n de l'équation en e. 

Toute racine de l'équation en s sera d'ordre de mul-

tiplicité /?, car si 
St — Zts, 

on aura 

„ (st) x t = £ t' x (st) ; 

donc si, pour une valeur de e, t est une solution st, 
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i 2 /, . . f (s)t seront encore des solutions ; le raisonne-

ment fait pour la racine i s'applique donc aux autres 

racines. 

Si nous supposons toujours s normale, son équation 

caractéristique sera, par exemple, 

sn H- ax sn~l -+-... -h an = o, 
et, par suite, 

tstl -h ai t s" - 1 -h . . . H- tan = o, 
c'est-à-dire 

znsnt ^ ax tn-1 sn-1 t -+- ant = O ; 

donc le déterminant de t est nul , ou le déterminant de 

tn sn ai sn-l sn-1 # . . 
ou enfin 

s" sn -h ai s'1-1 s*-1 - h . . . = o ; 

cette dernière hypothèse, puisque s est normale, donne 

e-1 — au £-2 = a2, = 

donc e est racine de e* — i = o et aK = o, a 2 = • • • ; 

l'équation caractéristique de 5 est une équation binôme. 

Voici un exemple de substitutions quasi-échangea-

bles : 

t = £Th -+- E2T22-+-. . . H-

En effet 

St = £2Tn -+- £3T23-h. . .-f- E*-|-1T,11, = EÎJ. 

La substitution s est une substitution circulaire; les in-

terpolaires de t sont T n , T22t • • t n n , s al t sont nor-

males ; on a 

¿i T11 -+-...-+- tnilnn, 

$J = -4- -+- -h. . . » 

ji/y = zUtJ s*, 
tisJ=liZij+i-h E^'xjy+î-h 
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X — F O R M E R E M A R Q U A B L E Q U E P E U T P R E N D R E 

U N E S U B S T I T U T I O N Q U E L C O N Q U E . 

Soient s et t deux substitutions normales non échan-

geables, soient Si, ç2, •• "> l*'s interpolaires de 5; 

• f\n celles de t. Supposons que Ton n'ait pour 

aucune valeur de i ou de y, 

ï i v = 

il n'existera pas de relations de la forme 

car s'il existait une semblable relation, en la multipliant 

à gauche par à droite par on aurait 

apq\pT<q — 0 011 apq — o, 

puisque kpViq ne peut être nul . 

Considérons maintenant une substitution de degré n 

posons 
Sa/yT/y = 2al7Ç/7)y, 

on satisfera à cette équation en remplaçant et 7|y par 

leurs valeurs T/y et, en identifiant, on aura ainsi des 

équations linéaires pour calculer les «¿y; le déterminant 

de ces équations ne sera pas nul sans quoi il existerait 

des relations de la forme 

où les a i j ne seraient pas tous nuls. 

Ainsi V peut être mis sous la forme 

% 

donc toutes les substitutions peuvent être considérées 
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comme des fonctions entières des deux mêmes substitu-

tions. 

O n peut, par exemple, prendre 

s= T n + T2 34".. .4-

t = ÊTii-h £2T22 + . . .-¡- &n~nnt 
alors 

rii
 =

 ^iil 

+ X-22-i-. . .) 4- X23 4-. ..)-+-.. .], 

et Ton n'a jamais 

Il est facile de voir que l'on a 

Zfj = (zJ-% 4- 4-. . .4-

[ F I d ] 

REMARQUE SUR LA FORMULE THÊTA DE JACOBI H ; 

PAR M. A. GUTZMER, 

Professeur à l'Université de Halle. 

(Traduit, avec l'autorisation de l'auteur, par M. L. LAUGEL. ) 

L'étude de Kronecker ( 2 ) Sur Vépoque et sur le mode 

d'origine des formules thêta de Jacobi a de nouveau 

attiré l 'attention sur la relation qui a l ieu entre les 

produits de quatre fonctions thêta, relation que Jacobi 

a prise pour principe de base de la Théor ie des fonctions 

elliptiques dans son Cours de Königsberg ( 3 ) . Il ne me 

(' ) Journal de Creile, t . C X , C a h i e r 3. 

(-) Creile, t. 108, p. 3-25. Sitzungberichte der Berlin. Acad., 1891. 

( * ) J A C O B I , Œuvres, t. I , p. / | 97-538 . 
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semble donc pas superflu de communiquer, dans ce qui 

suit, une démonstration simple de la formule en ques-

tion à laquelle j'ai été conduit, depuis assez longtemps, 

par les Leçons de M . F u c h s et par une communication 

orale de ce géomètre, démonstration qui présente une 

déduction de la relation entre les thêta conforme à la 

nature des choses. 

Prenons comme point de départ cette remarque que 

la relation de Jacobi, qui se présente dans la notation 

employée par Kronecker ( 4 ) sous la forme 

I = T 2 ( Ç O , ç „ C l , ç . ) -4- T 3 ( Ç O , Ç 2 , CL, C S ) , 

où l'on a posé 

Ta«G, Cl, c«f Ca) = (CO -H Ci) (CO - CO C* •+• Ç.) ^(Ç2 - Ca), 

peut être représentée comme une relation entre fonc-

tions thêta du second ordre. O n sait ( 2 ) que, par fonc-

tion 2f d'ordre k, on entend une fonction qui satisfait 

aux relations fonctionnelles 

<ï>( C 4- ) = e 4 » ( Ç ). 

L a première de ces équations fournit, comme Ton 

sait, un développement de la forme 

00 -+- °° ^ • 

_ _ „ . r V ^ - 7 - m * T + î î t i w 
- ¿¡à G ' « e t T U m j ; = 2d C m 

m ——oo m —— » 

(') Remarques sur les formules thêta de Jacobi {Crelie, t. 102, 

p. 260 ). 

( 1 ) HÇRMITE, Note au Calcul différentiel de Lacroix ( 6e édition ). 
HERMITE, Cours de la Facultélithographié, 4* édition, p. 219. 

Comparer KÔNIGSBERGER, Leçons sur la théorie des fonctions ellip-

tiques; Leipzig, Teubner. 
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et de la seconde équation fonctionnelle s'ensuit alors 

pour les coefficients la condition 

cm-*-k —  cnti 

de sorte que en renferme k constantes arbi-

traires. De ceci résulte directement qu'entre Zr-f- i fonc-

tions de cette nature a l ieu une équation linéaire homo-

gène à coefficients constants. L a considération de 

l ' intégrale 

J 
prise le long du contour du parallélogramme des pé-

riodes, montre ensuite d'une manière connue ( ^ q u ' à 

l ' intérieur dudit parallélogramme, la fonction thêta 

d'ordre k possède k zéros dont la somme est -+- r) 

(modules i , t ) . 

Entre k 4- i fonctions thêta d'ordre k aux mêmes pé-

riodes ( 2 ) a lieu par conséquent une équation linéaire 

homogène, à coefficients constants} il doit donc être 

possible de tirer de la relation la plus générale de cette 

nature toutes celles qui restent. 

Si nous appliquons ce principe aux fonctions 2f du 

second ordre, il est aisé de voir, puisqu'en ce cas la 

somme des zéros est que la fonction Er la plus 

générale du second ordre est donnée par 

^ ( Ç o - f - C i ) ^ ( C o - Ç i ) , 

lorsque l 'on regarde Ç0 comme la variable indépendante. 

Toute autre fonction thêta du second ordre (aux mêmes 

périodes) ne peut en différer que par un facteur eon-

( ' ) HERMITE, toc. cit., p. 223. 

( a ) A l ' exemple de M. W e b e r ( Fonc t i o n s elliptiques et nombres 

algébriques, p. 43), on pourrait, pour abréger, employer la termi-
nologie « fonctions thêta parentes ou alliées (verwandte) ». 
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stant. Entre trois pareilles fonctions doit avoir l ieu une 

relation linéaire. Cette dernière peut, sans nuire à la 

généralité, s'écrire sous la forme 

{ 2 ) ( H - C s & i « o + Ç a ) 3 i « o — W = o , 

où les grandeurs c 2 , c3 dépendront de £3« 

Si maintenant, dans (2) , l 'on pose Ç 0 = premier 

terme s 'évanouit, d 'où 

£2 SiiCi-f-ÇsjSiCCi —Cs) 
c3 S i U t + C o a r i K i - t O ' 

et par conséquent 

= n S i i C s - f - C i W C a — C i ) , 

c = c«), 

de telle sorte que (2) prend la forme 

^ ( C o h - C O S I Î C O - C I ) 

-H 3RI(Ço-«- CI) = O; 

on obtient la grandeur en y faisant Ç0 = : £2? d'où 

et Ton arrive ainsi à la relation 

-H &t ( Ço H- C» ) 3Ti ( Co — ) f Ç» -+- Ci > ( ta — îi ) 
-+- ( Co -+• Ca) ( Co — C3 ) ( Ci •+• C2 ) ( Ci — C2 ) = 0 

qui est précisément l 'équation à trois termes pour la 

fonction sigma de M . Weierstrass (*) , écrite ici dans la 

(') Sitzungberichte der Berlin. Akad., 1882, p. 5o5. Formeln 

und Lehrsätze, etc. herausgegeben von H. A. Schwarz, p. 47> 
Ouvrage dont une traduction de M. Padé vient de paraître récem-
ment (Paris, Gauthier-Villars et fils). Voir aussi Scheibner (Crelle, 
t. 102, p. 255). 



( ) 
notation des thêta. Or, on sait que de eette formule, par 

des transformations simples^de £0 et et par la réunion 

des équations ainsi obtenues, l 'on peut déduire la rela-

tion de Jacobi, de même que de cette dernière on 

peut inversement déduire la précédente formule. L ' o n a 

en même temps, par conséquent, aussi démontré la re-

lation ( i) de Jacobi à l 'aide du principe en question, ce 

qui était notre but. 

Dans un Travail suivant, il sera montré comment 

le principe très simple dont il a été fait usage ici peut 

servir à établir les relations qui ont lieu entre les fonc-

tions thêta h plusieurs variables. 

[P6f] 

S I R M CAS REMARQUABLE DE LA PROJECT ION GAUCHE; 

PAR M. G. FONTENÉ, 

Professeur au collège Rollin. 

1 . O n connaît ce théorème, donné par la notion du 

point autohomologue, de deux figures semblables en 

Géométrie plane : 

Étant données, dans un plan, deux figures sem-

blables F et F ' , avec même sens de rotation, si l'on 

partage dans un même rapport les droites A A' , BBr, 

CC', . . . qui joignent deux points correspondants, les 

points de partage A/x, B", O7, . . . déterminent une 

figure F " semblable aux deux premières. 

O n en déduit immédiatement cet autre théorème, 

dont la première idée appartient à l 'un de mes anciens 

élèves, Jean Siegler : 

Etant données, dans deux plans parallèles P et P', 
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deux figures semblables F et F ' , avec même sens de 

rotation, les droites A A ; , Bi3', C C ' , . . . qui joignent 

deux points correspondants rencontrent un plan P'f 

parallèle aux deux premiers en des points A" , B*, 

C/;, . . . qui déterminent une figure F " semblable aux 

deux premières. 

O n ramène ce théorème au premier en projetant 

obl iquement les figures F ' et F'7 sur le plan P : la direc-

tion des projetantes étant A A ' par exemple, le point A 

est le point autohomologue pour la figure plane obtenue. 

2. On peut disposer des deux paramètres du point 

courant M de la figure F pour faire que la droite MlVI7M" 

soit perpendiculaire au plan P, et je le désigne alors 

par 0 0 ' O " : si l 'on projette orthogonalement les figures 

F ' et F" sur le plan P , le point O est le point autoho-

mologue pour la figure plane obtenue. O n peut démon-

trer le théorème en employant la propriété bien connue 

du quadrilatère gauche, et en faisant une rotation autour 

do 0 0 ' O " } on prend sur O B et sur O' B' les longueurs O a , 

O ' a ' respectivement égales aux longueurs O A , O ' A ' , on 

mène aa ' . . . . 

3. La correspondance entre les points courants M, 

M', M" est déterminée dès que l'on connaît les deux 

segments homologues A B et A ' B ' , ou encore les deux 

droites A A' et BB'. A v e c des coordonnées polaires, les 

pôles étant A et Ar, les axes polaires étant Ax et A' xr 

A'B' 
dirigées suivant A B et A ' B ' , et en posant k' = on 

A D 

peut dire : à tout point M du plan P , de coordonnées 

6 et r , répond un point M' du plan P' , de coordonnées 

6 et k' r\ en remplaçant A'x' par parallèle à Ax, les 
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coordonnées de M' sont a '- f-8 et k'r. Ce point de vue 

conduit à une démontration analytique du théorème : 

On prend A pour origine, A A ' A " pour axe des z, 

ety dans le plan P, des axes rectangulaires dont l'un 

Ax est suivant A B ; on trouve que, par rapport au 

pôle A!r et à l'axe polaire A"£" parallèle ¿t. A a:, les 

coordonnées de M" sont a" - f - 9 et Zr"r, a" et k" étant des 

constantes ; on a par exemple 

„ a"k' sin a 
tanga = —¡rr, ; ;—; ir > 

a A: cosa + ( a — a ) 

a' et a!' étant les z des points A' et A". 

4. Relativement aux droites MM' OU ¡JL, qui forment 

une congruence, on a ce théorème : 

Les droites ¡i. sont les droites qui rencontrent deux 

droites fixes À et A'; celles-ci sont les parallèles au 

plan P qui s* appuient sur A A', sur BB', et sur le cercle 

de l'infini, ou encore les droites qui, partant des points 

cycliques du plan P , rencontrent AA' et BB'. 

O n le démontre facilement en cherchant par la Géo-

métrie analytique une droite z = h, y = mx, qui ren-

contre la droite MM' quels que soient r et 0 ; on trouve 

/7i=dzi, i — = ¿'(cosa'dz i sin a'). 

E n appelant hK et h2 les deux valeurs de h qui sont 

imaginaires conjuguées, on a la formule 

qui donne kf en fonction de af supposé variable, et l 'on 



a ensuite a' par les formules 

cosa'-h i sin a' — 

es 

cosa — Î sin a l / l/J t/ O U I A I L . I , I l « 

\ ht) 

si le point A de la droite A A'A77 est choisi tel que Ton 

ait Jii -f- Il2 = o, on a simplement 

Parmi les droites ix qui rencontrent les deux droites 

fixes A et A', on doit remarquer la perpendiculaire com-

mune OO 7 . 

On voit que la correspondance entre les points h o m o -

logues M et M7 des deux plans P et P7 est en somme 

établie par une projection gauche; on appelle ainsi 

( S T E I N E R , A B E L , T R A N S O I V , Nouvelles Annales de Mathé-

matiques, 1865, p. 385, et 1866, p. 63, 2 i 3 ) un mode 

de projection dans lequel les projetantes sont assujetties 

à rencontrer deux droites fixes A et A7; ces droites fixes 

sont ici deux isotropes, le plan P de la figure à projeter 

et le tableau P7 sont deux plans parallèles à ces isotropes, 

et il arrive alors que la figure projetée et la projection 

sont deux figures semblables. 

[ E 5 ] 

SUIS U S INTÉGRALES DE FRESNEL; 

P A R M . V . J A M E T . 

Dans le calcul des intégrales de Fresnel 
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on rencontre la difficulté suivante : Démontrer que 

l'intégrale J d z , calculée tout le long d'un arc 

égal au - d'une circonférence ayant pour centre l'ori-

gine, tend vers zéro lorsque le rayon de cette circon-

férence croît au delà de toute limite. Les démonstra-

tions qu'on en trouve dans divers Traités de Calcul 

intégral sont, ou très pénibles, ou insuffisantes sous le 

rapport de la rigueur. J'espère que la démonstration 

suivante sera suffisamment claire et rigoureuse. 

Construisons la courbe représentée, en coordonnées 

polaires, par l 'équation r = tang -j- y^j • El le pré-

sente une branche infinie partant d'un point À', situé 

sur l 'axe polaire à une distance de l 'origine égale à 

l 'unité; elle admet une asymptote O B issue de l'origine 

et faisant avec Ox un angle égal à Sur cette branche 

infinie, prenons un point M , dont les coordonnées po-

laires seront R et 0O< "R- étant aussi grand que nous le 

voudrons, et traçons un arc de cercle BMC, ayant R 

pour rayon, O pour centre, et limité aux points C , B, 

où il coupe l 'axe polaire et l 'asymptote de notre courbe. 

L'intégrale j* e~z* dz, calculée le long de cet arc de 

cercle, se divise en deux parties, l 'une relative à 

l'arc C M , l 'autre à l'arc MB. Je dis que chacune d'elles 
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a un module infiniment petit avec ~ En effet, si l 'on 

pose 

z = R(cosô -h i sinô), 

notre intégrale se transforme comme il suit : 

f e~ z idz = f e~ z < i dz -h f dz 

Jeu *-CM «AlB 

= r i r % e 0 / + R ; r~ . 
J^ eHs(cos2Ô-4-/sit»28) JQ K̂'(cos29-l-z8in26) * 

La première partie de cette somme a un module 

moindre que la somme des modules de ses éléments, 

savoir 

( . m R r ' - ^ L . , 
y  1 J0 CH»C08ÎU 

et, comme eRiC0820 est constamment supérieur à R s cos 2 0, 

cette dernière intégrale est inférieure à 

I db T . iu\ logR 

Donc l'intégrale ( A ) tend vers zéro avec 

Considérons encore l ' intégrale 

ZE 

r 4 dB 

<B> r J 6 ¡ i w j ' 

elle est inférieure à 

Mais le facteur R sin ^ — est la mesure de la 

distante du point M à l'asymptote O B de notre courbe 

auxiliaire-, donc ce facteur tend vers zéro, tandis que le 
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facteur suivant tend vers i ; donc l 'intégrale ( B ) a pour 

limite zéro. E n résumé, l 'intégrale / e~ z* d z se décom-

pose en une somme de deux parties, ayant chacune un 

module inf iniment petit avec -g; donc elle a elle-même 

un module infiniment petit. 

O n connaît la suite de la démonstration. L'intégrale 

j*e~ z t d z , calculée tout le long du contour O G M B O , 

étant nulle, on trouve 

r o c r r
0 B ^ v/ZT 

/ er-** dx-h / e^dz — I  v dl = o, 
0 dCMB *' 0 V2 

et, en supposant que O C croisse au delà de toute 

l imite, 

f dx — 1 1 f ( cos — *~7 sîri ) dl. 
Jo * 

Tenant compte de l'égalité 

s : 'o * 

démontrée quand x varie par des valeurs réelles et sépa-

rant les parties réelles des parties imaginaires, on 

trouve 

=jf cos l*dl-¥- f^ sin/2rf/, 

o = / cos l* dl— I sin l 2 dl. 
• d0 

D'où 



( W ) 
ou, résultat équivalent, 

/ cos -ç^dv— f sin~v*dv=z-
h * Jo-;

 58 

[K23a] 

S U R LA P E R S P E C T I V E D E S A R C A D E S ; 

PAR M. A. BOULANGER. 

Proposons-nous de déterminer les cordes communes 

aux perspectives de deux coniques situées sur un même 

cône du second degré. 

Ces coniques ont pour corde commune dans l'espace 

la droite A d'intersection de leurs plans, et la perspec-

tive A' de cette droite sera corde commune des perspec-

tives des coniques. Quel le est la corde commune c o n j u -

guée de A' ? 

Les génératrices et G 2 de contact des plans tan-

gents au cône mené par l 'œil rencontrent respectivement 

les coniques aux points aK, bK et a2, b2. Les perspectives 

des droites a{a2 et bh h2 sont les cordes de contact des 

perspectives des coniques avec les traces, sur le tableau, 

des plans tangents au cône, c'est-à-dire avec les perspec-

tives de Cn et G 2 qui forment un couple de tangentes 

communes aux perspectives des coniques. D'autre part, 

aKa2 et bxb2 sont situées dans les plans respectifs des 

coniques et dans le plan G < G 2 , et passent donc par un 

même point de A. Par suite, les cordes de contact des 

perspectives des coniques avec les perspectives G',, G'2 

de G* G 2 se coupent sur A'. O r , quand une conique est 

bitangente à deux autres coniques, les cordes de contact 

et les sécantes communes concourent et forment un 
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faisceau harmonique. Donc, puisque A'concourt, avec les 

perspectives a\a2 et b\b'2 de a{a2 et bKb2, la corde 

commune conjuguée passera par le point de concours et 

sera conjuguée harmonique de A' par rapport à a\ a2 et 

Application à la perspective des arcades. — O n 

rencontre dans ce problème deux cercles verticaux dé-

crits sur des diamètres égaux et parallèles, situés à u n 

même niveau. Ces deux cercles ont pour perspectives 

deux ellipses dont on cherche les cordes communes. 

A' est la ligne de fuite des plans des deux cercles. 

Les cordes de contact se déterminent aisément sur 

Tépure et la droite demandée sera conjuguée harmo-

nique de A' par rapport à ces cordes. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une Lettre de M. Astor, 

professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble. 

Les quelques mots qui indiquent le sens de la solution 

de la question de Mécanique, énoncée à la fin de la 

page 33, supposent, ou que le cylindre est homogène, 

ou tout au moins que A = B. 

Les équatious du mouvement autour du centre de 

gravité sont, en prenant pour axe fixe C r , la verticale 

du centre de gravité : 

A/>2 -f-B?2 -h G r2 = h, 

Apy -4- B ^ y + G ry" = k, 

h et k étant deux constantes dont la première est > o. 

Ann. de Mathémat., 3e s é r i e , t . X V . ( A o û t 1896.) 2 5 



dl' 2 ' di' 2  

d'b 
(A sin2cp -f- B cos2cp) —i = k. 

dt 

y est donné par la quadrature 

( h A — k' 2 ) sin2 o -4- ( h B — k2 ) cos2 cp  
A sin2 cp -f- B cos2 cp 

et par suite 'j* par la quadrature 

,, _ k</Cdv 

sj (A s i ii2 cp -+- B cos2 cpj [(/¿A — X:2)sin2cp-f-(AB—A-2)cos2cp] 

Ces quadratures sont en général el l iptiques; on peut 

les obtenir par les fonctions élémentaires si h = k- B, 

en supposant A B. <i détermine l'orientation de l 'axe. 

Si A = B, ~ et sont constants. 

i° Dans un article Sur les cordes normales de la pa-

rabole (JY. A. 3/ . , p. 274)? M. d'Ocagne établit les deux 

théorèmes suivants : M, M2 étant la corde normale au 

point M t d'une parabole : i° L'angle des tangentes 

en M4 et M 2 à la parabole est égal à Vinclinaison sur 

Vaxe de la droite qui joint le point M4 au sommet; 

20 Le rapport du rayon de courbure en M|, à la 

corde%normale correspondant à ce point, est égal au 

rapport de l'abscisse du point M4 au paramètre. 

Extraits d yune Lettre de M. Servais, 

professeur à VUniversité de Gand. 
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O n obtient la première propriété en remarquant que 

les pieds des normales issues du point M2 sont sur un 

cercle passant par le sommet O de la parabole et par le 

milieu R de la projection de OM 2 sur la tangente au 

sommet. C a r i e point R étant sur la tangente au point M 2 . 

si N est le point commun à l 'axe de la parabole et à la 

normale au point M 2 , le cercle considéré a pour dia-

mètre R N . De là résulte l 'égalité des angles M<ON 

e t M , M 2 N . 

L'égalité 
R XI 

7 - 7 ' 

établissant le second théorème, ne diffère pas de la 

suivante : 
2R ^ — tan g2 a; 

a étant l 'angle que la normale au point fait avec 

l 'axe ( B u l l e t i n s de l"Académie royale de Belgique, 

3e série, t. X V I I , p. 38o) ; car 

2° Généralisation de la question 1641. 

Une conique a pour centre un point G d'une 

conique S, et passe par le symétrique de ce point par 

rapport au centre O de S. Si des parallèles aux 

asymptotes de £ et 21(forment un faisceau harmonique, 

2, coupe 2 en trois autres points A , B, C , f ormant un 

triangle, dont G est le centre de gravité. 

Le l ieu des centres des coniques, circonscrites au qua-

drangle A B C G , est une conique S2 passant par le 

centre O de S, par les milieux de G A, G B , G C et dont 
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les points à l'infini sont conjugués par rapport à 2. 2S est 

donc liouiotliétique à 2 4 , le rapport d'homothétie étant 

égal Les côtés opposés G A e t B C du quadrangle A B C G 

déterminent sur la droite de l ' infini deux points con-

jugués par rapport à 22 ; par suite, BC est une corde 

conjuguée du diamètre G A . Le point G est donc le 

centre de gravité du triangle A B C . 

R E M A R Q U E . — Si 2 4 est un cercle, 2 est nécessairement 

une hyperbole équilatère; on retrouve alors le théorème 

énoncé. 

Remarque sur la question 1653. 

(Extrait d'une Lettre de M. M. d'Ocagne ). 

J'ai démontré dans le Journal de Mathématiques 

spéciales (1891} p. 99) que si le cercle osculateur C en 

un point d'une parabole coupe cette courbe au point Y 

et si la droite MV rencontre Vaxe de la parabole au 

point I , on a IV = 3 M I , et d'autre part (même P a g e ) 

que si le cercle C rencontre en M' le diamètre relatif 

au point M, on a 
arc MM' = arcM'V. 

Prenons le point D symétrique du point M7 par rap-

port à la normale en M. C e point D se trouve sur le 

cercle C et la droite M D passe par le foyer F . E n outre, 

on a 
arcMD = arc MM'= arcM'V. 

Donc V D est parallèle à MM', c 'est-à-dire à F I , et 

l 'on a 
MF MI _ 1 
F D ~ IV ~ 3' 

d^près le théorème ci-dessus. O n est ainsi amené à 

r e n o n c é de la question 1653 (1893, p. 2*). 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1896 . 

Mat hé m a t iq ues éléme n ta ires. 

Soit OAB un triangle rectangle en O; soient AA', BB' îes 
bissectrices intérieures des angles aigus A et B ; on demande 
de calculer les côtés OA = x, OB = y, AB = z de ce triangle, 
connaissant les longueurs OA' — a, O B ' = et de démontrer 
le résultat suivant : 

En supposant entiers les nombres a, pour que les nombres 
x, y, z soient aussi entiers, il faut et il suffît que l'un des 
nombres a, b soit de la forme 

l'autre étant de la forme 

p, q, m sont des nombres entiers positifs, vérifiant la condi-
tion 

' 2 P > 9 > P-

Mathématiques spéciales. 

On donne une ellipse E qui, rapportée à ses axes, a pour 
x 2 r 2  

equation —- -f- Vr — i = o. 
1 a2 

i° On considère des ellipses S dont les axes coïncident en 
position avec ceux de l'ellipse E et ont 2 A, 2B pour longueur. 
Trouver la relation qui doit lier A, B pour que l'on puisse 
inscrire dans E une infinité de triangles PQR circonscrits à S 
et, dans ces conditions, trouver le lieu des sommets des rec-
tangles formés par les tangentes aux ellipses S en leurs som-
mets. 

Montrer que, dans ces mêmes conditions, les normales à E 
aux points P, Q, R concourent en un point N. 

20 Examiner si les ellipses S, obtenues au n° représentent 
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toutes les ellipses concentriques à E, et telles qu'on puisse 
inscrire dans E une infinité de triangles PQR, circonscrits à S, 
les normales à F aux points P, Q, R étant concourantes. 

3° Montrer que, parmi les ellipses S, il y en a pour lesquelles 
les normales PN, QN, RN aux points P, Q, R de l'ellipse E 
passent respectivement par les pôles P', Q', R' par rapport à 
E des côtés QR, RP, PQ des triangles PQR. 

4° S satisfaisant aux conditions énoncées au n° 3°, trouver le 
lieu des centres des cercles conjugués aux triangles P', Q', R', 
l'enveloppe de ces cercles et le lieu des points de rencontre N 
des normales PN, QN, RN à l'ellipse E. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

CONCOURS DE 1896 . 

Mathémat iq ues é lé m enta ires. 

On considère une sphère variable 2 orthogonale à une sphère 
fixe S et tangente à une autre sphère fixe S t . 

in Lorsque la sphère E est assujettie à la condition d'avoir 
son centre dans un plan P, le lieu du point de contact de 21 et 
de Si est un cercle. 

Démontrer que, si le plan P est tangent à la sphère S, le 
lieu du centre de la sphère S est une section conique ayant 
pour foyer le point de contact de S et de P. 

Examiner le cas où le plan P est tangent à la sphère S en 
un point du cercle d'intersection de S et de S^ 

2° On peut déterminer sur la ligne des centres de S et de S! 
un point f tel que la sphère 20 concentrique à X et passant 
par f reste toujours, quand 2 varie, tangente à une sphère 
fixe D ayant pour centre le point f i , centre de Sj. 

3° Soient m le centre de 20 et m' le point de contact de Z0 

et de D. Lorsque le point m' décrit un cercle de D, le point m 

reste dans un plan et décrit, dans ce plan, une ellipse, une 
hyperbole ou une parabole. 

Discuter, en supposant que le plan du cercle considéré sur D 
e déplace parallèlement à lui-même. 
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4° Soit T Je plan perpendiculaire au milieu du segment qui 
joint le point / à un point m! pris sur la sphère D; lorsque le 
plan T passe par un point fixe q, le lieu du point m! est 
un cercle 

Si le point q vient à se déplacer dans un plan fixe, le cercle 
reste orthogonal à un cercle fixe de la sphère D. Examiner le 
cas où le point q décrit une droite fixe. 

5° Soit c le milieu de f f i , prouver que les droites cm et fm' 

se coupent en un point qui demeure dans un plan fixe lorsqu'on 
fait varier la sphère 20. 

Mathématiq ues spéciales. 

Étant donnés, en coordonnées rectangulaires, l'ellipsoïde 

x2 y 2 

et la sphère concentrique 

— R2 = O, 

on prend les plans polaires d'un même point M par rapport à 
ces deux surfaces. Ces plans se coupent suivant une droite A. 

i° On demande quel lieu 2 engendre la droite A quand le 
point M décrit une droite quelconque D de l'espace. 

2° Quel lieu doit décrire le point M pour que la droite A 
passe par un point fixe P? Quel est le degré du cône décrit 
par la droite A? 

3° On demande quelle relation géométrique doit exister 
entre deux points M, M' pour que les droites correspondantes 
A, Af se coupent. 

4° Quel lieu T doit décrire le point M pour que la droite A 
demeure dans un plan fixe II, 

u x -h vy w z p = o. 

Les coordonnées du point M s'expriment alors rationnelle-
ment en fonction d'un paramètre. 

Trouver l'enveloppe E de la droite A dans le plan II. 
5° Quel est le lieu de cette enveloppe quand le plan II se 

meut parallèlement à lui-même? 
6° D'après la 4e partie, à tout plan II se trouve attachée une 
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ligne r, qui est le lieu des points pour lesquels la droite A cor-
respondante se trouve dans le plan II et, dans ce plan, ces 
droites A enveloppent une certaine courbe E. On suppose 
maintenant qu'un point M décrive le plan II : montrer que la 
droite A correspondante s'appuie constamment en deux points 
sur la ligne Y et que, réciproquement, toute corde de Y corres-
pond à un point M du plan II. 

7° Quel lieu décrit A quand le point M se déplace sur une 
tangente de la ligne E, ou bien quand le point M se meut sur 
la ligne E elle-même? 

Composition sur l'Analyse et ses applications géométriques. 

On considère la courbe définie en coordonnées cartésiennes 
rectangulaires par l'équation 

( x 2 - h y 2 ) 2 — 7y 2 — ax 2 — ix — a-h 3 = o, 

où a désigne une constante. 
I. La constante a étant supposée quelconque : 
i° Déterminer le genre de la courbe; 
2° Écrire à l'aide du théorème d'Abel les conditions néces-

saires et suffisantes pour que quatre points delà courbe soient 
en ligne droite ; 

3° Écrire, à l'aide du môme théorème, la condition néces-
saire et suffisante pour que quatre points de la courbe soient 
sur un cercle ; 

4° Conclure de cette dernière condition le nombre des som-
mets de la courbe, un sommet étant, par définition, un point 
où le cercle osculateur a un contact du troisième ordre avec la 
courbe ; 

5° Conclure de Ja même condition le nombre des systèmes 
de cercles bitangents à la courbe; 

6° Déterminer le nombre des cercles oscillateurs qu'on peut 
mener à la courbe par un point pris sur la courbe et étudier 
la disposition des points de contact de ces cercles; 

7° On mène en un point Mi le cercle osculateur à la courbe : 
ce cercle coupe la courbe en un point M2; en M2 on mène le 
cercle osculateur qui coupe la courbe en un point M3, . . . et 
ainsi de suite; en on mène le cercle osculateur qui coupe 
la courbe en ; de combien de manières peut-oiv choisir la 
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position du point M2 de telle façon que M„+ 1 coïncide avec Mj; 
application à n = i, n — 2, n = 3 et n — 6. 

II. On donne à a la valeur 1. Démontrer que le genre 
s'abaisse et reprendre pour ce cas les questions précédentes, en 
exprimant les coordonnées d'un point de la courbe en fonctions 
rationnelles d'un paramètre. Déterminer, dans ce cas particu-
lier, les paramètres des points de contact des tangentes doubles. 

Mécanique rationnelle. 

Dans un plan vertical est fixé un disque circulaire A dont la 
circonférence est dépolie. 

I. Un point pesant P est placé sans vitesse initiale sur la 
circonférence du disque A, dans le voisinage du point le plus 
haut du disque A : 

i° On demande de déterminer l'angle minimum a que doit 
faire le rayon qui passe par le point P avec la verticale dirigée 
vers le haut pour que le point P cesse d'être en équilibre; 
i° si le point P est placé sur le disque sans vitesse initiale de 
manière que le rayon qui passe par le point P fasse avec la 
verticale un angle un peu plus grand que a, le point P glisse 
d'abord sur le disque, puis quitte le disque. On demande de 
former l'équation qui donne l'angle de la verticale avec le 
rayon qui passe par P, lorsque ce point P se détache du disque 
pour tomber librement. 

II. Sur le disque circulaire A , dans le plan de ce disque, 
on place un deuxième disque circulaire pesant B qui est homo-
gène et dont le rayon est égal à la moitié du rayon du disque A. 
La circonférence de B est dépolie, en sorte que les deux disques 
frottent l'un sur l'autre; on néglige la résistance au roulement. 

A l'origine le disque B est sans vitesse et le rayon du disque A 
aboutissant au point, de contact des deux disques fait avec la 
verticale ascendante un angle aigu ¡3. 

Entre quelles limites doit être compris p pour que le disque B 
roule d'abord sans glisser sur le disque A? 

En admettant que le disque B commence par rouler, étudier 
son mouvement et former les équations qui donnent : i° l'angle 
que fait avec la verticale ascendante le rayon de A qui passe 
par le centre de B à l'instant où cesse le roulement simple sans 
glissement; l'angle analogue à l'instant où le disque B se 
détache de A. 
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Dans les deux questions, on désignera par / le coefficient du 
frottement de glissement. 

ÉCOLE CENTRALE DES ARTS ET MANUFACTURES. 

CONCOURS DE 1896 (PREMIÈRE SESS ION) . 

Géométrie analytique. 

x^ y2 

Soient S l'ellipse — -+- ~ — i = o, rapportée à ses axes, et 

S' le cercle de centre I (a, ¡3) et de rayon R : 
i° Trouver le nombre des points M réels ayant même polaire 

par rapport aux coniques S et S'. 
Construire le lieu géométrique Y des points M quand R 

varie, le point I restant fixe. Reconnaître et démontrer, a 
priori, une propriété remarquable des points communs aux 
lignes S et V. 

3° Trouver le lieu géométrique U des centres I des cercles 
S' de rayon R donné, quand la droite qui joint deux des quatre 
points communs à S et à S' est perpendiculaire sur la droite 
qui joint les deux autres. Discuter suivant les valeurs de R. 

4° Deux cordes (d'un même couple) communes aux coniques 
S et S' étant rectangulaires et le rayon R étant variable, on 
assujettit le centre I à parcourir S ; construire le lieu W de 
l'intersection P de ces deux cordes; indiquer la correspondance 
graphique des points I et P. 

5° Suivant les positions occupées sur S par le centre I de S', 
discuter le nombre des points réels communs à S et à S'lorsque 
deux cordes d'un même couple sont rectangulaires. 

Epure. 

Intersection d'un hyperboloïde de révolution et d'un cône. 
On considère : 
1. Un hyperboloïde de révolution à axe vertical ( 0 Z , 0 ' Z ' ) 

dont le cercle de gorge situé dans le plan horizontal de cote 
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ioomm a go"1™ de diamètre. Les génératrices de cet hyperbo-
loïde font, avec le plan horizontal, un angle de 45°. 

L'axe de la surface est à nom m en avant du plan vertical. 

S' Z' 

II. Un cône à base horizontale circulaire défini de la ma-
nière suivante : 

Le sommet SS' du cône est situé dans le plan de front de 
l'axe (OZ, O'Z') de l'hyperboloïde. La cote de ce point est fixée 
à 200mm. L'une des génératrices de front du cône est la verti-
cale (SA. S'A') qui passe par l'extrémité»de gauche du rayon 
du cercle de gorge, l'autre génératrice de front est la droite 
(SB, S'B') inclinée à 45° sur le plan horizontal. 

Gela posé, on demande : 
i° De tracer les projections de l'intersection du cône et de 

l'hyperboloïde, en ayant soin de déterminer les points et tan-
gentes remarquables des courbes ainsi obtenues ; 

2° De définir la direction des plans donnant des sections 
antiparallèles à la base du cône ; 

3° De représenter complètement le solide formé par le cône 
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et l'hyperboloïde, les deux surfaces étant limitées de la ma-
nière suivante : 

(a) au plan horizontal de projection ; 
(b) au plan horizontal passant par le sommet du cône ; 
(c) au plan tangent au cône suivant la génératrice (SB, S'B') ; 
(d) au plan de section antiparallèle à la base passant par le 

point; 
(AA') trace horizontale de la génératrice verticale du cône. 

Titre extérieur Géométrie descriptive. 
Titre intérieur I lyperboloïde et cône. 

Cadre de 0,27 sur o,45. Ligne de terre parallèle au petit 
côté du cadre et au milieu de la feuille. 

La droite O'Z' est à 1 iom,n du côté de gauche du cadre. 

SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSÉES . 

Question 1384 

( 1882, p. 140). 

D'un point pris sur une hyperbole équilatère, on mène 

des parallèles aux asymptotes de cette courbe. Démontrer 

que les côtés d'un triangle quelconque inscrit dans l'hy-

perbole déterminent sur ces droites des segments propor-

tionnels. ( MANNHEIM.) 

SOLUTION 

p a r M . H . B r o c a r d . 

L'hyperbole étant rapportée à ses asymptotes, soient a, ¡3, -y 
les angles des côtés f a ) , (6), (c) du triangle ABC avec l'asym-
ptote OX; (x\ y'),'(x", y"), (x"\ym), (£, r,) les coordonnées 
des points A, B, G, M avec 

x'y' = x"y"= x'"y'" = fr - K* ; 

a\ b\ Cj c' les intersections des côtés (a), (6), (c) avec 
les parallèles à OY et à OX menées par M. 

On aura 

bc — (£ — x ' )( tangy — tangji ), 

b'c! — ( y ' — 7) ) (cot p — cot y), 
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et par conséquent 

bc t x' 
y ? = ^ I ^ t a n g p t a n g ï . 

Remplaçant tang|3 et tangy P a r leurs expressions en fonc-
tion des coordonnées, l'on a 

bc 

b' c' K/—  Ti ) (x'—x'" ) (x'— x") 

ou simplement 

On en conclut 

bc K2$ 
•—— — ————- = const. 
b c x xx 

bc ac ab 
JT—, — -1-7 = TTJ * C . Q . F . D . 
b c a c a b 

Question 1407 

( 1882, p . 336 ). 

Le nombre des groupes de cinq impairs consécutifs dont 

quatre sont des nombres premiers est-il illimité? 

( L I O N N E T . ) 

S O L U T I O N 

p a r M . H . B r o c a r d . 

Un groupe de quatre impairs consécutifs premiers doit être 
nécessairement pris dans un groupe de cinq impairs consécu-
tifs, en y supprimant le multiple de 5 qui s'y rencontre natu-
rellement. 

Les différences successives de ces quatre impairs consécutifs 
premiers se présentent donc dans l'ordre circulaire 2, 2, 2, 4 ou 
2, 4? 2, 2 ou 2, 2, 4, 2 ou 4, 2, 2, 2; mais si l'on examine l'ordre 
de succession des nombres impairs susceptibles d'être premiers, 
on observe que ces nombres se terminent périodiquement par 
01, 07, 11, i3, 17, . . . , 97, 01, o3, 07, 09, 11, i3, 19, . . . , 99, o3, 
09, I I , . . 9 3 , 99, la période comprenant 81 termes. 

Si l'on étudie ensuite l'ordre de succession des chiffres qui 
les terminent et les différences qui s'en déduisent} on recon-
naît que, dans la période précitée, il n'y a que les groupes 
( 0 1 , 0 3 , 0 7 , 0 9 ) , ( 6 1 , 6 3 , 67, 69), ( 9 1 , 9 3 , 9 7 , 99), ( 21 , 23 , 27 ,29) , 
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(5i, 53, 57, 59), (81, 83, 87, 89) qui répondent à la question. 
Ce sont les seuls qui donnent trois différences égales à 2 et 
une différence égale à 4-

Ainsi, à l'exception du groupe (1, 3, 5, 7), les groupes cher-
chés doivent se trouver dans les séquences de nombres pre-
miers terminés par 1, 3, 7, 9 et dans ce seul ordre. 

Cette recherche n'offre aucune difficulté, en raison de la dis-
position typographique adoptée pour les Tables de nombres 
premiers. C'est ainsi que, dans l'intervalle de 10 à J O O O O , il y 
a dix groupes répondant à la question. 

Comme autres exemples de nombres terminés par les 
groupes désignés ci-dessus, on peut citer encore, dans la Table 
du r)c million : 

4O3'2 4OI, O3 , 07, 09, 

4629381, 83, 87, 89, 

J (>93691, 93, 97, 99. 

4 85-2 451, 53, 57, 59, 

4956821, 23, 27, 29, 

4972061, 63, 67, 69. 

Ces exemples et d'autres que l'on pourrait aisément y ajou-
ter autorisent à présumer que la suite des nombres premiers 
renferme une infinité de groupes de quatre nombres consécu-
tifs dont la différence n'est pas supérieure à 4 et qui répondent 
à la question proposée. 

Question 1498 

( 188V, p. 400). 

On donne deux droites fixes passant fzii point C et une 

droite A B de longueur constante glisse sur ces deux droites. 

Démontrer que le lieu du centre du cercle des neuf points 

du triangle A C B tst une ellipse ; le cercle des neuf points 

a pour enveloppe une courbe parallèle à l'ellipse. 

Trouver le théorème réciproque. ( W E I L L . ) 

S O L U T I O N 

p a r M . H . B R O C A R D . 

* 

Prenons pour axe des x le côté GA, et pour axe des y la 
perpendiculaire C y à GA. 
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Le lieu du centre O du cercle circonscrit est une circonfé-

~ c 
rence ayant C pour centre et ^ s - n Q pour rayon, car 

~ = = = 2 R = 2. GO, 
sinti sinB sinA 

et l'on a, par hypothèse, 

c = const. et G = BCA = const. 

Le lieu de l'orthocentre H est aussi une circonférence con-
centrique à la première, car ce point H étant le transformé 
isogonal (ou par droites symétriques) du point O, les angles 
OGB, OBG, ÀBH, ACH sont égaux. Soit 8 leur valeur com-
mune; on a 

CH eos o — GB cos G = i GO cos § cos G ; 
donc 

CH = i GO cosC = const. 

Il reste à déterminer le lieu du point E milieu de 011 et, par 
définition, centre du cercle d'Euler ou des neuf points. Or, en 
prenant pour axes de coordonnées les bissectrices de l'angle G, 
on a immédiatement 

'2 te — R cos | o + -h 2 R cos C cos ô -}- ^ 

2jke = B sin —^ — 2 R cos G sin ^o -+- —^ • 

Ajoutant les carrés, on élimine ^o -+- et il reste 

, = R t 

( l -F- 2 COS G ( I — 2COSC) 2 

équation d'une ellipse ayant pour axes R ( I H - 2 C O S C ) et 
R(i — 2 cos G ). 

Le cercle des neuf points ayant un rayon constant — > et 

son centre décrivant une ellipse, on en conclut que son enve-
loppe est une courbe parallèle à l'ellipse, ou toroïde, étudiée 
plusieurs fois déjà dans ce journal. Voir, par exemple : 1844, 
442-455 (Breton de Champ) et 553-555 (Catalan); i 8 6 3 . 
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quest. 666 (W. Roberts); 1864, 80-81 (W. Roberts); 1871, 
4 6 6 - 4 6 8 (Tortolini); 1 8 9 1 , quest. 1398, 6^-7* (Fauquem-
bergue), etc. 

Il nous reste à énoncer la proposition réciproque : Toute 
ellipse peut être considérée comme le lieu du centre du cercle 
des neuf points d'une série de triangles ayant un angle con-
stant et le côté opposé donné. Il suffit, pour cela, de prendre 

c ( n - 2 c o s C ) , c(\ — a c o s C ) 
a — 1, b = — ï 7=5 

•2 si n C ssinC. 
On voit que l'ellipse se réduit à un segment de droite, si 

l'angle G est de Go° ou de 120°. 

QUESTIONS. 

1739. On donne une ellipse de centre O. On mène une 
corde quelconque ab et l'on prend son pôle c par rapport à 
l'ellipse. Le point /> étant la projection sur Oc de l'orthocentre 
du triangle abcy démontrer que le produit de Op par Oc est 
égal à la somme des carrés des demi-axes de l'ellipse donnée. 

( M A N N H E I M . ) 

174-0. Étant donnée une quadrique, trouver les quadriques 
qui la coupent orthogonalement. ( A . P E L L E T . ) 

1741. Soit 

l'équation en coordonnées rectangulaires d'un hélicoïde déve-

loppable quelconque dont le cône directeur a pour axe Oz; 

démontrer que toute surface-moulure peut être représentée 
par l'équation -

F ( z ) = f ( x , y ) . ( T H . C A R O N N E T . ) 

1742. Trouver toutes les courbes telles que, pour chacune 
d'elles, le lieu du centre de gravité des arcs comptés à partir 
d'une même origine coïncide avec la développée. 

V ( T H . C A R O N N E T . ) 
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[ I l l b ] 

SUR LES PROPR IÉTÉS RES NOMRRES ENTIERS 

QUI SONT DÉRIVÉES DE L'INTUITION DE L 'ESPACE; 

PAU M. H. MINKOWSKI. 

(Tradui t de l 'a l lemand, avec l'autorisation de l 'auteur, 

par M. L. L AUG EL . ) 

Extrait des Mathematical Papers read at the international 

Mathematical Congress held in connection with the world's Co-

lumbian Exposition Chicago 189.3 (New-York, Macmil lan and C°, 

1896). 

Dans la théorie des nombres, comme dans chacun des 

antres domaines de l 'Analyse, la découverte a lieu fré-

quemment au moyen de considérations géométriques, 

tandis qu'ensuite les vérifications analytiques sont peut-

être seules communiquées. Par cela nieme, je ne serais 

pas en état d'épuiser mon thème, et ce n'est du reste 

pas mon dessein. Je me propose ici seulement de par-

ler de cette configuration géométrique qui a avec les 

nombres entiers la relation la plus simple, j e veux dire 

le réseau des nombres. Par ceci, un système quelconque 

de coordonnées cartésiennes x,y, z étant choisi dans l'es-

pace, on doit entendre l 'ensemble de tous les points x , 

y, z pour lesquels .r, aussi bien que y et que z sont des 

nombres entiers. Pour faciliter l ' intuit ion, on supposera 

que x , y , z sont des coordonnées rectangulaires habi-

tuelles. 

Ainsi on a l 'habitude d'employer une figure qui se 

présente comme découpée dans le réseau des nombres 

dans la démonstration de la règle de la multiplication : 

(ab) c a(bc). Je citerai aussi, pour plus de détails, 

Ann. de Mathémat3e série, t. XV . (Septembre 1896.) 2 6 



( 3 9 4 ) 

Jes importantes relations relatives à la fonction (') E ( x ) 

que Dirielilet ( C r e l l e , t. 47, Sur un problème relatif 

¿i la division) a obtenues par des méthodes géomé-

triques. 

Mais je veux cependant m'en tenir ici aux questions 

où Ja notion de l ' infini joue un rôle, c 'est-à-dire où le 

réseau complet, et non simplement des découpures de 

ce dernier, est pris en considération. 

Ce qui suit est la reproduction, en leurs parties prin-

cipales, de quelques résultats de mon l ivre , Géométrie 

des nombres (1896, Teubner) \ je remarque, à ce propos, 

que dans mon livre la res trie lion aux systèmes de trois 

nombres entiers n'a pas lieu. 

I. La notion la plus importante en corrélation avec 

le réseau des nombres, c'est celle du volume d'un corps ; 

cette notion fournit alors plus tard les principes pour la 

définition de l 'intégrale triple. Prenons chaque point du 

réseau des nombres pour centre d'un cube à faces paral-

lèles aux plans des coordonnées et d'arête égale h 1. Avec 

chaque cube, on doit toujours aussi compter l 'encadre-

ment qui le délimite. On obtient ainsi une configura-

tion ÎN de cubes qui remplit l 'espace sans lacunes, et 

chaque cube n'a aucun point intérieur en commun avec 

un autre. Soit maintenant un ensemble de points quel-

conque désigné par K , réparti tout entier sur un nombre 

fini de cubes de N. Dilatons cet ensemble K à partir 

d un point quelconque p de l 'espace dans toutes les di-

rections et suivant un rapport quelconque Q : 1. Ainsi 

de K Ton déduira R u . Soit alors uq le nombre de tous 

ceux des cubes de N 011 chaque point est un point inté-

rieur àe K o , et soit u[\ le nombre de tous les cubes de N 

i1 ) Traduit par IIoucl dans le Journal de Liouville, t. I. p 
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qui contiennent toujours au moins un point de K ^ . Cela 

posé, ainsi que l'a démontré M. Jordan ( J o u r n . de 

Math., 4e sér. , t. VIII , p. 1892), pour Cî croissant 

indéfiniment, Q~3<2q et convergent toujours cha-

cun vers des limites respectives déterminées A et U, 

indépendamment de p ; A et U sont dits les volumes 

intérieur et extérieur de K . On parlera simplement 

du volume de K lorsqu'on a A = U. 

II. Maintenant les propriétés plus profondes du ré-

seau des nombres dépendent d'une généralisation de la 

définition de la longueur d'une ligne droite, généralisa-

tion où l 'on conserve seulement cette condition que 

dans un triangle la somme de deux côtés n'est jamais 

inférieure au troisième côté. 

Concevons une fonction S ( a b ) de deux points va-

riables a et b quelconques, ne jouissant d'abord que des 

propiiélés suivantes : 

i° S (ab) doit toujours être positif lorsque b est diffé-

rent de a, et nul lorsque b et a sont identiques ; 20 si 

a, by c, d désignent quatre points parmi lesquels b est 

différent de a et entre lesquels a lieu la relation 

d — c = t(b — étant positif) 011 doit alors toujours 

avoir S(cd) — tS(ab). Cette relation doit être inter-

prétée dans le sens du calcul barycentrique et signifie 

(jue les droites cd et ab ont même direction et que leurs 

longueurs(au sens ordinaire du mot) sont dans le rap-

port de /: i . Pour distinguer du mot longueur dans son 

acception usuelle, 011 peut donner à S(ab) le nom de 

distance radiale de a ci b (Stralildistanz). 

Soit o l 'origine^ évidemment toutes les valeurs S ( a & ) 

sont bien déterminées, pourvu que l 'ensemble des 

points u soit donné pour lesquels S ( O M ) ^ I . Cet en-

semble de points sera dit le corps étalon (Aich korper) 
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des distances radiales. A ce corps en toute direction, à 

partir de o doit appartenir une droite issue de o de lon-

gueur finie, non évanouissante. 

Maintenant ensuite, lorsque pour trois points quel-

conques a , b, c, on a toujours 

(3j S ( a c ) l S ( « 6 ) H - S ( 6 c ) , 

les distances radiales seront dites concordantes (einhel-

lig). En ce cas, leur corps étalon jouit de cette propriété 

que, pour deux points quelconques u. v en ce corps, le 

segment de droite uv tout entier appartient à ce corps } 

et, d'autre part, tout corps dont l 'encadrement n'est 

nulle part concave et à l ' intérieur duquel se trouve 

l 'origine est corps étalon pour certaines distances ra-

diales concordantes. 

Par E ( a b ) l 'on désignera la moitié de l 'arête du cube 

aux faces parallèles aux plans des coordonnées qui a 

pour centre a et dont l 'encadrement passe par b. Les 

E (ab) peuvent être regardées comme les S(ab) concor-

dantes les plus simples. J'ai exposé analvtiquement la 

résolution complète des conditions fonctionnelles ( i ) , 

(2) , ( 3 ) dans le premier Chapitre de mon livre, Géo-

métrie des nombres. L a condition (3) a, en particulier, 

cette conséquence que la fonction S(ab) est toujours 

une fonction continue des coordonnées de a et b, et 

ensuite qu'i l se présente deux grandeurs positives g 

et G telles que l'on ait 

g\L(a,b)^§(ab)lGE(ab) 

pour tous les a et et enfin que le corps étalon possède 

un vQlume déterminé I. La signification de g> et G est 

évidemment la suivante : le cube E e s t tout 
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entier renfermé dans le corps étalon et ce dernier, de 

son côté, l'est tout entier dans le cube E ( o u ) ! Î 

Les distances radiales S (ab) seront dites réversibles 

wechselseit ig) lorsqu'on a toujours 

( 4 ) S(ba)=S(ab). 

Ceci a lieu au seul et unique cas où le corps étalon 

a l 'origine pour centre. 

III. Il existe évidemment, dans le réseau des nombres, 

des points r pour lesquels E(o/ ) = i . 

Dans l 'hypothèse de distances radiales concordantes 

quelconques S(ab) l 'on aura alors pour ces points r du 

réseau S(o/ ) S G . Maintenant cette dernière condition 

ne peut, en général, être remplie que par des points r 

G 
tels que l 'on ait S e t cette condition de plus 

n'est certainement remplie que par un nombre fini de 

points du réseau. 

On reconnaît maintenant que, parmi toutes les dis-

tances radiales qui vont de o à tous les autres points du 

réseau, il en existe nécessairement une à valeur déter-

minée miuima M et qui sera toujours ^ G . 

Si l'on construit alors, pour un premier point quel-

conque a du réseau, le corps S (au)l^ ^M., et pour un 

autre point quelconque c de ce réseau le corps 

ces deux corps, par suite de ( 3 ) , n'ont aucun point 

intérieur en commun. Si l 'on suppose, de plus, que 

les distances radiales sont aussi réversibles, le second 

corps est identique à et, par conséquent, 

alors les différents corps S ( a u ) £ { M relatifs aux diffé-

rents points a du réseau des nombres s ont en commun 

au plus des points de leurs encadrements. 

Soit maintenant 0 un nombre entier quelconque po-
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sitif et pair, et construisons les corps en question pour 

tous les (Q -f- i)3 points. 

il 
x, y, z — o riz i zt 2 ±. . . ± -- , 

renfermés dans le cube E (au) £ 

De S (au)i ~M<-G l'on conclut E (au)<-~ et 
'X '2 " 

par suite tous ces corps seront renfermés dans le cube 

E ( a u ^ ( ù -h ^ dont le volume est ^Q -f- ^ j 3 . 

Maintenant, comme tous ces corps se confondent tout 

au plus en des points de leurs encadrements et qu'ils sont 

chacun de volume f , on en conclut l 'inégalité 

( 0 + | ) - ï ( 0 + , , ( ? ) • • . 

Maintenant M et I représentent des grandeurs déter-

minées et O peut être pris aussi grand que l 'on veut, 

d'où l'on conclut 

II doit donc par conséquent exister au moins un 

point q du réseau, différent de o, pour lequel on ait 

S { o q ) = f ] 

Le théorème aiiisi obtenu, sur les corps à centre dont 

les surfaces limites ne sont nulle part concaves, me 

semble être l 'un des plus féconds de toute la théorie des 

nombres. Inspiré par l'étude des travaux de Dirichlet et 

ceux de M . Hermite, sur les formes quadratiques (Crelle, 

t. 40, p. 

et 291), je l 'avais trouvé d'abord pour l 'e l -

lipsoïde; mais un plus grand intérêt encore s'attache aux 
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conséquences que fournil ce théorème relativement aux 

formes l inéaires; j'en expliquerai quelques-unes dans 

les § IV et V qui suivent. 

Dans l 'expression (5) , le signe égal ne se présente que 

lorsque les corps S (au)< ^ M, relatifs aux différents 

points a du réseau, remplissent l'espace sans lacunes. E n 

ce cas, avant tout, l 'encadrement complet du corps 

étalon doit être formé par un nombre fini de plans, 

nombre qui ne surpasse pas 2 (a3 — 1); en efiet, chaque 

paroi plane de S(au) ^ M, doit renfermer au moins un 

point du réseau x , y, z, et pour de Lels points du réseau 

situés sur deux parois non symétriques par rapport à o , 

Ans nombres x , y, z ne peuvent jamais donner des rési-

dus égaux pour le module 2, de même que pour aucun de 

ces points l 'on ne peut avoir non plus x,y, z = 0 , 0 , 0 

(mod. 2). Par exemple le signe égal ne se présente 

jamais dans ( 5 ) pour un octaèdre. 

I V . Soient 7|, Ç trois formes linéaires en x , y , z, 

à déterminant D différent de zéro; supposons-les ou 

bien toutes les trois réelles, ou bien £ réelle, et et Ç 

deux formes à coefficients imaginaires conjugués 5 enfin, 

soit p une grandeur quelconque réelle. Le corps K^, 

défini par 

(6) 
3 = • > 

représente alors, pourvu que p ^ 1, un corps dont la 

surface 11'est nulle part concave. Pour le volume \ p de 

ce corps, on trouve 

X3 — • /' — 
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ou bien 

l'on reconnaît enfin que pour un corps K^, lorsque p 

est fini, le signe égal ne se présente jamais dans (5) . 

On obtient ainsi ce théorème. 

Lorsque p ^ i, il existe toujours des nombres entiers 

x, y, x, qui ne sont pas tous Jiuls et pour lesquels on a 

Pour .r, r , z constants, Je premier membre de l 'ex-

pression (6) décroît d'une manière continue avec p pour 

toutes les valeurs p ^ o, si l 'on n'a pas | £ | — | rt | = | Ç j, 

cas où cette expression serait indépendante de p (il en 

est du reste encore de; même pour les valeurs négatives 

de p, lorsque aucune des grandeurs ) ç ) , | 7j J , ] Ç | n'est 

n u l l e ) . Par conséquent, chaque corps K^ sera con-

tenu daus tous les autres de ces corps d'indice p 

plus petit et par suite - et Ap croissent d'une manière 

continue avec p } pour/? = oc, V* converge respective-

ment vers i , Pour p = co K ^ se transforme en le 

parallélépipède — i = ç = i , — i ^ = t , — t Ç < i ; ou en 

le cylindre obliquera base elliptique — i i , vj2 -f- s2 = M 

K , au contraire représente un octaèdre ou les deux 

nappes d 'un cône. Enf in pour p = o la fonction au pre-

mier membre de (6) converge vers la moyenne géomé-

trique ^ ¡ î - r i Ç j , en sorte que l 'on peut ajouter encore 

le théorèfne suivant : 

Il existe toujours des nombres entiers, qui ne sont 
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pas tous nuls et pour lesquels on a <ÀJ|D| et 

par conséquent a fortiori < | D|. 

Ces théorèmes et leurs analogues, pour n formes l i -

néaires à n variables, sont particulièrement susceptibles 

d'application dans la théorie des nombres algébriques, 

à la démonstration des théorèmes de Diriehlet sur les 

unités complexes et du théorème que le nombre des 

classes d'idéaux est f ini , ils ont permis pour la première 

fois d'établir cette importante proposition que le discri-

minant de tout corps de nombres algébriques est divi-

sible par au moins un nombre premier. 

V . Soient a et b deux grandeurs réelles quelconques 

et t une grandeur quelconque >> i . L'application des 

théorèmes du n° 111 au parallélépipède 

— i — az^ i , — i = y — — 

nous fait voir qu'il existe toujours des nombres x, y, z, 

pour lesquels 

9 ^ j 

o<zit*, I x—az\<-1, ' \y-l>z\<-' 
t* tl 

Ce résultat, mais seulement au cas de valeurs entières 

de /, avait été déjà trouvé par Kronecker ( B e r i c h t e 

d. Berlin. Akad1884? p- 1 0 a u moyen de ce 

principe trivial en apparence, et néanmoins extraordi-

n ai rement fécond [voir D U I I C H L E T , Généralisation d'un 

théorème de la Théorie des fractions continues, 

(Œuvres),t. I , p. 636] que, lorsqu'un certain nombre de 

systèmes de grandeurs se distribuent eu un nombre plus 

petit de domaines, deux au moins de ces systèmes doivent 

forcément être compris en un seul et même domaine. 

C'est là un exemple du petit nombre de cas où ce prin-

cipe, plus simple, permet de tirer des conclusions essen-
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tiellement pareilles a celles données par le théorème 

arithmétique du § 111. 

La considération de l 'octaèdre 

I 11 M l 

(en supposant montre l'existence de nombres en-

tiers x , y , pour lesquels les deux expressions des 
i 

premiers membres ci-dessus sont > tandis qu'en 

même temps o ; on trouve alors encore pour de tels 

nombres 

\-r ! ^ 3  ly i 1 ^ * - - « < - — , ; - — b i < — . 
I z | ! z I ÓZ:} 

f 2 

Ces propositions nous indiquent une voie par laquelle 

les résultats de la théorie des fractions continues sont 

susceptibles d'être généralisées avec succès. 

V I . Si l 'on considère des S ( « ô ) quelconques concor-

dantes et réversibles, on aperçoit que i 3 est la plus 

petite limite supérieure pour M 3 I . Si I on s'en tient à la 

considération de distances radiales S(ab) dont les corps 

étalons sont transformés (Vtin seul corps donné quel-

conque par l'effet de toutes les transformations homogra-

phiques possibles, l 'origine restant fixe, on trouvera 

toujours dans cette classe restreinte de fonctions S ( n b ) 

des fonctions telles que l'on ait 

La démonstration de ce théorème nécessite une étude 

arithmétique de la théorie du groupe continu de toutes 

les transformations linéaires. 

Finalement on peut ajouter que l 'inégalité M 3 I Í 2 3 , 
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relative aux eorps dont les surfaces à centre ne sont 

nulle part concaves, est susceptible encore d'une g é n é -

ralisation essentielle des plus remarquables, mais que j e 

ne considérerai pas ici. 

[M23f] [ M ^ f ] 

É T U D E A N A L Y T I Q U E S U R LA S Y M É T R I E ; 

PAR M. S. MANGEOT, 

Docteur ès Sciences. 

Soit F une courbe plane algébrique rapportée à deux 

axes rectangulaires situés dans son plan, ou une surface 

algébrique rapportée à trois axes rectangulaires quel-

conques. 

De l 'équation entière et cartésienne / ( . r , y ) — o, ou 

r , j , z) — o, de la figure F , on peut déduire une in-

finité d'équations représentant des courbes ou surfaces 

qui admettent tous les centres, axes ou plans de symé-

trie que peut avoir cette figure. De ce nombre sont, 

ainsi qu' i l est facile de le vérifier, celles que l'on obtient 

en annulant les fonctions 

L ( / } - +
 àr-+

 M ' 

= 2 w - T + p + T = * > • 

où h désigne un entier quelconque, fonctions qui sont 

des covariants de / pour toute substitution orthogonale, 

et dont la seconde se forme, comme l'on voit, en rem-

plaçant dans le développement de (x -H y z) k chaque 

ternie tel que A X ' J P J T par A ( d J ^ ù z • 



( 4o4 ) 
Parmi toutes ces courbes ou surfaces se trouvent des 

coniques ou quadriques, et comme l'on sait déterminer 

les symétries de celles-ci, 011 voit qu'il sera générale-

ment possible de tirer parti de ce résultat si l'on veut 

rechercher les symétries que peut avoir la figure F . 

C'est là le problème que je me propose de traiter ('), en 

le limitant ici à la recherche des axes ou plans de symé-

trie de la courbe ou surface F . 

Je crois bon d'indiquer, à ce sujet, la proposition 

suivante, que l'on démontre aisément : 

Pour que la surface représentée par l'équation entière 

f = o soit symétrique par rapport à un plan ( P ) ayant 

l'équation 

P — ax by H- cz -4- d = O, 

•1 r •• pr* ( àf , , df 'df\W . . 

il laut et il siifiit que ~ -f- b ~ -f- c -j-J soit divi-

sible par P pour les valeurs impaires de /i, ou que, en 

posant J \ dx Oy dz ) ' 

avec /o fk soit une fonction entière quel que soit /r, 

ou bien que a -j- h 4- c % soit divisible par P, et 
* dx dy dz 1 

que le quotient, égalé à zéro, définisse une surface sy-

métrique par rapport à (P) , ou encore que 

a
d l + b

d A + c
d f . 

dx ày dz 

étant divisible par P , le plan ( P ) soit plan de symétrie 

de la surface correspondant à l'équation U ( / ) = o. 

( ' ) Si l'on connaît l'existence et la position d'un centre, d'un axe 

ou d'un plan de symétrie dans une courbe plane ou surface algé-

brique d'ordre inférieur à 6, on peut ramener la construction d'un 

point quelconque de celte courbe ou surface à la construction des 

racines d'une équation du second degré ou d'une équation bicarrée. 
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Cette proposition équivaut à une propriété des 

courbes planes lorsque le polynome / est indépendant 

de s , puisque Ton doit supposer c nul . 

R È G L E S P R A T I Q U E S P O U R L A R E C H E R C H E D E S A X E S 

D E S C O U R B E S P L A N E S A L G É B R I Q U E S . 

i ° Axes parallèles à V axe des x. — Soit / (a:, y) = o 

l 'équation entière de la courbe considérée C , rapportée 

à deux axes rectangulaires O x , O y. Si le p o l y n o m e / 

est indépendant de y 9 C est symétrique par rapport à 

toutes les parallèles à O . r . Dans le cas contraire, et 

Aj Byq~K - f - . . . étant ce polynome ordonné suivant 

les puissances décroissantes d c y , si q est impair, ou si, 

• i B » i 

q étant pair, le rapport — n a pas une valeur constante, 

la courbe n'a pas d'axe parallèle à 0>r. Lorsque, q étant 

pair, ^ a une valeur constante g-, la droite qy -h g — o 

est la seule des parallèles à O x qui puisse être axe de la 

courbe C . 

2° Axes passant par l'origine. — Soit S <p„(.r, y) le 

polynome f ordonné par groupes homogènes. Pour 

qu'une droite passant par l 'origine O des coordonnées 

soit axe de la courbe C , il faut et il suffit qu'elle soit axe 

de chacun des faisceaux de droites correspondant aux 

formules = o. Je suppose réels les coefficients 

de f et je vais donner une méthode générale pour re-

chercher les axes du faisceau de n droites représenté par 

l 'équation ( x , y ) = o. Je transforme le polynome 

'f,/(.r, y ) par la substitution 

u — x-±-yi, v — x—yi; 

il devient une fonction homogène de u et v que j 'or-
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donne suivant les puissances décroissantes de //, ne la 

supposant pas réduite à un seul ternie; puis, associant 

deux à deux les termes équidistants des deux termes 

extrêmes, j 'écris ainsi cette fonction 

M " ) - H i i f ( a « - î « , I - , + 

En y faisant X — y i et x = — j i , on voit que les 

constantes a/¿ et doivent être conjuguées. La fonction 

de x et .y, OLuiLfi-\~ a ses coefficients réels et, par 

suite aussi, sa différence avec '¿»(x, y ) ; cette différence 

doit être divisible par uv = x2 - f j 2 , e t le quotient de la 

division aura, comme 'f,/(-r, j ' ) , ses coefficients réels, 

d'où il résulte que les constantes a„_2 , doivent 

être aussi conjuguées. O n voit que, d une manière géné-

rale, les constantes a*, ¡3* sont conjuguées pour toutes 

les valeurs de k. Je poserai a* — ,-f- b^i. 

Je considère maintenant une droite A , menée par 

l 'origine et faisant avec Ox l 'angle to. Si l 'on prend 

cette droite comme axe des abscisses et la perpendicu-

laire menée par O pour axe des ordonnées et que l 'on 

désigne par ^ ( X , Y ) la somme des termes de degré im-

pair en Y dans la nouvel le équation du faisceau consi-

déré, on a 

ù ( X, Y ) = aie sin /tw + b/c eos k w ) 
n~ti 

X (X2 -h Y-)"T" (GJLX*-1 Y — Cl Y3-+-...), 

k devant recevoir les valeurs n — a, n — . . . . Si A 

est un axe du faisceau, on doit avoir ' i ( X , Y ) = o, et, 

en particulier, ó ( X , / X ) = o, ce qui exige que la 

somme an sin/zto 4- bn eosnto soit nulle. Le quotient de 

¿ ( X , Y ) par X 2 + Y9 doit être nul aussi identiquement, 
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et, devant l'être en particulier pour Y = /X, il faut que 

la somme sin// — 2to bn_2cosn — 2co soit nulle. 

En continuant ce raisonnement, on voit que l 'on doit 

avoir 

( i ) cik si n ko) -h b}£ cos k o) — o 

pour toutes les valeurs de k. Réciproquement, si un 

nombre to vérifie toutes les équations ( i ) , on aura, pour 

cette valeur de co, ¿ ( X , Y ) = o et la droite A qui, me-

née par O , fait l 'angle co avec O x , sera un axe du fais-

ceau 

La relation ( i ) exprime que la droite A fait partie du 

système de droites défini par l 'équation 

( l ) rxkuf<— 

Donc la condition nécessaire et suffisante pour que le 

faisceau (<p,/) ait des axes est que toutes les équations 

binômes (2), où l'on regarderait comme une inconnue, 

aient des racines communes ( ! ) . Soit Anuh = Y>,lvh 

l 'équation dont les racines sont ces racines communes, 

lorsqu'elles existent. Le faisceau aura h axes définis par 

la formule 
A « ( x -f- y i) h = B„ ( ¿r — y 

L'application de la méthode que je viens d'indiquer 

à chacun des faisceaux correspondant aux divers groupes 

( ' ) Les droites (2) sont les axes du faisceau défini par l 'équation 

• ak a
k-H ¡Sfc = o ; d'où il suit que la condit ion nécessaire et suffi-

sante pour que le faisceau ( ? l t ) ait des axes est aussi que tous les 

faisceaux correspondant aux équations 

a n u" 4- v" = o, a n_2 a'1'2-f- ¡âM_a v
n~2 = 0 , 

aient des axes communs , qui sont les axes du faisceau ( ? „ ) . 
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homogènes qui composent f conduit à la règle sui-

vante : 

Pour rechercher les axes passant par Vorigine O de 

la courbe C définie par Véquation entière et à coeffi-

cients réels f ( x , y ) = o (en coordonnées rectangu-

laires), je développe le poly nome f [ x H-y, i(y— x)], 

et, groupant ses termes deux à deux, je l'écris sous la 

forme d* une somme d'expressions telles que 

(xy)P(zkx
k— $kf k) 

(p = o ou ;> o) : soient a r x'*-b ¡3r y r , olsx
s-\- ¡âjj*, . . . 

ceux des binômes $kyk qui ne sont pas réduits 

à des constantes. Si les binômes en z 

sont premiers entre eux, la courbe C n'a pas d'axe 

passant par O . Dans le cas contraire, si A z t — B est le 

plus grand commun diviseur de ces binômes, la 

courbe a t axes passant par O : ils sont définis par la 

formule 

( 3 ) A(x -\-yiy = B(a? — yi)t. 

Quand toutes les expressions a^x^-b $kyk sont con-

stantes, la courbe est un système de cercles ayant 

leur centre en O, et toutes les droites qui passent par 

ce point en sont des axes. 

3° Axes placés d'une manière quelconque. — Si la 

courbe C , dont je désigne le degré par m^ a des axes, 

chacun d'eux doit être axe de la conique T représentée 

par l 'équation 

, Çn ( t"" 1/ Y • 
m- i 
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De là Ja méthode qui suit pour reconnaître si la 

courbe C a des axes, et pour les déterminer. 

Lorsque la conique T a un nombre fini d'axesj on 

détermine séparément leurs équations et Ton essaye si 

chacun d'eux est axe de C . Lorsque T est un cercle, on 

détermine son centre et l 'on est ramené à trouver les 

axes de C qui passent par ce point, que l 'on prendra 

pour origine des coordonnées. Lorsque T est formée de 

deux droites parallèles, on essaye si la l igne des centres 

de T est axe de C , et l 'on a ensuite à chercher les axes 

de C qui seraient parallèles à la normale à cette ligne 

des centres, normale que l 'on prendra pour axe des ab-

scisses (4 ). 

Réduction de Véquation d'une courbe qui a des axes. 

— Je suppose que, les coefficients de f étant réels, la 

( ' ) J ' ind iquera i , au sujet de cette théorie, les deux résultats sui-

vants : 

i° Si A0a?,n + kxx
m~ xy H- A2x

m~ 2y 2-h... + Amym est la somme 

des termes du m' i m e degré de / , l ' inclinaison co de tout axe de la 

courbe G doit vérifier la formule 

t a n g m w ( A 0 — A3-h A4 — . . . ) = A t — A3 H- A. — . . . , 

quir ésulte de l 'équation amum~ $mvm où Ton fait y = x tangw. 

2° Si l'on connaît la direction y — tx.r d 'un axe de la courbe C, 

on peut obtenir l 'équation de cet axe en annu lan t le quotient des 

deux expressions 

où p désigne la plus petite des valeurs de h pour lesquelles l'ex-

pression — ^ e S t n u " e ident iquement . Lorsque le de-

gré m de la courbe est pair, si l'axe n'est pas perpendiculaire à une 

direction asymptot ique de la courbe, l 'équat ion de cet axe est 
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courbe C admette plus de deux axes, sans en avoir une 

infinité. On peut rapporter la courbe à l'un d'eux, D, 

pris comme nouvel axe des abscisses, et à une perpendi-

culaire à 1), sans connaître l'équation de D, en opérant 

de la manière suivante : 

Les axes de C passent par un même point, qui est le 

centre O' de la conique F. On transporte l'origine au 

point O', et Ton sait calculer la formule (3) qui définit 

l'ensemble de ces axes. Ayant trouvé X — p-\-qi, 

B = p — qi, soit a l'angle compris entre o et TT, dont la 

tangente est — L ' u n des angles to satisfaisant à la 

formule tang to = — qUi donne les inclinaisons des 

axes sur Ox, est - > et je supposerai que l'axe D, que je 

prends pour nouvel axe des abscisses, est celui qui fait 

cet angle j avec 0 . r ; le nouvel axe des ordonnées sera 

pris passant par O'. La fonction 

<*'/, = a/, ( x -h y i) k - f - $ h ( . r — y f) k  

devient, par ce changement de coordonnées, 

/ k . . k \ v . . 
wf. — a/,- I cos - a -f- i sin - a J ( A ~ 1 / )k 

-h j3/à. ^cos y x — i sin y x j ( X — Y / 

Mais D étant aussi axe du faisceau Wk = o, w'k ne doit 

pas contenir de puissances impaires de Y , ce qui exige 

la condition 

/ k . . k \ Q ( k . . k \ 
â  (cos - a - h i s i n - a l = p/, I cos - a — i sin - a I, 

d'où l'on déduit 

V, ak . k - b k cos a — «t si II - a — • 
' ± \fa'l -+- b\  1 ±\Jal + bl 



( 4«. ) 

Alors 011 a 

« 4 = — si<*l ~ H [( X -4- Y / )h' -4- ( X — Y /)* ]. 

Le signe à prendre dans cette dernière formule est le 

même que celui qui doit figurer dans les deux précé-

dentes. O r celui-ci est connu, car on connaît , en gran-

deur et en signe, les sinus et cosinus de l 'angle a, et, 

par suite, ceux de l 'angle ^ a . qui est un multiple de a. 

O n connaît donc la nouvelle équation de C , d o n t le pre-

mier membre est la somme d'expressions telles que 

( X 2 -h Y*)w ivk , toutes connues. 

S U R L A D É T E R M I N A T I O N D E S P L A N S D E S Y M É T R I E 

D E S S U R F A C E S A L G É B R I Q U E S . 

Dans tout ce qui va suivre, je supposerai les surfaces 

rapportées à des axes de coordonnées rectangulaires et 

définies par des équations cartésiennes. 

P R O B L È M E I . — Sachant qu'une surface algébrique 

ne peut être symétrique que par rapport à certains 

plans P totalement connus ou par rapport ci des plans 

appartenant à des familles connues de plans n'ayant 

pas toutes les directions de l'espace, reconnaître si 

cette surface admet des plans de symétrie et, le cas 

échéant, les déterminer. 

O n vérifie directement si chacun des plans P (plan 

dont on connaît l 'équation) est un plan de symétrie de 

la surface. 

S'i l y a une famille de plans parallèles à un plan 

donné A, on prend ce plan pour plan des xy, et soit 

A z'i^r 1 -4- . . . = o. 
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la nouvelle équation entière de la surface, ordonnée sui-

vant les puissances décroissantes de z ( 4 ) . Pour que la 

surface ait un plan de symétrie parallèle à A, il faut g 

que q soit pair et que — ait une valeur constante g\ et 

l 'équation de ce plan est qz g = o. On aura donc 

à essayer si le plan que définit cette équation est un plan 

de symétrie de la surface. 

S'il y a une famille de plans perpendiculaires à un 

plan connu A', ce qui est le dernier cas à considérer, 

on prend celui-ci pour plans des X J , et A, B, C . . . 

désignant les coefficients des différentes puissances de z 

dans la nouvel le équation entière de la surface, on 

cherche les axes de symétrie communs des courbes du 

plan A' qui sont représentées par les équations obtenues 

en annulant celles des fonctions A , B, C , . . . qui ne 

sont pas des constantes. Lorsque ces courbes n 'ont 

aucun axe c o m m u n , la surface n'a aucun plan de symé-

trie perpendiculaire à A'. Dans le cas contraire, en 

menant par chacun des axes communs un plan, perpen-

diculaire au plan de ces courbes, on obtient des plans 

de symétrie de la surface, et l 'on a ainsi tous ceux qui 

sont perpendiculaires au plan M ( 2 ) . 

T H É O R È M E . — La détermination des plans de symé-

trie de la surface représentée par Véquation entière 

f(oc,y, z) = o, de degré m, peut être effectuée au moyen 

de la quadrique qui a pour équation V m _ i ( / ) = o, 

toutes les fois que cette quadrique n'est pas une sphère. 

( J ) Si cette équation ne contenait pas z, tous les plans parallèles 

à A seraient des plans de symétrie de la surface. 

(-') La résolution de ce problème par les méthodes que j'ai indi-

quées ne comporte aucun calcul d'élimination. 



( 4 . 3 ) 

En effet, si U surface a des plans de symétrie, ils 

doivent se trouver parmi les plans principaux de cette 

quadrique; or ceux-ci font partie des plans énumérés 

dans l 'énoncé du problème qui précède, puisque l'on 

suppose la quadrique différente d'une sphère ( 1 ). 

M É T H O D E S P R A T I Q U E S P O U R L A R E C H E R C H E D E S P L A N S D E 

S Y M É T R I E D E S S U R F A C E S D U T R O I S I E M E E T D U Q U A -

T R I È M E O R D R E . 

Surfaces du troisième ordre. — Soit o 

l 'équation entière et à coefficients réels d'une surface de 

troisième ordre S , dont il s'agit de rechercher les plans 

de symétrie. J'admets que cette surface n'est pas formée 

de trois plans parallèles. 

Je considère les deux surfaces a et ¡3 représentées par 

les équations 

U ( / ) = o , V , ( / ) = o, 

dont la première est au plus du premier degré, et dont 

la seconde est du deuxième degré. T o u t plan de symé-

trie de S doit être un plan de symétrie de chacune de 

ces deux surfaces. 

S i , comme il arrivera généralement, le plan a est déter-

miné et à distance finie, on saura trouver ceux de ses 

plans de symétrie qui sont plans de symétrie de S (pro-

blème I) , et la question sera résolue. 

( ! ) Lorsque cette quadrique est une sphère, de centre {x0, y0, z0), 

si 2<pn(x, y, z) désigne le polynome f(x-+-x0iy-\-y0,z~+-za) 

ordonné par groupes homogènes, il suffira, d'après le problème I, 

de savoir déterminer les plans de symétrie de l'un des cônes o 

qui ne sont pas réduits à une sphère simple ou multiple, pour savoir 

déterminer les plans de symétrie de la surface, ceux-ci devant se 

trouver parmi ceux-là. 
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Dans le cas contraire, j 'aurai recours à la quadrique ¡3. 

Si cette quadrique n'est pas une sphère, on saura recon-

naître ceux de ses plans de symétrie qui sont plans de 

symétrie de S (problème I). Si ¡3 est une sphère, le 

cône asymptotique de S est formé de trois plans perpen-

diculaires deux à deux ( ' ) . Je transporte l 'origine des 

coordonnées au centre w de la sphère [3, et soit 

z)+<?(x,y,z) = o 

la nouvelle équation entière de S, F désignant les termes 

du troisième degré. L'équation y , z ) = o repré-

sente une surface Sj qui est au plus du second ordre. 

Les plans de symétrie de S doivent passer par w et sont 

tous les plans de symétrie de Sj qui seraient en même 

temps plans de symétrie du cône ( F ) défini par l 'équa-

tion 

F(x,y,z)=o. 

Si la fonction o n'est pas de la forme 

( ') Pour démontrer ce résultai, on peut, les premiers membres des 

équations de a et ¡S étant des covariants de f , prendre l'équation de S 

sous la forme, à coefficients réels, 

ay z bz~h- 3 cy 2 z -f- 3 dyz 2 -h 3 hz 2x 

-f- 3 kzx 1 -f- Snxy 1 H- ôgxyz -f- . . . = o, 

où je n'écris que les termes du troisième degré. Alors les équations 

de a cl p sont 

(h -f- n) x 4-(a -f- d)y -+•( b -f- c -+- k)z -f- const. = o, 

k 1 c 2 •+• ( nx H- ay + c:)- + ( hx -h dy -h bz y -f-1 ( ny -f- gz ) 2  

-f- 2 ( kx H- gy -f- kz ) 2 -h 2 ( gx cy -f- dz )- + ^ = o, 

<y ne renfermant aucun terme du second degré. Or, si l'on suppose 

n——hf d a, k~ — ( 6 ~ c ) , les conditions pour que p soit 

une sphère sont 
a ~ b — c ft ~ n. 
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À et B étant constants, la considération de la surface Si 

permettra de trouver les plans de symétrie de S (pro-

blème I) . Dans le cas contraire, ces plans sont les plans 

de symétrie du cône ( F ) , c'est-à-dire les six bissecteurs 

des angles formés par les trois plans rectangulaires aux-

quels se réduit actuellement ce cône. Les trois droites 

communes aux trois cônes du second ordre 

OF _ OF _ 

ôx ' ôy ' ôz 

sont les arêtes du trièdre trirectangle ( F ) , et l 'on saura 

par conséquent calculer les équations séparées des trois 

faces de ce trièdre et par suite celles des six plans de 

symétrie de la surface S ( ' ). 

Dans les surfaces de troisième ordre, qui possèdent 

la symétrie plane sans être cylindriques ni de révolu-

tion, le nombre des plans de symétrie est l 'un des 

nombres i , 2, 3, 4> 

Le Tableau suivant fait connaître la forme à laquelle on peut 
ramener l'équation de celles de ces surfaces qui ont plusieurs 
plans de symétrie. 

( ! ) J'indique incidemment ce procédé pour reconnaître si la sur-

face S est formée de trois plans perpendiculaires deux à deux. D'abord 

elle doit avoir un centre unique, que je détermine. Si x0, y0, z0 sont 

les coordonnées de ce point, la fonction f ( x -+- x0, y + y0 , z -+-£„) 

doit être homogène. Le plan a doit être indéterminé, et la quadrique p 

doit être une sphère. Ces conditions sont nécessaires et suffisantes, 

et l'on sait calculer les équations des trois plans. 
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Nombre 

des plans 

de Positions relatives 

symétrie. de ces plans. 

'i Ils sont rectangulaires. 

3 Ils passent par une même 
droite et font i à i 

l'angle de 6o°. 

4 Trois d'entre eux pas-

sent par une même 
droite et font i à 
l'angle de 6o°; le qua-
trième est perpendi-
culaire à cette droite. 

6 Ils sont les bissecteurs 
d'un trièdre trirec-
tangle. 

On saura calculer la forme reciuiie qui correspond a cnacun 
de ces quatre cas. 

Surfaces du quatrième ordre. — Je commence par 

traiter deux questions relatives aux cônes du quatrième 

ordre. 

P R O B L È M E I I . — Reconnaître si un cône du quatrième 

ordre C , non formé de deux sphères de ray on nul, et 

défini p ar son équation, admet les neuf plans de symé-

trie du cubef et, en cas d'affirmative, trouver les 

équations séparées de ces neuf plans. 

S o i t F ( . r , y , z) — o l 'équation entière du cône C rap-

porté à son sommet. P o u r qu'il ait la symétrie du cube, 

il est nécessaire et suffisant, ainsi qu ' i l résulte d'une 

formule générale donnée par M. Goursat (*), que l 'on 

Forme à laquelle peut se ramener 

l'équation de la surface. 

ax*-h b y 2 -f- d 

~~ a{ x 2
 4 - bi y' 2

 -I- cx z
2 -+- dt 

— -+- b(x 2-±-y 2) -hd 

~~ y 2) -i- C ^ H - di ' 

z 2— a(x3—3xy2 )-h b(x'2 ~h-y2)-h d , 

xyz -+- a(x 2 y 2 H- z 2) h- b — o. 

(') Annales de l'École Normale supérieure, juin 1887, 
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ait identiquement 

F ( 0 7 , y , z) « X -f-j 2 -4- .s2)* ¡x( P* + Q* H- H* ), 

X, ÎJL étant deux constantes et P, Q , R trois formes li-

néaires 

P = rtx -l- fty 4 - p , Q = a\r -f- y -}- -y'z, 

R = a'^ + PV + v's, 

dont les coefficients sont les cosinus directeurs de trois 

droites rectangulaires deux à deux. 

Si F satisfait à l'identité précédente, les trois déri-
. n à2 F d*F , . , .r „ 

vees partielles doivent venher celles-ci 

i d2 F d2 m 
I ^X — -f-iaixfaspî-i-a'iQï-t-a^Rï), 

I d* F î)2 r/ 

où l'on pose 

Réciproquement, si l 'on peut trouver un système 

des deux constantes X, et des trois fonctions P, Q , R, 

tel que les identités (4) aient l ieu, le cône C aura la 

symétrie du cube, car, en vertu de ces identités, la 

fonction 

doit avoir chacune des formes homogènes 

z) + y.(y> *)» y^îC 3» x) -+- -a?), 

ce qui 11e peut avoir lieu qu'autant que les six fonc-

tions A, y , «i,, y , , y.2 sont nulles identiquement. 
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J'ajoute que les identités ( 4 ) ne peuvent être vérifiées 

par un second système des constantes et des formes l i-

néaires considérées, car si Ton a 

,jL(in+Q*-i-R*)==: l l U - h (a1(l>î -+- Qi R \ ). 

on en déduit 

()- F ¿2F r)2F 
- — - h - - f - A -+- A ) ( . R 2 - + - Y 2 S"2 ) 

0 x i c);;2 v v M J ; 

I ( À I -T- TJL! ) ( . R 2 -+-Y--F- G 2 ) , 

ce qui exige -f- u, ~ a -f- u, et l'on doit avoir alors 

(JI(QSR2-HR2I>2+. P2 Q2 ) - .JLt(Qî R? H- R f P f -F-PfQï), 

d'où 
P , ^ P, Qt - O , R, ,--: R, <¿,= >1. 

Ceci posé, je considère les trois cônes du second 

ordre C , , C*, C :J, qui ont pour équations 

°1}L - *
 02 V _ ^ _ * -> 

0.P- ~ 1 ôy* ~~ v"> ~ 

Si, pour aucune valeur de A, ces trois cônes n'ont 

pas trois plans de symétrie communs, le cône C n'aura 

pas la symétrie du cube, car, s'il possédait une telle 

symétrie, les trois cônes C ^ C 2 , C 3 devraient, d'après 

les identités (4) être symétriques par rapport à chacun 

des trois plans P = o, Q = o, 1 1 = 0 . 

Je suppose, en second l ieu, qu'il existe des valeurs 

de X pour lesquelles les trois cônes C j , C 2 , C 3 aient au 

moins trois plans de symétrie communs. Pour chacune 

d'elles, ils auront certainement en commun trois plans 

de symétrie rectangulaires, dont je prends les équa-

tions 
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en fonction des cosinus directeurs des normales à ces 

trois plans. Si , pour une de ces valeurs de A et pour 

une valeur convenable de a , les identités (4) ont l ieu, 

le cône C aura les n e u f plans de symétrie du cube, et 

ces plans seront les (rois plans P — o, Q = o, R = o, 

et les bissecteurs des angles qu' i ls forment deux à deux. 

Si, pour aucune de ces valeurs de A, il est impossible de 

satisfaire aux identités (4) avec une même valeur de p., 

le cône C n'aura pas la symétrie du cube. 

T H É O R È M E . — Etant donnée Véquation entière et 

homogène Y(x,y,z) = o d'un cône du quatrième 

ordre C , si les deux surfaces a , , qui ont pour 

équations U ( F ) — o, Y : } ( F ) = o, sont deux sphères, 

finies ou infinies, le cône C n'admet aucun plan de 

symétrie, ou bien il a les neuf plans de symétrie d'un 

cube. 

En effet, je suppose que le cône C ait un plan de sy-

métrie quelconque. Son équation peut être ramenée à 

la forme 

<i> (x, y, z ) — A-3,f-t- Ax~ -f- B y-) 
-h a xv -4- 4 b x*y -f- 6 c x-y- 4 dxyz -b g y'" — o, 

pour laquelle les équations des surfaces a, et sont 

-f- ( A H- B -f- (Sl)z 2^-vi(b -f- d)xy = o, 

B2 ( A2-r- B»-t- 12 l 2 ) z 2 

-f- 12 [( ax -i- by )2 -h ( dx -h g y ) 2 ] 

-f- 3 6 [ ( 6 # -h cy)' 1 -L- {ex -h dy )2 J = o. 

Les six relations qui expriment que ces deux sur-

faces a , , Yi sont deux sphères peuvent s'écrire 

/ d — — b. b(a — g) = o, 

1 A = % + c - À), B = 6 (a-r-c — l ) , { ^ ) ' 
j ( f l r - ^ ) ( « + ^ + 3 c - 3 / ) = o, 

' ¿ A 2 — 3 ( a ~ c ) X -Î- a2 -— 2 b2 - H 3 ac = O . 
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La seconde conduit à faire deux hypothèses : 

g — a. Alors A = B = 6 ( a + c — X), et l'on a 

*I> = + c - \)z 2{x 2-+- y 2) 

-h a ( x'+ -hy'* ) -h 4 £ ( — ), 

ou, en tenant compte de la dernière des relations (5) , 

<ï> = z 2) 2-+-\(S(a -4- c) — Sl]z 2(x 2-+-y 2) 

[v/<7^X(>2 — JT2) -f-^7 i ] c — 

Or, par une transformation de coordonnées eifectuée 

dans le plan des xy, la fonction du second degré com-

prise entre crochets peut être ramenée à la forme 

xy \/6(a -h c) — 8 a, et la fonction <ï> devient 

l(x 2-\-y 2-hz 2 ) ! + [ 6 ( f f + c ) - 8 l](y 2z 2-h-z 2x 2-hx 2y 2). 

Donc le cône C a la symétrie du cube. 

2° b — o. Alors ci = o, 3 A = a -F-g -f- A = 2 (2g — a), 

B = 2(2(1 — g ) , et la dernière des relations (5) se dé-

compose en ces deux-ci 

3 c = à a — g, 3 c = *2 g — a. 

Soit, pour fixer les idées, c = —3—" * O11 a 

<I> = -+- [( 1 g — a )x 2-F- ( 2 « — ) > / 2 ] 

-f- a ^ ' - i - ^ - i - iÇia — g)x 2y 2  

= (»« -

Or, si Ton fait tourner de 45° les axes des x et des z 

dans leur plan, cette fonction devient 

4 ( a — g)(y 2z 2z 2x 2-\-x 2y 2), 

et l'on voit que, dans ce cas encore, le c ô n e C a la symé-

trie* du cube. 

J'ajoute que, réciproquement, si le cône C possède 
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la symétrie du cube, les deux cônes a t et y< sont deux 

sphères. 

Je considère maintenant une surface quelconque du 

quatrième ordre S, représentée par l 'équation entière 

f(x,y, z) = o, et je me propose de rechercher ses plans 

de symétrie. Je désigne par a et y les deux surfaces qui 

ont pour équations 

U ( / ) = o , V 8 (/) = o. 

La surface y est du second ordre. La surface a est au 

plus du second ordre. T o u t plan de symétrie de S doit 

être un plan de symétrie de chacune de ces deux sur-

faces. 

Je distingue deux cas : 

i° Les deux surfaces a et y ne sont pas deux sphères 

concentriques (la surface a pouvant être une sphère 

située tout entière à l'infini). 

Je détermine les plans de symétrie des deux sur-

faces a, y . 

Si elles n 'en ont pas en commun, la surface S n 'admet 

aucun plan de symétrie. Si elles ont des plans de symé-

trie communs, les directions de ces plans sont totale-

ment déterminées ou ne dépendent que d 'un seul para-

mètre ; donc on saura reconnaître ceux de ces plans qui 

seraient des plans de symétrie de S (problème I) . 

2° Les deux surfaces a, y sont deux sphères concen-

triques (la sphère a pouvant être tout entière à l'infini). 

Je transporte l 'origine au centre commun to de ces 

deux sphères, et soit 

y, z)-h o(x, y, z) = o 
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la nouvelle équation de S, F ( . r , y, z) désignant l'en-

semble des termes du quatrième degré. L'équation 

j ' , z)~ o représente une surface S< qui est au plus 

du troisième ordre et dont on sait par conséquent trou-

ver tous les plans de symétrie. Les plans de symétrie 

de S doivent passer par le point co et sont tous les plans 

de symétrie de Si qui seraient en même temps plans de 

symétrie du cône ( F ) défini par l'équation F = o. 

Je laisse de côté le cas où S serait formée de deux sphères 

concentriques. Quand <p(.r, j ' , z ) n'a pas la forme 

A ( x 2 + J 2 + 2 2 ) h - B, A et B étant des constantes, les 

plans de symétrie de S f passant par o) n'ont pas toutes 

les directions de l'espace, et l 'on saura alors reconnaître 

ceux de ces plans qui seraient plans de symétrie de S 

(problème I). Dans l'hypothèse contraire, les plans de 

symétrie de S sont les mêmes que ceux du cône ( F ) . 

Mais les deux surfaces a, y étant des sphères, il en est 

de même des deux surfaces a , , y4 relatives au cône ( F ) . 

J)onc ici la surface S n'a aucun plan de symétrie, ou a 

les neuf plans de symétrie d'un cube. 11 n'y aura dès lors 

qu'à résoudre le problème II sur le cône ( F ) . 

Si ( F ) admet les neuf plans de symétrie du cube, ou 

déterminera leurs équations, et l'on aura les plans de sy-

métrie de S. Si le cône ( F ) n'a pas la symétrie du cube, 

la surface S n'admet aucun plan de symétrie. 

Le problème est donc entièrement résolu. 

Dans les surfaces du quatrième ordre qui possèdent 

la symétrie plkue sans être cylindriques ni de révolution, 

le nombre des plans de symétrie est l 'un des nombres i , 

A , 3 , 4, 5 , 6, 9. 

Le Tableau suivant indique la forme à laquelle 011 

peut ramener l'équation de celles de ces surfaces qui 

admettent plusieurs plans de symétrie. 
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O n saura calculer la forme réduite qui correspond à 

chacun de ces six cas ( f ) . 

suit U N M O Y E N D E R E C O N N A I T R E ST U N E S U R F A C E D U 

T R O I S I È M E , D U Q U A T R I È M E O U D U C I N Q U I È M E O R D R E 

E S T D E R É V O L U T I O N . 

Je considère une surface algébrique S, autre qu 'un 

système de plans parallèles, et dont l 'ordre m est l 'un des 

nombres 3, 4•> Je la suppose définie, en coordonnées 

cartésiennes rectangulaires, par l 'équation entière et 

à coefficients réels f ( x , y, z)= o. Soient a et a7 les 

deux surfaces que représentent les équations 

dont la seconde est du deuxième degré. On veut recon-

naître si la surface S est de révolution et, en cas d 'af f ir-

mative, trouver son axe de révolution. O n peut y arriver 

en appliquant le théorème suivant, qui découle de ce fait 

que, lorsque S a une infinité de plans de symétrie pas-

sant par une même droite, les deux surfaces a et a q u i 

possèdent toutes les symétries de S, doivent être aussi de 

révolution autour de cette droite. 

T H É O R È M E . — Quand les deux surfaces a et CL' ne 

sont pas deux sphères concentriques : 

i° Si elles sont toutes les deux cle révolution, autour 

( ' ) Les plans de coordonnées par rapport auxquels les équations 

<les surfaces des troisième et quatrième ordres à plans de symétrie 

prennent les formes réduites données dans les deux Tableaux précé-

dents son{. les plans de symétrie eux-mêmes, ou des plans perpendi-

culaires à leurs droites d'intersection, ou des bissecteurs d'angles 

formés par ces plans de symétrie. 

(X -h [x -h v — m — i ) , 
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d'une seule et même droite, ou autour d'une infinité 

de mêmes droites parallèles entre elles, la surface S 

peut être de révolution, mais seulement autour de cette 

droite ou d'une parallèle à ces droites, 

2° Dans tous les autres cas, la surface S n'est pas de 

révolution. 

Quand les deux surfaces a et a' sont deux sphères 

concentriques : 

i° Si la surface S est du troisième ou du cinquième 

ordre, elle n'est pas de révolution ) ; 

2° 6Ï la surface S e.sY du quatrième ordre, pour 

qu'elle soit de révolution. il faut et il suffit que le cône 

des directions asymptotiques de S soit une sphère 

double, et que, en appelant yoj zo les coordonnées 

du centre commun des deux sphères ol et a', et M le coef-

ficient de x* dans f ( x , y , z), la surf ace correspondant 

à l'équation 

f ( x , y , z ) ~ M {(x — x t f M y - 7o) 2 + (3 - ¿o) 2] 2= o, 

qui est au plus du troisième degré, soit de révolution 

autour d'une droite passant par le point («r0j, JKo> 

et Vaxe de révolution de celle dernière surface est le 

même que celui de S ( 2 ) . 

Comme il est toujours facile de vérifier, par une trans-

formation de coordonnées bien évidente, si une surface 

algébrique définie analytiquement est de iévolution 

( l ) Quand une surface du cinquième ordre est de révolution, on 

peut vérifier, en prenant son axe de révolution pour un des axes de 

coordonnées, que la surface x n'est jamais d'ordre inférieur à 3 si la 

quadrique a' est une sphère. 

( a ) On regardera une surface indéterminée ou rejetée à l'infini 

comme une surface de révolution autour d'une droite quelconque 

de l'espace, ou encore comme une sphère concentrique à toute sphère 

de l'espace. 

Ann. de Xlathèniat. ,3e série, t. XV. (Septembre 18^6.) 28 
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autour d'une droite parallèle à une direction connue, et 

de déterminer cette droite, on voit que le cas d'une sur-

face du troisième ordre sera complètement résolu par le 

tliéorème qui précède, et que le cas d'une surface du 

quatrième ou du cinquième ordre, s'il n'est directement 

résolu par ce théorème, se trouvera ramené au cas d'une 

surface du troisième ordre. En définitive, la question 

est résolue dans les trois cas. 

[ P i f ] 

SUR LA TRANSFORMATION MONOGRAPHIQUE DES PROPRIÉTÉS 

MÉTRIQUES DES FIGURES PLANES ; 

P A R M . G E O R G E S B R O C A R D , 

Professeur au lycée du Havre. 

On sait que si l'on joint un point M du plan d'un 

triangle aux trois sommets, on obtient trois droites qui 

rencontrent les côtés eu des points A', B', (7, et que, si 

l 'on désigne par j- et — > les valeurs algébriques des rap-

A C B V ! , C B ' I I -

ports çTTjj et le rapport - j ^ aura pour valeur algé-

brique les quantités X, ¡JL, V sont appelées coordon-

nées bciJ'j centriques du point M. 

O n sait aussi que si l 'on considère deux points définis 

par les coordonnées X, p., v et //, u/, v' entre lesquelles 
! * . W M.U.' w' . 

existent les relations — = ~ ~ — ~ > ces points sont dits 

inverses Vun de Vautre. 

Consiijéroiis alors les transversales CG/ et C C " passant 

, A C A G " b2 
par deux points inverses; on aura x ^r^ = 
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Mais si nous prenons le point C" symétrique de £!' par 

rapport au milieu de A B (la droite CC" est dite isolo-

Fig. i. 

ainsi : 
A C C'[ B _ b 2  

C B X ACf ~ 
ou encore 

C'A . C^A _ b2 

C'B ' (JfB ~ 

Le premier membre de cette relation est le rapport 

anharmonique des quatre points C , C , , A , B-, ce rapport 

est donc constant et égal à — > quels que soient les points 

inverses considérés. 

Or, parmi les points inverses se trouvent les deux 

points cycliques du plan; résolvons, en effet, par rap-

port à y les deux équations 

a2 JJLV -f- ¿>2vX C2 XjJL = o, 

X -+- fJL -+- V = o 

qui représentent, en coordonnées barycentriques, le 

cercle circonscrit au triangle et la droite de l'infini ; nous 

obtenons Féquation 

(i) a2 {J.2 -b (a2 -t- b2 — c2)Xta ¿>2X2 = o, 

d'où 
a c 2 — a 2 — b' 1 =h J( c2 — a2 — b 2 )2 — 4 a2 b2 



( ) 
OU 

JJL __ —'iab cosG dz 4¿S' 
À 7. a 2 

_ — 1 ab cos C ± A abi sin G b ^ 

'ia- a 

b2 

Le produit de ces deux valeurs est bien égal à —> 

comme le montrait immédiatement d'ailleurs l'équation 

(1). Nous pouvons doue énoncer le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Si, par le sommet C d'un triangle 
ABC, on mène une droite isotrope, et la droite isoto-
mique de Vautre droite isotropey ces droites forment, 
avec les deux côtés du triangle issus du sommet C, un 

62 faisceau dont le rapport anharmonique est égala — • 
Remarques. — 1 0 Si l'on divise les deux valeurs de 

y racines de l'équation (1), on retrouve le théorème de 

Laguerre. 

a" Dans le cas du triangle isocèle (b — a) , le rapport 

anharmonique est égal à 1, c'est-à-dire que les deux 

droites isotropes menées par G sont isotomiques. 

Fis- 2. 
c 

3° Si a est égal à l'unité de longueur, le rapport an-

harmonique précédent est le carré du nombre qui mesure 

A C . On a ainsi le moyen de faire la transformation 

homographique de la distance de deux points. 
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4° Si Ton donne deux longueurs AB, C D sans extré-

mité commune, on pourra les remplacer par deux autres 

proportionnelles et ayant une extrémité commune; par 

exemple, ou décrira de A et C comme centres des circon-

férences ayant leurs rayons proportionnels à AB et CL), 

et l'on appliquera le théorème précédent au triangle 

formé par les points A et C et l 'un des points de ren-

contre de ces circonférences. 

A P P L I C A T I O N . — Soit à transformer le théorème sui-

vant : 

Si d'un point C extérieur on mène à une circonjé-
rence une tangente CA et une sécante CBD, on a 

C B C A 

CA ~~ CD 

Fig. 3. 

c et c" les points de rencontre de ci et ej avec ah ; 
/ l e con jugué harmonique de e par rapport à ab ; 
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c\ celui de cn par rapport à ef\ 

/ et f les points de rencontre de ci et cj avec ad ; 

h le conjugué harmonique de g par rapport à ad ; 

j'[ celui de f par rapport à gh. 

Le théorème transformé consiste en ce que les rap-

ports anharmoniques (c'c\bci) et (/j'[ctd) sont égaux. 

Nous obtenons ainsi une propriété générale des co-

niques, d'où nous pouvons déduire des propriétés par-

ticulières en donnant à la droite ij, qui est en définitive 

une droite quelconque, des situations particulières. 

Supposons, par exemple, que la conique soit une hy-

perbole et que la droite i j soit à l ' infini. 

Les droites ci et cj sont alors parallèles aux asym-
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ptotes, c\ et j'[ sont symétriques de cn et j" par rapport 

aux milieux de ab et ad, de sorte qu'on a 

c\ b — ac", c\a — bc", j\ a — dj", j\ d — aj". 

L'égalité 

c b . c'[b f a # j'\ a 

c' a ' c'[ a f d ' j'[ d 
devient ainsi 

c'b bc" j" a aj" 

c a ac" j'd dj" 

ou 
c'b c" b f a j" a 

c'a c" a j'd j" d 

Or, en menant par les points b et d des parallèles aux 

asymptotes, qui rencontrent la tangente aux points /, 

Zr, 72, m, on voit facilement que cette égalité devient 

ck cl ca ca 

ca ca cm en 

d'où 
ca= ck.cl. cm. cn. 

Mais on a aussi 
cl ck cb 

cn cm cd 

Donc c / x cm ^ ck x en — ca-. D'où ce théorème : 

Si d an point extérieur on mène à une hyperbole 
une tangente et une sécante, et qu'on projette sur la 
tangente les deux segments de la sécante suivant des 
droites respectivement parallèles aux deux asymptotes, 
le produit des segments ainsi projetés est constant et 
égal au carré de la tangente. 

On trouvera facilement d'une façon analogue, en 

supposant que la conique soit une parabole et la 

droite ij h l ' infini, le théorème suivant : 

Si d'un point extérieur on mène à une parabole 
une tangente et une sécante et que Von projette sur 
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la tangente, parallèlement ci l'axe, les deux segments 
de la sécante, le produit des segments ainsi projetés 
est constant et égal au carré de la tangente. 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M. M. ( Pa/is). — D a n s son Travail Sur les cordes 
normales de la parabole, qui vient de paraître, p. 2^4> 

M. d'Ocagne trouve par le calcul quelques propriétés 

qu'on peut établir ainsi par la Géométrie. 

Soi t M, M2 une corde normale en M f à une parabole 

de sommet S. Les tangentes en M, , i\l2 se rencontrent 

en T et M2 coupe en m2 l'axe de la parabole. La 

droite T I , parallèle à l 'axe, passe par le point I milieu 

de M| M 2 . 

La tangente au sommet S coupe IV J 4 T en t et la paral-

lèle à l'axe menée de ce point passe par le point i milieu 

de M{ m2 • De là, puisque les triangles iM 1 t, T M j I sont 

semblables, il résulte que tm2 est parallèle à TM 2 . 

L'angle Î Z / J M , est donc égal à l'angle que font entre 

elles les tangentes T M 4 , TL\I 2 ; mais les points S , M 1 ? 
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m2 étant sur une circonférence de cercle, l'angle ///2£lV]{ 

est égal à l'angle Z J J o S M j ; donc, Vangle compris entre 
les tangentes TM,, TM2 est égal à Vangle de SM< et de 
l'axe de la parabole. 

Il résulte d'une propriété due à Ribaueour ( ' ) que la 

perpendiculaire T E à l'axe rencontre M i M2 en un point 

E tel que M, E est égal au rayon de courbure M1 C de la 

parabole en M , . 

Abaissons la perpendiculaire M, P sur l'axe. Ou a 

ËM t ou Ah G _ e Mi _ SP 

M i M2 ~~ M t m 2 ~ P m 2 ' 

ce qui montre que le rapport du rayon de courbure en 
M, à la corde normale correspondant ci ce point est 
égal au rapport de l'abscisse de M, au paramètre de la 
parabole. 

On demande de trouver la corde normale qui détache 
sur la parabole l'arc de longueur minimum. 

Supposons que M i M2 soit celte corde. Pour un dépla-

cement infiniment petit de cette droite, qui reste nor-

male à la parabole, les arcs compris entre M 1 ? M2 et 

leurs positions nouvelles sont égaux ; on a alors 

M< T X Mf C = M 2 T X M2 G ( 2 ) . Ceci montre que le 

centre de courbure C est, par rapport à I, le symétrique 

du point B où la bissectrice de l'angle M2TM< coupe 

M, M2 , ou encore que M 2 B — M1 C = Mi E. Menons tb 
parallèlement à T B ; il résulte de ce que nous venons de 

trouver que m2 b = Mi e. 

La perpendiculaire tg à tm2 passe par le milieu de 

M 2 e ; on doit donc avoir m2b — i M4 g. 

Il résulte de là facilement que ¿ M 1 = M 1 ^ et que 

l'angle m2tM< est égal à 6o°. On peut dire alors : Pour 
( 1 ) Principes et développement de Géométrie cinématique, p. 44^. 

( 2) Loc cit., p. 5i, formule ( I I I ' ) . 
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le pied Mj de la corde qui détache sur la parabole un 
arc de longueur minimum, le rayon de courbure de la 
parabole est les deux tiers de cette corde; ou encore : 

l'abscisse de MT est les deux tiers du paramètre de la 
parabole, et enfin que la droite SMi fait avec l'axe un 
angle de 6o°. 

S O L U T I O N S B E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

Question 1666. 

Par un point fixe du plan d'un cercle donné ( G ) , on 

mène une corde quelconque dont les extrémités sont A et B. 

Le cercle ( S ) de diamètre PA rencontre le cercle G en un 

second point A ' ; le cercle ( S ' ) , de diamètre PB, rencontre 

le cercle ( G ) en un second point B'. Montrer que le point 

de concours des droites A A' et BB' , ainsi que le point de 

concours des tangentes communes aux cercles (S) et (£') 

sont tous deux sur une même droite fixe. 

(E .-N. BARISIEN.) 

SOLUTION A N A L Y T I Q U E . 

P a r M . A . D r o z - F a r n y . 

Choisissons un système or thogona l d'axes avec O comme 

origine et O P comme axe des x et posons O P — d. 

Equat ion du cercle ( G ) 

( I ) x 2-hy 2=r^. 

Equat ion de. P A B 

( I I ) y = m(x — d). 

Le cercle ( S ) aura pour équat ion, en représentant par x\y' 

les coordonnées de A , 

> (x — d)(x - x') -+-y(y—y r) = o, 

ou 
x- -h y 2 — x(d -h x') — y y -f- dx' — o. 
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De même l 'équat ion de S' est : 

xi yi __ x ( d + x") _ y y dx" = o. 

Il en résulte que les équat ions de A V et de BB' sont respec-

t ivement 

x ( d H- x' ) -h y y 1 — dx' — r 2 = o 

v(d-\- x")^-yy" — dor"— /-2 = o. 

On obt iendra le lieu du point d'intersection de ces droites 

en é l iminant entre ces équations les variables x\ yx" et y". 

On peut procéder de la manière suivante : les coordonnées 

de A vérifient l 'équat ion de la droite P A , donc y' — m(x'— d). 

En portant cette valeur dans l 'équation de AA' , elle devient 

x' ( x -f- my — d) -f- dx — ni y d — r' 2 = o ; 

on a de même 

x"(x -Y- my — d) -4- dx — myd — - o ; 

Les deux variables x' et x" vérifiant s imul tanément une re-

lat ion de la forme A a? -4- 13 = o, il faut que A = o et B — o, d'où 

x -h my — d = o et dx — my d — 2 = o. 

En é l iminant entre ces deux équations la seule variable 

on a, pour le l ieu, 

l igne droite perpendiculaire sur O P . 

Cherchons maintenant le lieu du po int de rencontre des tan-

gentes communes aux cercles ( S ) et ( S ' ) . 

Représentons, pour cela, par G' et C" les centres de ( 2 ) et 

et par R le po in t de coupe des tangentes extérieures aux 

deux circonférences. 

Év idemment le point P doit être intér ieur à ( C ) ; comme ce 

point est le centre de simi l i tude interne de (S) et (£ ' ) , on aura 

( C' C" P R ) = — i . 

O r les abscisses respectives de G', G", P et R sont 

x - d x d j 
» > cl, x; 

'I 2 
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on a, par conséquent , 

+ ( « + d ) = a « Y - 4 * -+- , 

d'où 

(i) x ( x ' x " — i d) = x'x"—d 2. 

En comb inan t les équat ions x 2-+-y 2 = r 2 et y — m(x — d), 

on obt ient 

( i -h m 2 ) — a m 2 dx -f- m 2 d: 1 — r 2 = o? 

d'où 

, „ 'im 2d 2 , „ m 2 d 2— r 2  

¿F -+- 3? = , ? XX~ r— • 

Portons ces valeurs dans ( i ) , cette relation devient, comme 

précédemment , 

d2 -r- r2 
x = 7 

SOLUTION GEOMETRIQUE. 

P a r M . A . D r o z - F a r n y . 

Comme angle P A ' A = angle P B ' B = gon les droites A A ' 

et BB' enveloppent une conique ayant P et son symétr ique par 

rappor t au centre de ( C ) comme foyers. Ces deux droites se 

coupent en S. O n a 

S à . S A ' = SB .SB ' = SP 2 . 

Le lieu de S est donc l'axe radical du cercle (C) et du cercle 

po int P , et, par conséquent, une perpendicula ire sur O P à 

une distance O M du centre telle que 

- OM* — / • » = ( O M — d) 2, 

d'où 

2 d 

Représentons comme précédemment par G' et C" les centres 
de ( £ ) £t (S ' ) , ces deux points sont sur une circonférence fixe de 

f 
rayon - ayant son centre en O ' point mil ieu de P O . Gomme 
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C , G", P et R sont quatre points harmoniques , Je lieu de R est 

la polaire de P par rapport à cette circonférence, donc une 

droite perpendiculaire sur O ' P à une distance O ' M telle que 

O ' M . O ' P = 
4 

donc 

et 

O ' M = 
7-2 

OM = 

ici 

si < <L - r l 
2 d 2 

d* 

Question 1669. 

Par le foyer F d'une parabole, on mène une corde A B 

et Von décrit sur AB comme diamètre une circonfé-

rence (S) qui rencontre la parabole en deux autres 

points C et D. On porte sur FG , du côté opposé à C, une 

longueur F D ' = F D , et sur F D , du côté opposé à D , une 

longueur F C ' = FG. Montrer que les points C' et D' sont 

situés sur la circonférence ( 2 ) . (E.-N. BARISIEN.) 
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SOLUTION GEOMETRIQUE. 

P a r u n a n o n y m e . 

La perpendicula ire F E à AB rencontre ( S ) en E qui est sur 

la directrice de la parabole ( P ) . La droite qui va de E au 

centre O de ( S ) étant un d iamètre de ( P ) , cette directrice 

est la tangente ET à ( S ) . 

Déterminons G, D , et, pour cela, cherchons le mil ieu I 

de CD . Les cordes AB , CD étant également inclinées sur l'axe 

de ( P ) , le foyer F est à égales distances des diamètres de (P) 

qui passent par O et I . Il suffit alors de prolonger EF jus-

qu'en G sur ( S ) et de mener de ce po in t une parallèle à E O 

pour avoir le d iamètre qui cont ient I . 

Ce point I est aussi sur la perpendiculaire 01 à CD . Cette 

droite et EG . respectivement perpendiculaires à deux droites 

également inclinées sur E O sont elles-mêmes également incli-

nées sur E O . 

Le point I est alors sur la circonférence qui passe par 0 , E , G 

et qui a pour d iamètre O T . La droite CD passe par T, qui 

est sur la directrice, et, comme elle fait avec E O le même angle 

que T O , sa construct ion est facile. 

On voit déjà que : 

Une corde focale quelconque d'une parabole étant prise 

pour diamètre d'une circonférence de cercle, Vautre sé-

cante, èommune à ces deux courbes, coupe cette corde fo-

cale sur la directrice de la parabole. 
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Prenons les symétriques G', D' de G, D par rappor t à AB , 

ces points sont sur ( S ) . Les diagonales CD' , C ' D du trapèze 

G D C ' D ' se coupent sur la polaire de T par rapport à ( S ) , 

c'est-à-dire qu'elles passent par F et l 'on a bien F D ' = F D , 

F C ' = FG . La question posée est donc résolue. 

Question 1679. 
( 189+, p. 5\) 

On considère les coniques passant par deux points fixes 

et tangentes à une droite donnée en un point donné. Lieu 

du point de concours des tangent es à la conique menées 

par deux points fixes pris sur la droite. 

( A N D R É C A Z A M I A N . ) 

SOLUTION 

P a r M . A . D r o z - F a i i n y . 

Représentons par P et Q les deux points fixes; chaque co-

nique passant par ces points est tangente en D à la droite 

donnée. Soient , en outre, A et B les points fixes de départ des 

tangentes et G leur point d' intersection. 

Effectuons une transformat ion homograph ique de la figure, 

de manière que les points P et Q coïncident avec les ombil ics 

du p lan , et soient a, b, c et d les transformés de A , B, G et D . 

Il s'agira de chercher le lieu des points d'intersection des 

tangentes que l'on peut mener de a et b aux circonférences 

tangentes en un point fixe d à la droite ab. Gomme 

ca — cb — da — db, le lieu est une hyperbole admettant a et 

b comme foyers, ou une l igne droite perpendiculaire en d sur 

ab si ad — db. Revenons à la figure primit ive. 

Le lieu cherché est une conique passant par D et inscrite 

dans le quadr i latère A B P Q . Si A , D . B et le point d'intersec-

tion de A B et P Q sont quatre points harmoniques , le lieu est 

une l igne droite passant par D . 
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QUESTIONS. 

1743. On peut, construire six triangles semblables entre eux 

ayant pour côté commun un segment fixe, et situés d 'un même 

côté de ce segment : les six sommets ainsi obtenus sont sur 

une même circonférence. Toutes les circonférences ainsi ob-

tenues ont même axe radical . ( E . DUPORCQ.) 

1744. Soit to le centre de courbure d 'une courbe ( m ) , cor-

respondant au point m . On considère une droite A qui coupe 

le segment w /n suivant un angle donné et le divise suivant un 

rappor t donné . Construire le point où D touche son enveloppe, 

ainsi que les centres de courbure successifs de cette enveloppe. 

( E . D U P O R C Q . ) 

1745. On pose 

an — (ax 2-h bx -+- c) (2ax 2-h bx -h c) ... (nax 2-h bx c). 

i° Démon t re r que l 'expression 

i -f- O^aj-h CJa2 + . . . -t- C;ja„. 

peut se mettre sous la forme 

( C + I ) H I V ( C + I ) » - 1 - ^ P  2X 2(c~h l) n~ 2-i~. . .-4- P n v n , 

Vp étant un po lynome entier en a , b, x indépendant de c; 

'j u Pour x = o, ( P , est un po lynome entier en a et b. 

Trouver ce po lynome développé par rapport aux puissances 

décroissantes de b. Démont re r que si a est positif , ce polynome 

considéré comme fonct ion de b a toutes ses racines réelles; si 

a est négatif , il a au plus une racine réelle. ( R . GILBERT.) 

1746. Le vo lume d'un tétraèdre est égal aux deux tiers du 

produ i t des sections faites par deux plans médians menés par 

deux arêtes opposées de ce tétraèdre, mu l t ip l i é par le sinus de 

l 'angle de ces deux plans et divisé par la médiane du tétraèdre 

suivant laquelle ils se coupent . (Nous appelons plan médian 

d'un tétraèdre un plan mené par une arête de ce tétraèdre et 

le mi l iau de l 'arête opposée.) (GENTV.) 
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[ B l O b ] 

R É D U C T I O N SIMULTANÉE DE DEUX FORMES QUADRATIQUES 
DE TROIS VARIABLES A DES FORMES CANONIQUES. A P -
PLICATION A L'ÉTUDE D'UN SYSTÈME DE DEUX CONIQUES; 

P A R M . I I . V O G T , à Nancy . 

1 . Le problème de la réduction simultanée de deux 

formes quadratiques d'un nombre quelconque de va-

riables à des formes canoniques, en particulier à des 

sommes de carrés de formes linéaires indépendantes, a 

fait l 'objet de nombreuses recherches et a été résolu 

d'une manière complète par M. Darboux dans son re-

marquable Mémoire Sur la théorie algébrique des 
formes quadratiques (Journal de Liouville, 1874)* Les 
méthodes qu'il emploie, par cela même qu'elles s 'ap-

pliquent à tous les cas, exigent d'assez longs développe-

ments; mais si l 'on se limite, comme je le fais dans cet 

article, au cas de deux formes quadratiques de trois va-

riables, il est possible d'arriver rapidement, par l 'appli-

cation d 'un seul des principes de ces méthodes, à la ré-

duction de ces formes, non seulement à des sommes de 

carrés lorsqu'elle est possible, mais encore aux formes 

canoniques habituelles. La considération de la forme 

adjointe d'une forme quadratique particulière suffit, 

comme je le montrerai, pour donner les formes réduites ; 

le procédé que j 'emploie n'a pas le degré de généralité 

que possèdent les belles méthodes de M. Darboux, mais 

il est suffisant pour faire, d'une manière complète, 

l 'étude du système de deux coniques. 
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] f (x, y, z) — ax 2 -H a'y 2 -4- a" z 2 -+-1 byz ib f zx -h ,ib' fxy, 

\ y(x,y, z) = at57 2-h a\y 2-\- a'[ z 2-h ibxyz -+- %b\ zx -h ib'[ xy 

deux formes quadratiques de trois variables; nous nous 

proposons d'abord de rechercher s'il est possible de les 

réduire simultanément à la somme des carrés de trois 

formes linéaires indépendantes au plus, affectés de 

coefficients particuliers; le problème revient à chercher 

trois formes linéaires 

/ X — OLX -+- $Y -4-*(zy 

(*) j y— H - -+- i z , 

dont le déterminant des coefficients, que nous appelle-

rons 3, n'est pas nul, et telles que les f o r m e s / e t cp soient 

identiques aux formes 

( 3 ) + k y ' 2 h-
[ o' — jn^x'^-^ mzz' 2, 

lorsque Ton remplace x ' , y \ z par les expressions (2), 

/4, /2, mK, ni2, m z désignant des coefficients particu-

liers inconnus. 

Si le problème est possible, il admet une infinité de 

solutions, car 011 peut multiplier x', y z ' par des fac-

teurs quelconques et choisir arbitrairement trois des 

coefficients non nuis entrant dans f 1 et <p', par exemple 

/2, /3 ; si Ton suppose données ces trois dernières 

quantités, le problème admet alors, en général, un 

nombre limité de solutions, car l'identification des 

formes / ' e t o' a v e c / e t cp fournit douze équations entre 

douze inconnues, savoir les neuf coefficients des formes 

2) et les trois coefficients m 0 ;w2, m3 . 

Nous 11e faisons, pour le moment, aucune hypothèse 

sur la nature des coefficients des formes / et cp ; ils 
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peuvent être réels ou imaginaires. Considérons la forme 

JJL/ H- Xcp = ( JJL a -F- X a , ).R2 H- ( JJL« ' -f- X VK2 -H . . . ; 

son discriminant 

MX, hO 

JJL a - H X a ! 

» xb"+\b'[ 

a b' -f- \b\ 

JJL ¿ / ' -

JJL a' -

JJL b -

• X a\ 

• lb. 

JJL b' • 

JJL b -

a a!' -

-\b\ 

-X6, 

- X a". 

est une forme homogène du troisième ordre; elle n'est 

nulle identiquement que dans des cas particuliers dont 

nous réservons l 'examen pour plus tard; nous dési-

gnons par A , A ' , . . . ses mineurs relatifs à JJL 

o. o! —j— \ a K, . . . et par A/, Aj•, . . . les valeurs de ces mi-

neurs lorsqu'on remplace A et JJL par A, et E n em-

ployant deux variables X et u, nous avons l'avantage de 

n'établir aucune distinction entre les racines finies et 

À1 X «> X « 
infinies de l 'équation en A habituelle. Soient — 

1 HÏ 1*3 
les r acines de l 'équation 

-1— A ( X, a ) — o ; 
JJL 

nous poserons 

A(X, J I . ) = Au(XJJ-J — iaX1)(Xiu2— ^ 2 ) ( À ^ S — |J.X3); 

nous pouvons remarquer immédiatement qu'une racine 

simple ne peut annuler les mineurs du discriminant, car 

elle annulerait la dérivée ^AiAiiîi dont la valeur est 
àA 

a{ A H- a\ A' a\ A" -f- ?,b{ B -f- 1 b\ B'-h c>. b\ B" ; 

de la même manière, une racine double ne peut annuler 
tous les éléments, car elle annulerait la dérivée seconde 
d*A(X, Ji.) 

dX2 

3. Supposons que la réduction de / et <p aux formes 

f ' et cp' soit possible; les deux formes quadratiques 
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u/ -H A e t ¡¿/'-f- A<pr sont transformées l'une de l'autre 

par la substitution ( 2 ) ; d'après un théorème connu, le 

discriminant de la première est égal à celui de la seconde 

multiplié par le carré du déterminant 0; on a donc 

l'équation 

( 4 ) A ( X , F I ) = ( X M J H - [ X ^ ) ( X / Z I J - F - [ J L /
2
) ( X / N 3 H - [ W 3 ) O 2 . 

Si les coefficients de chacun des carrés zf2 ne 

sont pas nuls simultanément dans f et cp', le second 

membre de l'égalité précédente n'est pas identiquement 

nul, et il en est de même de A(X, JJL) 5 mais si / 7 et or ne 

renferment les carrés que de deux formes au plus, 

¡i.y'+Xcp est toujours réductible à un ou deux carrés, et 

A(X, est identiquement nul , cas que nous excluons 

pour le moment. 

L'équation (4) montre que — > — > ~ sont 1 K 1 1 nii m2 m3 

égaux aux trois racines — > — • Si deux d'entre elles 
{̂ 2 (¿3 

sont égales, par exemple si est une racine double 

égale à — et à — > la forme a. f-f- X4 o est réduc-
b m{ m2 1 J 4 

tible un seul carré et est égale à (¡jLt /3-j-X, z?z3 ) z/2 ; 

par suite, les mineurs du discriminant A(X,, fjt.4) sont 
tous nuls; de la même manière, si les trois racines sont 

égales et si est la racine triple, la forme u., f-h A, » 

est identiquement nulle, et tous les éléments du discri-

minant A(A,, ¡JL,) sont nuls. Nous déduisons de là que 

Tune des conditions suivantes est nécessaire pour q n e f 

et o soient réductibles simultanément à trois carrés : 

10 Le discriminant égalé à zéro a ses racines distinctes ; 

20 II a une racine simple et une racine double annu-

lant lys mineurs ; 

3° Il a une racine triple annulant tous les éléments. 
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Elles expriment que les diviseurs élémentaires du dis-

criminant sont tous du premier degré, d'après la termi-

nologie de Weierstrass exposée par M . Sauvage dans les 

Nouvelles Annales (1895). 

Nous verrons que ces conditions sont aussi suffisantes 

et nous formerons effectivement les formes linéaires x ' , 

j ' , zr ; dans le cas où les conditions précédentes ne sont 

pas remplies, nous obtiendrons des formes réduites 

simples pour f e t c p . 

4. La méthode que nous emploierons avec M. Dar-

boux repose sur les propriétés de la forme adjointe d'une 

forme quadratique. O11 appelle/brmi? adjointe de 

f ( x , y , z ) — a x2 -h a'y 2 - h a" z 1 -+- 2 byz -h ib' zx - h 2 b" xy 

la deuxième forme 

dont le développement est 

— ( A X* H- A' Y^ -h A"Z« -f- 2 B YZ -f- 2 B' ZX -+- 2 B"XY ), 

en désignant par A , A', . . . les mineurs du discriminant 

A de /"; elle possède les propriétés suivantes : 

i° Si l'on remplace X , Y , Z par les demi-dérivées de 

la forme primitive par rapport à x , y, z, 011 obtient 

comme résultat 

F(X, Y, Z) = 

a b" b' X 

b" a' b Y 

b' b a" Z 

X Y Z G 

(5) F ( i / i , i / ; , { / : ) = - Af(x,y,z) ; 

supposons, en effet, que dans la fonction 

fxi 2 f'y> 2 fz) 

b" 

b' 

a b" 

a' 

b a 

b r ax -f- b"y h- b' z 

b * b" x -\-a'y bz 

b'x-t- by-ha"z 

ax -h b"y H- b' z b"x -+- ci y -b bz b'x -h by -f- ci' z o 
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on retranche des éléments de la dernière colonne ceux 

des précédentes, multipliés respectivement par x , y , z , 

et qu'on opère de même sur les lignes, 011 obtient comme 

résultat 

b" a 

b" a' 

b' b 

o o 

b' 

b 

a" 
A f ( x , y , z ) ; 

2° Si le discriminant A est nul sans que tous ses mi-

neurs le soient, la forme adjointe est le carré d'une 

forme linéaire; remarquons d'abord que A , A k " ne 

sont pas tous les trois nuls, car sinon les égalités 

A ' A " — B 2 — a A, 

A " A — B'2 = « ' A , 

A A ' — B " 2 = a" \ 

entraîneraient 13 = 13'= o, et tous les mineurs 

seraient nuls, contrairement à l 'hypothèse; si A , par 

exemple, n'est pas nul, on peut mettre en évidence le 

carré de A X + B" Y -h B'Z et poser 

(C>) 

F ( X . Y, Z ) — — ~ ( A X -h B" Y -H B ' Z ) 2 

A 

— ~ ( a " Y2-t- a ' Z 2 — ib YZ ) 

si donc A = o, F se réduit à un seul carré. 

3° Si A est nul ainsi que ses mineurs, la forme ad-

jointe est identiquement nulle. 

5. Appliquons ces considérations à la forme quadra-

tique ¡¿/H- À3 dont nous désignerons la forme adjointe 

par F ( X , Y , Z , X, ¡jl); elle est égale à 

¡Jirt + Àa i \xb"kb'[ \ib'-h\b\ X 

\xb"^r Xb'[ [jia'-{- Xa\ \xb -f- lbl Y 

¡JL b ' -I- X b \ [I b -H A b { ¡JL A" -F- X A '[ Z 

X Y Z o 
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d'après la première propriété exprimée par l'équation 

(5) , la fonction 

1 

se réduit à p . / ' - f - l o r s q u e l'on remplace X , Y , Z par 

Nous sommes amenés à transformer la fraction ra-

tionnelle qui entre au second membre, et à y remplacer 

ensuite les variables X , Y , Z par les demi-dérivées 

précédentes, pour obtenir une expression simple de 

{ji/-t- ; nous décomposerons cette fraction rationnelle 

en éléments simples, et nous considérerons successive-

ment les différents cas suivants : 

Premier cas. — Les racines du discriminant sont 

distinctes; supposons que Ton ait 

A(X , ku) = A 0 ( ) s a 1 — f iX j ) (À[J.2— ¡aX2) (A;a3 — ¡A : i ) : 

alors la fonction <ï>, décomposée en éléments simples, se 

met sous la forme 

( h / Y Y 7 . , — F ( X , Y , Z , X i , , — F ( X , Y , Z , X2 , ¡x2) 
<1>( X , 1 , Z , A. ¡JL) = .—. 

' ' ' A 1 (X j J i 1— [JLAI) A2(X|JL2— FXÂ2) 

— F ( X , Y , Z , X3 , jx3) 

A 3 ( X u 3 — [J-Xai 

où l'on pose 

Aj = A l )(X1 tx2— ¡J-iAo) ( Aj (UiX3 ), 

A2 = A 0 ( X 2 ^ , — ^ 2 X 1 ) ( X 2 ^ 3 — ^ 2 X 3 ) 7 

A3 = A 0 ( X 3 ^ 1 — |j.3Xt) (X3[j.2 — |-t3X2); 

chacun des numérateurs est la forme adjointe d'une 

forme quadratique de discriminant nul et est, dès lors, 

le carré d'une forme linéaire de X , Y , Z et aussi de x , jr, 

z lorsqu'on remplace les premières variables par les 

demi-dérivées de ¡¿/-f-)^. Considérons l 'un d'eux, par 
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exemple le premier, après cette substitution; on a 

F [ ï ( f * / i + M ) , x1? JJLJ 

[jija-hX!«! iLib"-h Xjôj ^¿/-j-X^i iO/i-f-Xc^) 

fXi^-f- Xj&'i f l ia ' -hXia j Jjttô -4- Xjôi U ^ / r + ^ ' y ) 

fjtj&'-H X ^ i [Xj^-hX^j (Xj Xj a'[ {(¡^/¡-h^fz) 

s ( K l V i + t y z ) o 

si n'est pas nul, on peut retrancher des éléments de la 

dernière colonne ceux des précédentes, multipliés res-

pectivement par ~~ ^ -j^-yi j j j z et opérer de même sur 

les l ignes; en posant alors 

M V K I 

le déterminant précédent devient 

(X! a 4- A! [X! 0"-+- Xj b\ [X! b'-i- Il b\ (XfX! — |xXi )-?£-
2 ¡Xi 

[ X i - f - Xi b'i ¡Xia'-hlia'i ¡ x ^ - h l ^ i (X[X! — [xXt ) 

2 |X| 

O -[X! //-H Xj fx^ + Xj^! |x1a"-F-X1aj (X»xj — jxX!) 2 {Xj 

a ^ - f x x o ^ f - ( X ^ - f x X , ) - ^ - ( X j x , - i x x o - ^ - ys*>y*) 

ou bien, en supposant par exemple o et appliquant 

la formule (6) , 

_ ( X ^ - ' k X , ) » / ^ _ B , J i v 
A L \ 2[Xj 2 {Xj 1

 '2 [Xi/ 

-h A(Xj, fx,) 

i désignant une certaine fonction de x, y, -z, dont le 

coefficient est nul dans le cas actuel. 

Si X, n'est pas nul , un calcul analogue donne pour 
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valeur du déterminant 

A y 

At \ i ki 1 aXt 1 2 Aj / 

dans tous les cas, quelles que soient les valeurs de 

et [J-J, on peut écrire 

( = — E i ( X f X i — p X j + A ( X , . jJLi) 

s, étant égal à db i et x! désignant l 'une des formes 

linéaires 

'liXiv/ciAi aXiv/siAj 

nous introduisons le coefficient s, alin que x ' ait ses 

coefficients réels lorsque les coefficients de y et cp ainsi 

que )M et [/., sont réels. 

E n répétant le môme raisonnement pour les autres 

numérateurs des fractions simples et désignant par y 

et z' des formes linéaires analogues à x\ on arrive à 

l 'équation 

x'2 

( J . / + X cp = S 1 ( X f X I — f x X i ) — 
Aj 

y''2 Z'i 

-+• s2(XfX2— H-X2)~r H- £3(^ .̂3— [xX3) 

E n séparant les coefficients de X et de a , on obtient 

la réduction simultanée 

i / -
Z I \

X
X '

2

 S
2
X

2
 Y '

2

 E
3
X

3
^ '

2 

^ A 2 A 3 

v T A i A 2 A3 

Les formes linéaires x ' , JKS sont bien indépen-

dantes, car sinon le discriminant de |x/-f-Xcp serait 
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identiquement nul, contrairement à l 'hypothèse; en les 

multipliant par des facteurs convenables, on peut les 

remplacer par des formes H, 7), Ç telles que Ton ait 

( / = W - X.Ç», 

Je vais montrer que la décomposition ainsi obtenue 

est unique, c'est-à-dire que des formes linéaires satis-

faisant aux équations (3) ni; peuvent différer des précé-

dentes que par des facteurs constants; nous avons vu, 

en effet, que — — , — sont identiques à — , 7 1 m i ni2 m 3 1 (J-i 

--> — : on peut dès lors ramener toute réduction simul-1 

tanée de /'et à la forme 

j cp = JJL^^-H |JL2r/2-f-

l'identification des formes (8') et ( y ) donne les équa-

tions 

X ^ - S ' î j - h X s ( r j «-V») + X 3 ( C ï - S ' i ) = o, 

fil ( 5» - ) H* ( r,« - 'V2 ) + ( ? - Ç'* ) = o, 
d'où 

Y)2— r/2 Ç2— Ç'2 

X2 fJt3 U2 X3 X, {Jt-1 Us X ! X 2 JJL-2 JJL j Xo ' 

si les numérateurs ne sont pas nuls, ils sont déconipo-

sables en un produit de deux facteurs linéaires; en dé-

signant par le produit P Q de deux formes linéaires la 

valeur commune des rapports, ç -f- et ç — et, par 

suite, ^ et Ç' s'expriment linéairement au moyeu de P 

et Q , et il en est de même de RN Y/, Ç, par suite, les 

formes Ç, T4, Ç ne sont pas indépendantes, ce qui est im-

possible; il faut donc que les numérateurs soient nuls, 

ce qui entraine les équations 

ri =: 
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6. Deuxième cas. — Le discriminant a une racine 

simple et une racine double n'annulant pas les mineurs; 

supposons que l 'on ait 

A(X, p) = AoiXfXj— fxXt)2(Xfx3— fxX3). 

Nous pouvons toujours mettre F ( X , Y , Z , A, ¡JL) sous 

la forme 

j I l i X f i , - ^ , ) « 

( -h K(XjXi— [iXOiXjjLa— }JLX3) 4- L(Xjjl!— JXA,)*; 

les coefficients II, K , L sont respectivement égaux à 
F ( X t Y , Z ? X „ t n ^ 

(Xi[x3— |XjX3)2 

[\ c) F ( X, Y. Z, X,, [JL, ) à F ( X, Y, Z, X t, ¡x , ) 1 
0 0 - ~ R — — 1 

( X i ¡x3 — K1X3)'2 

r ( X , Y , Z , X „ fjL,)m 

(Xi IX, X3)* ' 

nous en concluons que la fonction 4>(X, Y", Z, A, u) est 

decomposable en éléments simples de la façon suivante : 

_ F ( X , Y , Z, X, ¡x) = — F(X,Y,Z,X 1 , |JL 1)(X|JL3-IJLX 3) 

A ( X , \x) ~ \\ (X[J-i ¡j.Xi ) 2  

¿F 
^ ^ + ^ ^ + — F(X. Y, Z, X;{, ¡x:{ ) ^ 

A1(XfJ-1— (xXi) AI ( X [J.3 [i.X3 ) 

en posant 
Ai = A0(Xi ¡x3— (x1X3)2. 

Nousavons maintenantàremplacerX,Y% Zparles demi-

déri vées de ¡x/H- A:p ; nous savons que F ( X , Y , Z , , p.,) 

et F ( X , Y , Z, X3? (JL3) deviennent respectivement 

— £i(X|Xi— [JLXj)2^'2, — î3 ( XjJ-3 

x' et z} étant deux formes linéaires particulières; pour 



( 452 ) 

déterminer les valeurs de et - î̂- après la même sub-
Ôki o^i

 1 

stitution, on peut prendre simplement les dérivées du 

second membre de la formule ( j>) par rapport à et ¡JL̂  
à A ( X I , UL,) i )A ( X I . ULi) 1 , , I L I 

comme — ^ et — n sont nuls d après les hy-
pothèses faites, on aura simplement 

12) < 

i âF ¿F 

d'où, finalement, 011 obtient la décomposition de 

X'2 

-+-Xcp = —Sl(X(i.3— {xX3) — 
Al 

- , s, ( À,a, - ^ ) g ( x , ~ + ^3 g - ) + S3 ( - ) 

et la réduction simultanée suivante de f et de o7 où 

nous avons posé pour simplifier 

' _ i àœ' àx' 

, „ A, + AT AI ' ( 13 ) < 

A1 A! AI 

Les formes x\ z ! sont linéairement indépen-

dantes, car sinon le déterminant de ikf -+- Xç serait 

identiquement nul5 en les multipliant par des facteurs 

convenables, on peut les remplacer par des formes Y\, 

Ç, telles que l 'on ait 

( l 3 ) % 1 ? = M ^ + ^ + a p i h -

O n peut montrer, comme dans le premier cas, que si 
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des formes r/, Ç' sont telles que Ton ait identique-
ment 

il est nécessaire que l'on ait Ç, r/ = rfc rt, = 

7. Troisième cas. — Le discriminant a une racine 

triple n'annulant pas les mineurs; supposons que Ton 

ait 
A(X, p.) = AoCVi-f iA,) 3 ; 

nous pouvons décomposer la fonction <ï> en une 

somme d'éléments simples par un calcul analogue à 

celui du cas précédent, en introduisant même des para-

mètres arbitraires. Désignons parX3 et u3 deux nombres 

quelconques tels que X, u3 — Uj A3 ne soit pas nul ; nous 

pouvons toujours mettre F ( X , Y, Z, A, a) sous la forme 

(10), les coefficients H, K , L ayant les valeurs ( n ) ; en 

divisant alors les fonctions par A (A, ¡JL), nous aurons 

- F ( X, Y, Z, X, ¡i. ) = — F(X.Y,Z,)M , {x\,Y 
ji.) a^XJH— ¡xi.y 

+ A i f A ^ i - (J î)2  

F(X, Y, Z, X;i, ¡JL, ) 
— (¿xt) 

où Ai a la même signification que précédemment. Le 

numérateur de la dernière fraction est une forme qua-

dratique de X3 et ; nous pouvons le remplacer par 

PY Y Y 7 y Ï I r ()2F(X,Y, z, Xt, [i-j) 
— F(\,\.Z, X3, [A-]) = — ~ Aâ ^ 

H- 2 X3 U3 h ¡J.% —r , 

car les dérivées secondes de F ( X , Y , Z, A,, p.!) sont des 

constantes. 
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Nous avons maintenant à remplacer X , Y , Z par les 

demi-dérivées de ¡x f -f- Acp ; nous nous servirons encore 

de la formule ( 7 ) pour calculer la fonction F ainsi que 

ses dérivées, après cette substitution; comme A ( A m JJIJ ) 

est nul ainsi que ses dérivées premières et secondes, 

> ôF dF , i>' • / \ 1» 
ô î — ^ sera donne par 1 équation (12), et i o n 

aura pour valeur du dernier coefficient 

1 , . d* d*F ^F 
¡J-X 0[L\ ' ' ' 3 ¿Utf 

-H 4 £1(^1^1— ¡^3)3-' -+" [¿3 ^ j 

H- ^ M ) ' - {lî ^ + + rt djTf)' 

E n po s an t 

ôx' ôx' 
- 7 - -H- H-Ii - — ? 
()hx 0 [JLi 

ô2x' . C^1' X* 
( A?> "ÏÏÏT + ¡¿3; 

2 V 3 à l \ ^ ' ^ ¿ X ^ ^ ^ u ? 

on aura, toutes réductions faites, 

l±f •+• Xc = (X^— \x\z)x'y' 

-+- 1— [xX,)(/2-f- aa/s'), 

d'où la réduction simultanée suivante 

( l i ) i 

On j)eut donner à A3 et des valeurs arbitraires, et 

supposer que l'une de ces quantités est nulle; les 
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formes x\ y', z' sont linéairement indépendantes, et, 

en les multipliant par des facteurs convenables, on peut 

les remplacer par des fonctions Ç telles que l 'on 

ait 

/ cp = '¿¡Lifo -+-

comme précédemment, il n'existe, au signe près, qu 'un 

seul système de fonctions donnant pour / 'et y la décom-

position précédente, où X,, u^, X3, tjt3 sont fixés à 

l 'avance. 

8. Quatrième cas. — Le discriminant a une racine 

simple et une racine double annulant les mineurs. 

La forme adjointe de JA/'-}-A<p devenant identique-

ment nulle pour la racine double, nous opérerons de la 

façon suivante : soit — la racine double; la forme qua-
fx, 1 

dratique JĴ  f s est réductible à un seul carré; les 

trois quantités ^ a -f- A, aK, fji, a/ + A, a\, u, a" - b X, d\ 

ne sont pas nulles simultanément, car sinon tous les 

éléments du discriminant A(A<, [Ĵ  ) seraient nuls, ce 

qui est impossible. Si l 'on suppose, par exemple, 

a , a -f- At ax diiïérent de zéro, on a 

en désignant par z la forme linéaire 

( ut! a -f- X, a{ )x ( |jlj b" -f- b'[ )y -+- ( jjl, b' -h lxb\)z 
Z = y : y 

V/S3(p.ia -f X i « ! ) 

et par e3 l 'un des nombres -j- i ou — i , choisi de façon 

que la quantité sous le radical soit positive lorsqu'elle 

est réelle. 

En désignant par ~ la racine simple, la forme 



( 456 ) 

( A a y + ^ a ' f a son discriminant nul sans que les mi-

neurs le soient, et se réduit à une somme de deux carrés 

d 'une infinité de manières-, nous écrirons 

x ' et y f désignant deux formes linéaires que l 'on sait 

former par le procédé connu de réduction d'une forme 

à la somme de plusieurs carrés, et qu' i l est inutile 

d 'écrire; et s2 désignent encore zb 1. 

O n tire des deux égalités précédentes les valeurs de f 

et ? 

lf , zO^x'1 zit-iy'* ssXjc'2 

( .5 , = 

Ai Ai Ai 

où l 'on a posé A, = )H ¡jl3 — p.| À3 ; on obtient ainsi une 

décomposition simultanée des formes données en une 

somme de trois carrés, analogue à la réduction fournie 

par les formules ( 8 ) ; les formes x',y', z! sont indépen-

dantes et, en les multipliant par des facteurs conve-

nables, 011 peut les remplacer par des formes r n Ç 

telles que l 'on ait 

Cette réduction est possible d'une infinité de ma-

nières; on peut la remplacer p a r l a suivante 

) • ) t/ / f <? = (¿in -n -+- H3Ç2, 

qui , au changement de signe près de ç', 7/, est pos-

sible d'une seule manière. 

9. Cinquième cas. — Le discriminant a une racine 

triple annulant les mineurs et n 'annulant pas les élé-
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ments. Soit ~ cette racine triple, la forme \k\f 

est, comme dans le cas précédent, réductible à uti seul 

carré, et nous pouvons écrire 

X j O == £3 s ' 2 , 

z* étant une forme linéaire analogue à celle que nous 

avons ainsi désignée précédemment; nous écrirons 

Cherchons à calculer la forme quadratique ¡j l zf -f- 1 3 cp, 

où et p.3 sont deux nombres quelconques tels que 

¡ A 3 — n e soit pas nul, et à la réduire à une 

forme simple; en supposant, pour fixer les idées, que y 

soit différent de zéro, x et y constituent avec zf un 

système de formes linéaires indépendantes, et l 'on 

peut, dans [ ¿ 3 / + ^ 3 r e m p l a c e r z par ^ (zf— a j — Pjk)-

Soit 

<?2 ( x , y , z ' ) 

— a2x
2-\- a'2 y 2 -H a f!2z

, 2-\- ib2yz' -+- -ib^z'x ib'2xy, 

le résultat de cette substitution; considérons la forme 

quadratique 

fA'e33'2-i-X'o2(a??7, z') 

et son discriminant 
X' a2 A' b-'!2 b'2 

V b"2 l'a'2 k'b2 

V b'2 Vb2 fx's3-i-AY4 

comme la forme considérée est identique à la forme 

¡JIf - f - ACP, o ù l ' o n a 

H- = ^ X \ U
3
. 

X = [X'XT X ' X
3
, 

l'équation A'(À', F//) = o aura, comme A(X, U) == o, 

Ann. de Mathémat., 3e série, t . XV. (Octobre 1 8 9 6 . ) 3 o 
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une racine triple, et cette racine est déterminée par 

l 'équation 
-4- X ' X

3
 _ X , 

qui donne A ' = O . Pour que le discriminant A ' (V, [//) 

soit divisible par X/;l, il faut et il suffit que l 'on ait 

a*a't — b 2 2 — o, 

c'est-à-dire que la forme quadratique 

ci 2 x'1 -f- a '2 y2 -f- '263 ¿rj' 

soit carré parfait; nous pourrons la représenter par 

— zKxhl,x] désignant une forme linéaire part icul ière; 

en écrivant de plus 

a z' -f- -1 b2 y -t- •>. b'± t — — r 

nous aurons 

/ -t- cp — — ÎJ — D. y z . 

Cette identité, jointe à celle qui donne ¡¿ i/-+-Arf? 

fournit les expressions suivantes de f et de <p, où l'on a 

posé, comme précédemment, 

AL - À! ¡¿1X3, 

y'z' 33X3 S ' 2 

AI AI A , 

£3 

AI ^ A , AL 

Les formes x\ y ' , z' sont linéairement indépendantes, 

et, en les multipliant par des facteurs constants, 011 

peut écrire 

( CP = FJC I -4- V> U^  riZ -4- ; 

les nombres A;, et ¡JL3 sont arbitraires, et l 'un d'eux peut 

être choisi égal à zéro; la décomposition est possible 
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d 'une infinité de manières, mais Ç est déterminé cepen-

dant à un facteur constant près. 

10, Sixième cas. — Le discriminant a une racine 

triple annulant tous les éléments. Si — est cette racine, 

la forme ^ y ' - f - A, cp est identiquement nul le ; choisis-

sons deux nombres quelconques X3 et ¡JL3 tels que 

A, = A f u 3 —[Ji|X 3 ne soit pas nul et que la forme 

p z j ' - t - V f n e soit pas identiquement nul le ; nous pou-

vons décomposer cette forme en une somme de trois 

carrés par les méthodes connues, et poser 

^3/-+- X
3
Ç> = — Z I X ' * — T

2
Y ' '

2

— 

avec 

iJ-1 h- Xi<? = o; 

nous aurons la réduction simultanée 

M V*1'2 Xi y2 - A r'i e-.l Aj Z ~ 

AI "A, AL 

Zj ¡J1x
r- 2  

AI AI AI 

Les formes z' sont indépendantes, et nous ob-

tenons bien une réduction simultanée de f et cp en une 

somme de trois carrés; 011 peut la remplacer par la sui-

vante : 

, . = X, '/¡
2

 — ÀÎ 
( ' 7 ) ) 

f cp = ¡¿iç-H- rr-T- H-iÇ-, 

et elle est possible d'une infinité de manières. 

1 1 . Considérons maintenant le cas, que nous avons 

réservé, où le discriminant A (A, ¡JL) est identiquement 

n u l ; si ses mineurs le sont également sans que les 

formes données se réduisent identiquement à zéro , 

chacune d'elles se réduit à un seul carré. Dans le cas 
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contraire, considérons deux nombres quelconques , 

JJL< n'annulant pas tous les mineurs de A ( A , U ) ; la forme 

ULif-^r A| 9 est réductible à la somme de deux carrés, et 

nous l'écrirons sous la forme du produit de deux formes 

linéaires, en posant 

Xi? = iy'z'\ 

y\ z' et l 'une des variables x, y, z, soit x , pour fixer 

les idées, constituent des formes linéaires indépen-

dantes au moyen desquelles nous pouvons évaluer toute 

forme quadratique telle que pu/-j-Xoîp, As et u2 étant 

choisis de façon que X< jx2— ¡¿«^2 ne soit pas nul ; soit 

= a.2x
2-h a.2 y'2 -h a'2z' 2-{- ib2y' z' -f- \ib'%z' x -4- ib"2xy', 

ce que devient cette dernière forme après la substitution 

que nous indiquons; le discriminant de 

^'ly'z'^-Vo, (x,yr,z') 
qui est 

\'b't 

p.'-h V b2 

A ' A L 

doit être identiquement nul, comme A ( X , [ J L ) ; on doit 

donc avoir 

a2 = o, b[2 b"., — o, a'2 b'.f -+- a\ b2
2 — o, 

d'où les trois hypothèses suivantes : 

a2 = b[y = a'!> = o -, alors on a 

1^2/-+- — y ( a'%y ib^z* ibix), 

et cette forme est décomposable en un produit de deux 

facteurs dont l 'un est y' \ 

20 a2 = bl — d2 — o } 011 a de même 

* IJ-2/-+- = z\a\z'-h 2 6 a y - h ib\x), 

de sorte que cette forme renferme z' comme facteur; 

A ' « 2 \'b\ 

Vbl A ' a'.y 

Vb'2 |J.' -+- X ' ¿>2 
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3° b[2 = b"%2 = o ; dans ce cas, ¡ J U / H - S ré-

duit à 
X2<p = a\y'*+-a\zt*->ribty'z\ 

et 11e renferme plus que les variables y1 et z*\ en résu-

mé, les formes f et ¡x2f H- A2 'f 5 par suite/'et cp 

ou bien sont décomposables en un produit de deux fac-

teurs avec un facteur commun, ou bien se réduisent à 

des formes quadratiques de deux variables seulement; 

dans ce dernier cas, leur réduction simultanée à des 

formes canoniques est un problème analogue à celui que 

nous avons traité, mais avec deux variables au lieu de 

trois. 

12. E11 laissant de côté le cas exceptionnel que nous 

venons de mentionner, nous voyons que la réduction 

simultanée des formes f et <p est donnée, dans chacun 

des cas étudiés, par les formules suivantes : 

(») <? = P i S ' H - M « - * . ^ 2 , 
(Il) — aXtgTî — X3(£2-»- Ç2), Ç> = 2fX1ÎYH-fX3(S2H-C2), 

H i ! ) / - - Xt (r^-H'2^) 2 X3 ¿7,, s - ^ + 2 ) -4- 2 [X3 ̂ , 

n V) / = - XI ( ? + V2) - X, Ç», 0 = yn (** -f- r,*) -h fx3 ç», 

(V) / = ç = ^ ( ^ ^ r ^ ) ^ ; ^ , 

Cette réduction est générale et s'applique, quelle que 

soit la nature des coefficients des formes données ; lors-

qu'ils sont réels, le discriminant est une forme à coeffi-

cients réels, et a une racine réelle et deux racines ima-

ginaires conjuguées, ou bien trois racines réelles, ce 

dernier cas se présentant toujours dès que deux ou trois 

racines sont égales. 

Si les trois racines sont réelles, distinctes ou non, 

nous pouvons toujours choisir pour A2? ¡¿2? 

¡¿3 des nombres réels et diriger les calculs de manière 
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que les formes linéaires xr, y', z' aient leurs coefficients 

réels; la décomposition est alors donnée par les formules 

(8), ( i3) , 04)? O ^ ) , (16), (17), et tous les coefficients 

qui y entrent sont réels. 

Si le discriminant a des racines distinctes, dont une 

réelle et deux imaginaires conjuguées, et si —- est la ra-

cine réelle, 0 1 1 peut supposer que les nombres A , et ¡ji* 

sont réels et, dans la formule (8), prendre pour xf une 

forme linéaire à coefficients réels; les coefficients de x 2 

seront également réels; on peut ensuite choisir A3 et ¡JL* 

respectivement conjugués de A2 e t ¡¿2? prendre s2 et s3 

égaux à l'unité et diriger le calcul de façon que y' et z' 

aient des coefficients imaginaires conjugués. De cette 

manière, / et cp se réduisent au carré d'une forme réelle, 

affecté d'un coefficient réel, et aux carrés de deux formes 

imaginaires conjuguées, affectés de coefficients égale-

ment conjugués. 11 est impossible que les imaginaires 

disparaissent, au cours du calcul, dans les coefficients 

de yf et de z\ car ces formes conjuguées deviendraient 

identiques, et les fonctions f et cp se réduiraient à deux 

carrés; il est également impossible de remplacer 

X 2 r ' 2 X 3 5 ' 2 [ J t 2 / 2 Ut 3 z ' 2 

~ Â 2 à 3 1 A 7 ~ ~ A 7 ~ 

par la somme des carrés de deux formes réelles, affectés 

de coefficients réels, car les racines du discriminant se-

raient toutes trois réelles, contrairement à l'hypothèse. 

13. Le cas le plus important que nous mentionnerons 

est le suivant : les formes / et cp ont leurs coefficients 

réels*, et il existe une forme du faisceau p f - h Vf réduc-

tible à la somme des carrés de trois formes linéaires 

réelles, affectés de coefficients non nuls, réels et de même 
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signe. Supposons, pour fixer les idées, que la forme 

où Â0 et u0 sont réels et n'annulent pas 

A(X, u), soit la somme de trois carrés affectés de coeffi-

cients positifs; je dis que le discriminant doit satisfaire 

à Tune des conditions suivantes : 

i° S'i l a ses racines distinctes, elles sont toutes trois 

réelles ; 

2° S'il a une racine double, elle doit annuler les mi-

neurs ; 

3° S'il a une racine triple, elle doit annuler tous les 

éléments; autrement dit, on se trouvera placé dans le 

premier, le quatrième ou le sixième cas, et les éléments 

de la décomposition seront réels. 

Pour le démontrer, nous remarquerons que la forme 

¡¿o/H-^o? est toujours positive et ne peut s'annuler 

que pour des valeurs nulles attribuées à x , y-, et nous 

montrerons qu'une hypothèse faite sur le discriminant, 

différente de celles que nous avons mentionnées, conduit 

à des conséquences inadmissibles. 

Si nous supposons que les racines soient distinctes, 

que l'une soit réelle et les deux autres imaginaires, nous 

pouvons, en partant des formules (8), mettre u0f/-+- ^o? 

sous la forme suivante : 

^yVÀoep = EjX'-t- Y2-T- Z2, 

où X est une forme réelle, Y et Z deux formes imagi-

naires conjuguées; si l 'on pose 

Y - Yi -- A 2, Z = Vj — i Y 
on a 

X0© = siX^-f-^Yj-H Y-2)(Yj — Y2>, 

et le second membre s'annule pour toutes les valeurs de 

x-ij', z satisfaisant aux équations X = o, Y{ -f- Y 2 = o, 
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sible. 

Si nous nous plaçons dans le deuxième cas de réduc-

tion, nous pouvons, en partant des formules ( i 3 ) , écrire 

Ho/+ X0ç> = etX*-f. aXY -f. s3Z2, 

où X , Y , Z sont des formes réelles; le second membre 

s'annule pour les valeurs non toutes nulles de x , y , z , 

déduites des équations X = o, Z = o. De la même ma-

nière, on aurait, dans le troisième cas de réduction, en 

partant des formules (14)7 

Ho/ X0 <p — 1XY -h ti ( Y2 -i- 2 XZ ), 

et le second membre s'annulerait pour les valeurs satis-

faisant aux équations X = o, Y" = o. Enfin, dans le 

cinquième cas, les formules (16) conduiraient à la ré-

duction suivante : 

H 0 / - + - X 0 Î ? = SiX2-H O.XY - H S 3 Z 2 , 

et le second membre s'annulerait encore en posant 

X = o, Z = o ; la proposition se trouve ainsi démontrée. 

En supposant, par exemple, que l une des formes 

données soit 
o ~ x'2 -f- y2-+- z-, 

011 retrouve, de cette manière, toutes les propriétés des 

racines de l'équation en S. 

14. Les considérations qui précèdent s'appliquent à 

la recherche des points communs à deux coniques; si, 

par rapport à un même triangle de référence, les équa-

tions de ces courbes s o n t / * = o , © = o, nous pouvons 

faire la transformation de coordonnées qui permet de 

les ramener aux formes les plus simples, et rapporter les 

deux courbes au triangle de référence dont les cotés ont 
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pour équations xf = o, y* = o, z1 = o ou, ce qui revient 

au même, £ = o, r4 = o, Ç = o, od. y ' , s ' ayant les va-

leurs que nous avons données dans chacun des cas; nous 

allons reprendre successivement les six hypothèses que 

nous avons examinées, et retrouver les résultats clas-

siques connus, 

I. Les équations des coniques se ramènent à la forme 

J AT A2 A 3 

AI A2 A 3 

Si l 'on remarque que Ton a 

M X
2
! J .

3
— H 2 X 3 ) = A

2
( X

3 !
J . ! — ¡J.3X1) = A

3
( X I L U — 

011 voit que les coordonnées des points communs sont 

fournies par les équations 

il existe ainsi quatre points communs formant un qua-

drangle complet dont le triangle diagonal est le triangle 

de référence; ce triangle est en même temps conjugué 

par rapport aux deux coniques, et les équations des 

couples de sécantes communes, qui sont respective-

ment 

¡J-lf-7- XjCp — o, ¡JI2/-+- X20 = O, JX3 /-+- À3© = O, 

deviennent 

Si les coefficients de y et <p sont réels, et si le discrimi-

nant a ses racines réelles, le triangle conjugué est réel ; 

les quatre points communs sont réels lorsque s2 , s3 

sont de même signe, imaginaires dans Je cas contraire. 

Si le discriminant n'a qu'une racine réelle, on peut 
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poser = Î3 , prendre pour x' une forme réelle, ei 

pour y et z f deux formes imaginaires conjuguées 

y = y'K -f- iz\, z1 = y\ — ; le triangle de référence a 

un côté réel et les deux autres imaginaires conjugués se 

coupant en un sommet réel, mais on peut le remplacer 

au besoin par celui dont les côtés réels ont pour équa-

tions 
x — o, y\ — o, z\ ~ o. 

Les coniques ont alors deux points communs réels 

tels que l'on ait 
= <>, X' = 7 h / n 

et deux points communs imaginaires donnés par les 

équations 
y\~ o, x' — z±1 iz\. 

15. 11. Les formules ( i 3 ) montrent que les équations 

des coniques se ramènent à la forme 

— f ~ X3 x' 2 '>. Aj X y -- SÀ3 s' 2 = o, 

cp = ¡13a7'2-f- ' . > . p l x
, y - h z i j . 3 z ' i = o ; 

les points communs sont fournis par les équations 

x'y — o, x' 2 -4- £ z'' 2 = o, 

qui représentent les deux couples de sécantes com-

munes, le second correspondant à la racine double. Les 

deux coniques ont deux points communs confondus à 

l'intersection du côté s' = o et de la droite x' — o, qui 

est tangente commune aux deux courbes en ce point; 

les deux autres points sont distincts et sont fournis par 

y J = o, x ' 2 -f- £ z - = o ; ils sont réels ou imaginaires 

suivant que s est négatif ou positif. Les deux coniques 

sont tangentes en un point et le triangle de référence 

est formé de la tangente commune au point de contact, 

de la sécante passant par les points simples, et de la 
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droite conjuguée harmonique de la tangente par rap-

port au couple de sécantes correspondant à la racine 

double. 

III. Les formules ( i4) donnent pour équations ré-

duites des coniques 

— f — 2 ^ x y -h À! ( y 2 -h xx' z' ) = O, 

cp = O^X'Y-R- 'IX z!) — o ; 

les points communs sont donnés par les équations 

x y — o, y - -- i x ' z' = o, 

dont la première est celle du couple de sécantes unique 

a, j'-f- A, cp — o ; elles donnent un point double xr — o, 

yf= o et deux autres points simples y' = o, x' — o et 

y ' = o, z = o ; les coniques ont ainsi trois points com-

muns confondus au sommet x ' = o , y = o, la droite 

xf = o étant la tangente commune; le triangle de réfé-

rence est formé de la tangente au point triple, de la sé-

cante joignant ce point au quatrième point commun, et 

d'une droite particulière passant par ce point, variable 

avec le choix que l'on fait de A 3 et JJL3. 

JV. Les formules ( i 5 ) donnent pour équations ré-

duites 
— / = A t ( Sl x'* -f- s2 y'* ) -+- s3 a3 s'* o, 

o = ¡x^tix'2-^ £3̂ 3-s'2 = o; 

les points communs sont donnés par les équations 
¿ ' 2 = : 0 , ZiX'ï-h t, O, 

qui représentent les couples de sécantes communes; les 

coniques ont deux points doubles communs sur la 

droite z' = o, réels ou imaginaires suivant que e, et £.» 

sont de signes différents ou de même signe. Les coni-

ques sont bitangentes et le triangle de référence, qui 
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est conjugué commun par rapport aux Jeux coniques, 

est formé de la corde des contacts z' = o et de deux 

droites arbitraires conjuguées harmoniques par rapport 

aux sécantes correspondant à la racine simple. 

V . Les formules (iG) donnent des équations réduites 

de la forme 

— / — À! (.r'2-f- l v'z') -+- tA;} z'2 = O. 

îp = 2/-)+ t[J.zz'*= O, 

de sorte que les points communs sont fournis par les 

équations 
z'* = o, X 2 -f- 1 Y z' — o, 

dont la première représente le couple unique de sé-

cantes communes [ j i | / + } , © = o; les coniques ont 

quatre points confondus au sommet . x y — o , z'=oy et 

ont en ce point même tangente, la droite z ' = o. Le 

triangle de référence est formé de la tangente com-

mune, d'une droite passant par le point commun et 

d'un dernier coté passant par le pôle de la droite précé-

. dente. 

VI. Les deux coniques sont confondues et ont tous 

leurs points communs. 

Dans le cas où le discriminant A(X, JJI) est identique-

ment nul, les deux coniques sont chacune un couple de 

droites, elles ont une droite commune ou bien les 

quatre droites passent toutes par le même point. 

16. Nous terminerons par la remarque suivante rela-

tive au£ triangles conjugués communs par rapport à 

deux coniques : s'il existe un tel triangle et si on le 

prend comme triangle de référence, les équations des 
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deux courbes doivent être de la forme 

li x' 2 12 y' 2 -h /3 z'' 1— o, 

m^x' 2 -+- in>y' 2-l- m3 ,3'2=>o; 

il faut donc, comme nous l'avons vu au n° 3, que les 

diviseurs élémentaires du discriminant soient du pre-

mier degré, c'est-à-dire que les coniques aient quatre 

points communs distincts, ou soient bitangentes, ou 

soient confondues; nous avons vu que ces conditions 

sont suffisantes; dans le premier cas, il n'existe qu'un 

seul triangle répondant à la question, c'est le triangle 

diagonal du quadrangle des quatre points communs; 

dans le second, il y a une infinité de triangles conjugués 

ayant un côté et un sommet commun, la corde des con-

tacts et le pôle de cette corde; dans le troisième cas, 

tout triangle con jugué par rapport à l'une des coniques 

est un triangle conjugué commun. 

LICENCE ES SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESSION DE JUILLET 1896. — COMPOSITIONS. 

Besançon. 

A J V A L Y S E . — J. Etant donnés deux points fixes O 
et À, déterminer une courbe, sachant que la tangente 
en Vun quelconque de ses points M passe par le point 
Af symétrique de A par rapport ci OM. Discuter la 
forme des courbes obtenues. 

En prenant OA pour axe polaire et O pour pôle, on 

obtient une équation de Bernoulli ; les courbes deman-
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dées sont représentées par l'équation 

a sin 6 

le rayon vecteur admet une infinité de maxima : la 

courbe admet une asymptote à distance finie. 

II. Calculer Vintégrale définie 
3 — i .r3 -h 4 x'* — 3 a x2 

{ (x -h a)2 \f \ — x2 

où a est une constante plus grande que i. 
On divise le numérateur de la fraction par (pc 4-

ce qui permet de décomposer l'intégrale en deux par-

ties. La première partie est constituée par des termes 

de la forme 
.r« dx 

L 

dont la valeur s'obtient immédiatement. Pour obtenir 

l'intégrale restante, on intègre le long d'un contour 

formé : i° d'une circonférence de rayon très grand 

ayant pour centre l 'origine; 2° d'une circonférence de 

rayon très petit ayant pour centre le point ( — à)\ 

3° d'une coupure allant du point ( — i) au point (4- 1). 

La valeur demandée est zéro. 

M É C A N I Q U E . — L Transformation de La grange 
pour le mouvement dun point. 

IL Une barre homogène pesante glisse par une 
extrémité A sur un cercle tracé dans un plan vertical 
et passe constamment par un point fixe O de la cir-
conférence situé sur un diamètre horizontal. Déter-
miner le mouvement de la barre et les réactions des 
points A et O. 
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L'équation des forces vives suffit pour déterminer le 

mouvement. Les réactions s'obtiennent ensuite en écri-

vant les équations du mouvement du centre de gravité 

de la barre. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On demande de calculer 
pour le 27 mai 1 885, // 911 25M, temps moyen de Paris, 
la distance angulaire du centre de la Lune au centre 
de Jupiter : 

i° En partant des coordonnées étjuatoriales des 
deux axes ; 

2° En interpolant les distances lunaires de la Con-
naissance des Temps. 

Dijon. 

A N A L Y S E . — L Faire voir qu'on reproduit une équa-
tion aux dérivées partielles donnée} linéaire par 
rapport aux dérivées de la fonction inconnue, par 
Vélimination des éléments d'indétermination conte-
nus dans son équation intégrale générale, entre les 
équations engendrées par la différentiation de cette 
dernière. (Question de cours.) 

IL De quelles formes doivent être les fonctions in-
déterminées P(x,y), pour que les équations 
aux différentielles totales 

du _ x2 —y* 
clx x ' 

du y- — x-
= — H - Q IL 

ay y 

forment, un système passif ( c'est-à-dire aient une 
intégrale générale /enfermant, une constante arbi-
traire)? 
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III. Intégrer ces équations en supposant 
Q = 
v y 

Ii . Eu differentiant la première équation par rapport 

à y et substituant à ^ le second membre de la dernière 

équation, en differentiant ensuite celle-ci par rapport 
du 

dx 
à x et substituant à ^ le second membre de la pre-

mière, on obtient pour ^ ™ deux expressions dont 

l'identité, exprimée quelles que soient x,y, u considé-

rées un instant comme trois variables indépendantes, 

conduit aux deux conditions 

dP _ dQ _ 

dy dx ' 

x P -h y Q — 2 = o ; 

et l'intégration de ce système mixte donne les expres-

sions cherchées 

- - : H ( î ) ] - « - M - ' ( Î ) ] -

où cp représente une fonction arbitraire d'une seule va-

riable. 

III. Le système particulier à intégrer est 

I da x 2 — y 2 u 

dx x x 9  

< 7 
du y 2 — x 2 u 

dy x y 

En prenant la première équation isolément, y consi-

dérant y comme une variable paramétrique et l ' inté-

grant, il vient, par la méthode propre aux équations 

linéaires, une certaine fonction de ¿r, dey et, en outre, 
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d'une fonction arbitraire d e y , dont la détermination 

procurée par l'autre équation donne, pour l'intégrale 

cherchée, 
u — x* -4- y* -+- G xy, 

où C est une constante arbitraire. 

On pourrait aussi intégrer les équations (a), rendues 

homogènes par la suppression des termes indépendants 

de u dans les seconds membres, ce qui conduit à 

u = Cxy, 

puis remplacer C par la fonction de x et d e s q u e donne 

la méthode de la variation des constantes arbitraires 

étendue au cas dont il s'agit. 

On pourrait encore intégrer l'équation linéaire aux 

dérivées partielles 

du du x - — h y — = 2 « , 
ôx ^ dy 

résultant d'une combinaison évidente des équations (a), 

puis déterminant la fonction arbitraire intervenant dans 

l'intégrale générale, de manière que celle-ci satisfasse à 

l 'une des équations proposées, choisie au hasard. 

M É C A N I Q U E . — I . Forme d'équilibre d'un fil ho-
mogène pesant entre deux points. Formules relatives 
à cette forme d'équilibre. 
II. Un ftl homogène pesant est attaché par ses deux 

extrémités à deux points fixes A et B situés à la même 
hauteur, et passe sur une poulie infiniment petite P 
située entre A et B et à la même hauteur. On demande 
les positions d'équilibre du fil. On néglige les frot-
tements de la poulie sur son axe et du fil sur la 
poulie. 

On posera PA = a, PB = b, et Von désignera par l 
la longueur du fil. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV. (Octobre 1896.) 3 I 
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II. L e fil a la forme de deux arcs de-chaînette l 'un 

allant de A en P , l 'autre de P en B. 

.y 

Les tensions en P étant égales pour cliaque arc de 

chaînette, les axes étant P x horizontal dirigé vers B et 

P y vertical dirigé vers le l iaut, les équations des chaî-

nettes seront 

y-

O n en tire, pour déterminer h et A, les deux équa-

h (e*à + Ï7,) = k ( e U + ~ H-) 5 

d'où on tire, pour déterminer /¿, l 'équation 

lions 

'.> b 
V u 2 • 2 U t 

,2 // . 2// 

+ 2 '7 — L \2 h e*h — l ) . 

A S T R O N O M I E . — Connaissant Vascension droite et la 
déclinaison d'un astre} ainsi que Vobliquité de Véclip-
tique, calculer la longitude et la latitude. 

* JR = i2h37m5s,99, 

5 = — (2°33'49",6)? 

( o = 2 3 e 2 7 ' 8 " , 9 8 ; 
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on trouve 
H =Z I89°3I'53", I , 

X = i° 19' 16", 6. 

Rennes. 

A N A L Y S E . — Etant donnés un plan P et un point 

fixe O de ce plan, on propose : 

i° De former l'équation aux dérivées partielles des 

surfaces telles que la portion MN de leur normale 

comprise entre le pied M d e cette normale et le plan P 

soit constamment égale à ON ; 

20 D'intégrer cette équation; 

3° De déterminer la fonction arbitraire de manière 

que les surfaces soient de révolution autour de la per-

pendiculaire OZ au plan P; 

4° De trouver sur la surface 

x2-hy2-h z2 = 4 a2(x2^-y2) 

[le plan P est le plan des xy) à laquelle on est ainsi 

conduit, les lignes dont la normale principale ren-

contre constamment OZ. 

La quatrième question se ramène aisément à une qua-

drature. A l'égard des trois premières questions on 

pourra observer qu'une solution singulière, au point de 

vue géométrique, est constituée par les cylindres à gé-

nératrices parallèles à OZ. 

Le calcul, conduit sans précaution, donne non pas 

ces cylindres, mais leurs transformés dans une inver-

sion de pôle O. Ce sont les solutions propres de la ques-

tion proposée. 

M É C A N I Q U E . — Un plateau circulaire homogène et 

horizontal tourne sur son axe de figure qui est fixe. 



( 47« ) 

Il est creusé d'une rainure circulaire concentrique à 
Vaxe, dans laquelle on dépose sans vitesse une petite 
bille pesante. 
La section droite de la rainure est un rectangle ou-

vert par le haut et à côtés verticaux, sa largeur sur-
passe un peu le diamètre de la bille, sa profondeur est 
au moins égale au rayon de la bille, de manière que 
celle-ci peut porter à la fois sur le fond et sur l'une 
des parois de la rainure. 
L'appareil, ayant la vitesse angulaire to0 au mo-

ment ou l'on y dépose la bille, est abandonné à lui-
même. 
Etudier le mouvement du système sous l'action des 

frottements qui vont naître entre la bille et le pla-
teau. 

O n s'assurera d'abord que la bille porte sur la paroi 

de la rainure qui est la plus éloignée de l 'axe: et il y 

aura deux frottements en jeu. Alors, en désignant par X 

le rapport du moment d'inertie par rapport à l'axe de 

rotation de la bille dans la situation ci-dessus définie, 

au moment d'inertie du plateau, le théorème des aires 

permet d'exprimer la vitesse de rotation co du plateau 

et la vitesse angulaire co' de la bille en fonction de la 

vitesse angulaire Q = G/ — co par ces formules 

/ , <J)0 -h Lï 

r = ~ 

J 10„ — Âl> 
i w = 

soit« la distance du centre de la bille à l'axe. 

L'évaluation du travail des frottements donne (théo-

rème des forces vives) l'équation du mouvement entre 
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1 es époques t et t 4- dt 

(f coefficient de frottement) 5 dans la première pliase du 

mouvement Cî est o. 

Dans cette premiere phase on égalera donc à zéro la 

parenthèse facteur du premier membre de l 'équation 

précédente. 

On trouvera ainsi 

( 3 ) _ 

j W = « . - X ^ £ t a n g ( / j / f * ) , 

d'où l'on déduit aisément les rotations finies 6 du plateau 

et 9' du rayon qui suit la bille. 

La première phase du mouvement se prolonge jusqu'à 

l'instant où la bille va se figer au plateau ; les deux 

corps auront alors la vitesse angulaire = în~ 

dépendante de et la durée T de cette première phase 

sera 

T = 7 V / | a r c t a n g ( œ , v / l ) -

Durant cette période on aura 

/ e - too ft -f- X log cos y/i ft. 
Dans la seconde phase du mouvement la bille fait 

corps avec le plateau, et l'équation (2) doit être inter-

prétée 
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on ne sait alors plus rien sur le frottement mutuel des 

deux corps sinon qu'il est inférieur au frottement sta-
tique exigé par la rupture de l'équilibre relatif. Dans la 

première phase du mouvement, la bille de masse m 
éprouve, de la paroi verticale externe, la pression cen-

tripète — mao/2, de la paroi horizontale, la poussée mg 
et tangentiellement à la rainure, et dans le sens du mou-

vement l'impulsion mf(g -f- au>'2). 
La résultante de ces trois forces fait, avec le rayon 

centrifuge de la bille, avec la verticale ascendante et 

avec la vitesse de la bille, des angles dont les cosinus 

sont respectivement proportionnels à 

É P R E U V E D E C A L C U L . — L Dans un triangle géodé-
sique on a mesuré les trois angles À, B, C, et le côté a 
opposé ci Vangle A 

A = 4o°36'5C)",8i, a = 6075t(,ises,900i, 

B = 75° 39'29", 81, 

G = 63° 43' 33", 79. 

On demande de faire sur A, B, C les corrections 
probables et d'achever la résolution du triangle par la 
méthode de Le gendre. Le rayon p de la sphère qui 
porte le triangle est 

p — 326633o toises. 

II. La colatitude \ de Hennes est 
À = 4i°53'o5'\ 

calculer la colatitude géocentrique de la même 
ville, connaissant l'excentricité e du méridien ter-
restre. 

e 2 = o5oo68395. 
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Caen. 

A N A L Y S E E T G É O M É T R I E . — I . Intégrer le système 
des équations aux dérivées partielles 

d2 log u _ du _ du 
dx dy ' dx dy' 

ou a désigne une constante donnée différente de zéro, 
et u une fonction inconnue des deux variables indé-
pendantes x et y. 

II. En désignant par r et 9 deux variables indé-
pendantes, trouver pour la fonction f \t\ 6) toutes les 
déterminations telles que la surface représentée en 
coordonnées rectangulaires par les formules 

x = r cosO, 

y = r sin 0, 

* = / ( r , 6) 

admette une première série de lignes asymptotiques se 
projetant sur le plan XOY suivant des droites passant 
par l'origine, et une deuxième série de lignes asym-
pto tiques se projetant sur le même plan suivant les spi-
rales logarithmiques 

r = Ce ' " 0 , 

où m désigne un paramètre fixe diffèrent de zéro, et C 
une constante arbitraire. 

I. Posant u = on a 

d2v _ dv _ dv # 

dx dy ' dx dy ' 

Ja seconde donne v= <p(x -h y) : la première équation 

se réduit à une équation différentielle ordinaire qui s'in-

tègre aisément et conduit, pour la valeur de à Tinté-
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grale 

l / S 

•T + y /T „ r + Y r-
T> —^ A a ^- Y/A 
Be 2 — e 2 

2B 

II. Les projections des asymptotiques sur le plan des 

xy sont définies par l 'équation 

cosÔ — r sinô — 2 s i n 0 dr d§— r cosô o?02 

sinO rcosO 2COs6é//'<^0— rsinôtffô'2 

dF dF d 2F , 0 d 2F à 2F 

¿6 dr2 dr ¿0 oô2 

Cette équation doit être équivalente à 

d% ( dr — mr dft ) = o ; 

d2 F 

— = O, F est de la forme 7-<p(6) -4- ^(B). Pour l'iden-

tification on trouve qu'on doit avoir 

<1/76) 
?"(6) + ?(0) = o, 

z = F ( r, 6 ) = ( A -f- B ) r -h G e 2 + D. 

M É C A N I Q U E . — I . Déterminer le mouvement d'un 
point M, de masse égale à Vunité, assujetti à glisser 
sans frottement sur une surface fixe% définie par les 
équations 

x—usin^v, y = u sine cose, z=uco se, 

ou x,y, z désignent des coordonnées rectangulaires, 
u et v des paramétres indépendants. La seule force 
qui sollicite le point M est dirigée suivant la perpendi-
culaire MP à Vaxe des z, et égale à a ̂ 3> aetb étant 

MP 

des constantes. A. l'instant initial on a 
V 

_ _ TT du dv _ b 
u — a, - , — _ o, 
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II. Une sphère homogène, soustraite à Vaction de 
toute force extérieure, peut tourner librement autour 
d3un point O de sa surface, lequel est fixe dans l'es-
pace. A Vinstant initial, la sphère tourne avec une vi-
tesse to autour d'un axe instantané donné OH, faisant 
avec le rayon OS un angle dont la tangente est égale 
à f. Déterminer le mouvement que va prendre la 
sphère : faire connaître, pour un instant donné, Vac-
célération d'un point quelconque du solide et la pres-
sion exercée sur le point O. 
I . iT = B ' i + a V i + s i n ^ J p ' * ; U = -

L'équation de Lagrange relative h u donne 

du' . . a s ia 2b 2  

-r- — m ( H - sin2 v)v 2 H . = o ; 
dt ' ¿¿ 3sin 2p 

celle des forces vives 

i a 2 b 2  

• u 2{i -h sin2 v) v' 2 — 
w2sin2i> 

ajoutant à la première, multipliée par u : 

du' , du . 
il h u —- = o, un = const. = o, u — a. 

d t d t 

La trajectoire est la courbe de Viviani. L'équation 

des forces vives donne 

- Jidt — — sin v \f i -+- sin2P dv, 
a v 

bt J i i / — . cosp 
— — = - COSÎ> \ i — cos2v -F- arc sin ——- • 

a i 

II. A l'instant initial, l 'axe du couple des quantités 

de mouvement est dans le plan S O H ; si O y est perpen-

diculaire à O S dans ce plan, 
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L'axe O^i du couple est fixe dans l'espace : S O ^ j = j ; 

la sphère prend un mou veinent de Poinsot où les cônes 

roulants sont de révolution. On trouve 

n ~ , , 2 , 5 0 = - , <}, = _ _ W O = O). 
4 y/ 53 ¡/M 

En supposant qu'à un instant donné l'axe O y soit 

dans le p l a n z O ^ t , les formules de Puvals donnent 

53 o3 

La pression sur le point O est parallèle à la perpen-

53 
dieulaire abaissée de S sur O ^ et égale à ^ R 1 M R W 2 . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer, en temps sidéral et 
cri temps moyen, la durée de visibilité de Régulus au-
dessus de l'horizon de Caen9 ainsi que Vangle sous 
lequel Vétoile rencontre Vhorizon. 

Déclinaison boréale de Régulus i2°2g f26", 2 

Latitude de Caen 49° 11 ' 14" 
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Poitiers. 

A N A L Y S E . — I . Trouver la valeur de l'intégrale 

r dz 
J (32 -M)'""! ' 

prise dans le sens direct le long d'un cercle de rayon 

égal à Vunité, ayant pour centre le point z — i. 

II. Etant donnée l'équation 

dans laquelle y* et y1' sont les dérivées de y par rap-

port à x, et f ( x ) une fonction connue de x : 

i° Trouver une fonction t = <?(x) telle que si Von 

prend t pour variable indépendante l'équation de-

vienne j y = o, h étant une constante. Donner 

Vintégrale générale de l'équation (i) et déterminer 

la fonction inconnue X de manière que la transforma-

tion soit possible. 

2° Déterminer X de telle sorte qu'en multipliant 

par 2yf le premier membre de Véquation (i), on ob-

tienne une dérivée exacte. Déduire de là l'intégrale 

générale. 

M É C A N I Q U E . — Un corps homogène de révolution, 

pesant, est mobile autour de son axe de figure fixé en 

un de ses points. Tous les points du corps sont, en 

outre, attirés par un point de la verticale du point 

fixe proportionnellement à leur masse et à leur dis-

tance à ce point. On imprime au coips une très grande 

vitesse de rotation autour de son axe incliné d'un 

angle 90 sur la verticale, et on l'abandonne sans autre 
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vitesse initiale. Calculer la précession et la nutation 
de Vaxe à Vinstant t. On suppose le centre d'attrac-
tion à une distance du point fixe égale à la distance a 
du centre de gravité du corps au même point. 

C O M P O S I T I O N D ' A S T R O N O M I E . — Le 7 juillet 1 8 9 6 , les 
coordonnées héliocentriques de Neptune sont 

Longitude 7 7 ° 5 6 ' 3 I " , 5 

Latitude — I °24 '54%6 

Log rayon vecteur ... 1,475o5i7 

Déterminer les coordonnées géocentriques, longi-
tude, latitude, log distance, sachant que Von a pour 
le Soleil : 

Longitude io4°47'?4 r /> 39 

Latitude -4-0", 4 8 

Log distance 0
5 ° 0 7 I 9 9 9 

'1. Question de cours. — Aucune difficulté. O n 

trouve 
'in ! 7r 

n ! n ! Ô m ' 

II. La fonction X est la même dans les deux cas. Si 

l'équation (1) peut prendre la forme 

1 d*-y 

le premier membre devient une différentielle quand on 

multiplie par" 2<iy; il est donc évident qu'en multipliant 

par iyl le premier membre de l'équation (1), on ob-

tient une dérivée exacte. 

M É C A N I Q U E . — La force attractive appliquée au 

centre de gravité se décompose en deux, l 'une passant 

par le point fixe de l 'axe de figure, l'autre verticale; 
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toutes deux sont constantes. O n est donc ramené au 

mouvement d'un corps pesant. 

A S T R O N O M I E . — Soit X = + o f / , / \ S . Dans les formules 

ordinaires on peut prendre cosX = i et sinX = arcX, 
, j . . -, 0 ,48 

c est-a-dire siiiÀ = ——— • 
200200 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S P R O P O S É E S . 

Question 1681. 
( 1 8 9 4 , p . 5 * . ) 

On considère les coniques inscrites dans un triangle et 

passant par un point fixe. Le lieu du second point de ren-

contre avec chaque conique de la droite joignant un som-

met A au point de contact avec le coté opposé est une quar-

tique unicursale. ( A . CAZAMIAN). 

SOLUTION 

p a r M . A . D r o z - F a r n y . 

Effectuons une transformation homograph ique de la figure, 

de manière que les sommets B et G du triangle coïncident 

avec les ombil ics du p lan , et soient a et p les transformés du 

sommet A et du point fixe P . 

Il s'agira alors de chercher le lieu géométrique des sommets 

des paraboles de môme foyer a et passant par le point fixe p. 

Décrivons de p comme centre une circonférence de rayonpa\ 

toute tangente t à cette circonférence est directrice d 'une des 

paraboles; abaissons de a la perpendiculaire ad sur t. Le lieu 

de d sera un l imaçon de Pascal d'axe ap et de point doub le a. 

Le sommet S de cette parabole étant le point mil ieu de ad, 

Je lieu de S sera aussi un l imaçon semblable, le rapport de 

s imi l i tude étant f . Le l imaçon étant une quart ique bicirculaire, 

en revenant à la figure pr imi t ive , on aura pour le lieu une 

quart ique unicursale ayant ses trois points doubles aux som-

mets du tr iangle. 
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Question 1682. 
( 1894, p. 5*. ) 

On considère les coniques touchant quatre droites don-

nées. Deux points quelconques étant pris sur l'une de ces 

droites, le lieu des points de rencontre des tangentes me-

nées de ces deux points à Vune quelconque des coniques du 

faisceau est une conique. Si les deux points fixes sont pris 

sur Vune des coniques du faisceau, le lieu est une cubique. 

( A . C A Z A M I A N ) . 

S O L U T I O N 

P a r M . A . D r o z - F a r n y . 

Soient P et Q deux points fixes sur un des côtés A B du 

quadri latère circonscrit. Une conique étant déterminée par 

cinq tangentes, les deux tangentes autres que A B que Ton 

peut mener de P et de Q à une des coniques du faisceau tan-

gentiel se correspondent homograph iquemen t . Le lieu de leur 

point d'intersection est donc une conique passant par P et Q , 

et les deux autres sommets du quadri latère. 

Si les deux points fixes sont sur l 'une des coniques du fais-

ceau, effectuons une transformat ion homograph ique , de ma-

nière que P et Q' coïncident avec les ombil ics du plan. Le pro-

blème revient alors à chercher le lieu des foyers des coniques 

inscrites dans un quadr i latère circonscriptible à un cercle. Le 

lieu bien connu est une strophoïde cubique circulaire ayant 

son po in t double au centre du cercle et passant par les six 

sommets du quadr i la tère complet . Revenons à la figure primi-

tive. 

Le lieu cherché sera une cubique passant par les six som-

mets du quadri latère complet déterminé par les quatre droites, 

par les points P et Q et ayant le pô le de la droite P Q par 

rapport à la conique qui passe par ces points comme po in t 

double . 
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BOURSES DE LICENCE ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. 
CONCOURS DE 1 8 9 6 . 

On considère les deux paraboles (P ) , ( Q ) qui ont respecti-

vement pour équations 

y2—2X — o, x2—9. y -h m = o; 

combien ont-elles de points d'intersection réels? 

En un point d'intersection A, on mène la tangente à la para-

bole (P); cette tangente rencontre la parabole (Q) en un point A' 

distinct du point A ; trouver le lieu du point A' quand m varie. 

Les deux paraboles (P ) , ( Q ) ont trois tangentes communes ; 

on formera l'équation qui a pour racines les abscisses des points 

de contact sur la parabole (Q ) et l'on montrera comment, en 

supposant connues les racines de cette équation, on peut déter-

miner les coordonnées des points de contact des tangentes 

communes sur les deux paraboles, ainsi que les sommets du 

triangle circonscrit aux deux paraboles. 

Trouver, en supposant que m varie, le lieu du point de con-

tact avec la parabole ( Q ) d'une tangente commune aux deux 

paraboles (P) , ( Q ) et le lieu du point d'intersection de deux 

tangentes communes à ces deux paraboles. 

Quelle relation doit-il exister entre les abscisses de deux 

points de la parabole ( R ) dont l'équation est 

y — 2 X 2  

pour que la droite qui joint ces deux points soit tangente à la 

parabole (P ) ? Démontrer qu'il y a une infinité de triangles 

circonscrits à la parabole ( P ) et inscrits dans la parabole (R ) . 

QUESTIONS. 

1747. i° On pose, b, a 0 étant trois quantités réelles : 

(a -+- bi -H 2 ) (a -H bi -F- 4 ) . . . (a -H- bi -4-1 n ) 
Cln -f- Un L — ; —, 7T: 7 T Ct-Q. 

( a -+- -2 ) (a -f- 3 ) . . . ( a -h n -+-1 ) 
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Démontrer que l 'on a 

( i ) a ï / H-i — G l p + l a i p + G | p + 1 a i p _ , - . . . + (— i ) * P + l a 0 = o, 

(a) bîp — C l p ô ^ - ^ G î p ô j p - , - . . . + ( - i ) l H 6 l S o . 

'2° En part icu l ier , on fera a -f- cosw -h ¿sino)), puis 

c = o. De l ' identi té ( i ) correspondante, déduire qu'on peut , 

d 'une infinité de manières, satisfaire à l ' ident i té suivante : 

A 0cos(2rt-bi )ü> -r- A j cos w coseno)-*- A2cos2to eos ( i n — i)to 

- + - . . . 4 - A2/î-m C O S 2 " ^ 1 CL) == O , 

A 0 , A j , A 2 , . . . . A2/»+i étant indépendants de w, et n au moins 

de ces quant i tés étant arbitraires. ( R . GILBERT.) 

1748. Si une conique est inscrite à un triangle A B C en a, ß, 

Y, les droites jo ignant les mi l ieux des côtés BG, CA , AB aux 

mi l ieux des droites A a, Bß , G Y sont concourantes au centre 

de la courbe. É tan t donnés le centre d'une conique et trois 

tangentes, trouver les points de contact . ( P . SONDÂT.) 

1749. On sait que le centre de gravité de l 'aire d 'un quadri-

latère A B G D , don t les diagonales se coupent en O , est le ba-

rycentre des cinq points A , B, G, D , O , affectés des coefficients 

i, i, i, i , — i . 

O n a aussi la proposit ion analogue que voici : 

Le centre de gravité du volume d 'un octaèdre dont les dia-

gonales AA ' , BB' , CC' concourent en un point O , est le bary-

centre des points A , A ' , B, B', G, G', O affectés des coefficients 

î , i , . . . , i , — 2 . (F O N T E N É . ) 

ERRATA. 

3e série, t. XYr, septembre 1896 : page 409, au bas de la page, 20, en 

renvoi, au lieu de 

( df d/yv-») , ... 

lisez 

( df df\W 
^â^-p) ' + I t e n a n t . 
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PREMIER CONCOURS DES « NOUVELLES ANNALES » 
POUR 1 8 9 7 . 

Sujet. 

Etablir les propriétés fondamentales des 

fonctions circulaires, en prenant comme défini-

7 sinn.r ,, 
tion de l expression 

(i) S(^) — xll 

le produit TU étant étendu à toutes les valeurs de 

l'entier n de — oo à -h oc, zéro excepté. 

Indications. 

On pourra introduire la fonction 

r / x _ S'(ay) _ dlogS(x) 

SlT) d^o ' 

montrer qu'elle vérifie l'équation différentielle 

dC(x) 

dx 

et en déduire les formules d'addition p o u r C ( x ) et 

pour S ( x). 
On pourra consulter, à ce sujet, le Chapitre I qui 

traite des fonctions trigonométriques dans le Traité 
des fonctions elliptiques de MM. Appell et Lacour. 

Ann. de Mathémat., 3" série, t. XV. (Novembre Ï896.) 32 
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Conditions. 

Le concours est ouvert exclusivement aux abonnés 

des Nouvelles Annales de Mathématiques. 
Le meilleur Mémoire envoyé en réponse au sujet 

proposé donnera droit, au profit de l'auteur : 

i° A un crédit de xooir d'Ouvrages à choisir dans le 

catalogue de MM. Gauthier-Villars et fils; 

2° A la publication du Mémoire ; 

3° A un tirage à part gratuit de 100 exemplaires. 

Les manuscrits devront être parvenus à la rédaction 

AVANT LE i5 MAI 1897, t e r m e d'absolue rigueur. 

Les auteurs pourront, à leur gré, se faire immédiate-

ment connaître, ou garder provisoirement l'anonyme. 

Dans ce dernier cas, le Mémoire portera un signe, une 

devise ou un numéro d'ordre arbitraire, et sera accom-

pagné d'un pli cacheté renfermant, avec la même indica-

tion, le nom et l'adresse de l'auteur et la justification 

de sa qualité d'abonné. Les plis cachetés en question ne 

seront ouverts par la Rédaction qu'à partir du i5 mai, 

et après le jugement prononcé. 

Aucune limite n'est fixée quant à l'étendue des Mé-

moires; mais, à mérite égal, les plus concis seraient pré-

férés par les juges du Concours. Chacun comprendra du 

reste que l'insertion d'un travail trop étendu serait ma-

tériellement impossible. 

Le jugement du Concours sera prononcé avant le 

i5 juillet 1897, e t e n sera, sans retard, pu-

blié dans le journal. 

La Rédaction, et les juges du Concours qui se seront 

associés à elle, se réservent la faculté : 

i° De partager les récompenses ci-dessus mention-
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nées, au cas tout à fait exceptionnel où deux Mémoires 

y auraient droit avec un égal mérite; 

2° De ne pas attribuer de récompenses si, parmi les 

Mémoires envoyés, aucun ne semblait en être digne. 

Dans ce dernier cas, les avantages stipulés seraient re-

portés sur un Concours ultérieur, et l'annonce en serait 

faite dans le journal en temps utile. 

L'auteur du Mémoire récompensé sera immédiatement 

avisé par la Rédaction et voudra bien faire immédiate-

ment connaître s'il désire que la publication de son Tra-

vail ait l ieu sous son nom, ou sous forme anonyme. Son 

silence serait interprété comme une autorisation de pu-

blier le nom. 

[M18b] 

EXERCICE S U » LES COURBES DE DIRECTION; 

Laguerre a appelé courbes de direction (*) les 

courbes algébriques 

telles que les cosinus directeurs de la tangente en un 

point ( x , y ) puissent être exprimés rationnellement en 

fonctions de x et y. En d'autres termes, ce sont des 

courbes pour lesquelles la quantité 

peut s'exprimer rationnellement en fonction de x etj^. 

( ' ) Voir Bulletin de la Société mathématique, 1880. 

L E S RÉDACTEURS. 

P A R M . P A U L A P P E L L . 

f(n>y) = ° 
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Pour que cette condition soit remplie, il faut et il suffit 

que la différentielle ds de l'arc de la courbe soit égale 

à une fonction rationnelle de x et de y multipliée par 

dx. En effet, on a 

ds = y/dx*+dy* = V \**J W dXy 

ày 

en vertu de la relation 

dx -f- ~ dy — o. 
ox dy 

Nous nous proposons d'indiquer un moyen de dé-

duire d'une courbe de direction une infinité d'autres 

courbes de direction. 

Soit 

(1 ) F ( X , Y ) = o 

une de ces courbes. En appelant S l'arc de cette courbe 

on a 

( 2 ) dS = i/7/X^TdY 2 = R ( X , Y ) dX, 

R ( X , Y ) désignant une fonction rationnelle de X et Y . 

Soient z — x -f- yi une variable imaginaire. f(z) une 

fonction rationnelle de z choisie de telle façon que 

tous les résidus de soient nuls. Posons 

( 3 ) Z = X + Y I = f p ( z ) d z . 

L'intégrale du second membre est alors rationnelle 

en z et l'on a, en séparant les parties réelles et les par-

ties imaginaires, 

( 4 ) X = C P ( R , J K ) , Y = < ] > 0 . J K ) , 

?( x >J r ) e t ) désignant des fonctions rationnelles 
d e x e t r -
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Si l 'on fait la substitution (4) , la courbe ( i ) se trans-

forme en une autre courbe 

(5) G O , j r ) = o, 

qui est aussi une courbe de direction. 
En effet, l 'équation (3) donne 

dX-h idY = / a ( z ) ( d x - h i d y ) . 

Changeons i en — a p p e l o n s z0 la conjuguée de z 
et f0 la fonction déduite de f par le changement de 

signe de i. Il vient 

dX- idY = /¿(z0)(dx — idy). 

Multipliant membre à membre, on a 

dX.*+dY*=:f*(z)fS(z0)(dx* + djr*), 

et, en extrayant les racines, 

dS = f { z ) f 0 ( z 0 ) d s . 

Comme, par hypothèse, est une fonction ration-

nelle de X et Y , on a 

R ( X , Y ) 
ds = -r———— d\, 

S(*)M*o) 

ds 

et, d'après les formules de transformation (4) , ost 

une fonction rationnelle de x et j : en effet, ces for-

mules montrent que ^ est rationnel en j e t / . La nou-

velle courbe est donc bien une courbe de direction. 

Exemples. — En partant de la ligne droite et du 

cercle, on obtient ainsi une infinité de courbes de direc-

tion. 

Ainsi prenons 
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nous aurons 

X = x 3 — 3xy2 . 

La droite X = az devient la courbe de direction 

x 3— 3xy 2= a 3, 

ou, en coordonnées polaires, 

r3 cos 3 6 = a 3. 

De même, en faisant 

/ 2 (z) = / 2 ( * ) = (ik-hi)zM 

(k entier positif ou négatif), on déduit de X = ak la 

courbe de direction 

Si Ton prend f(z) — la transformation se ramène 

à une inversion. 

Remarque. — En prenant pour f(z) une fonction 

transcendante uniforme, telle que les résidus de f2(z) 
soient tous nuls, on obtient une transformation faisant 

correspondre à une courbe algébrique de direction une 

courbe transcendante telle que Tare s de cette courbe 

vérifie une équation de la forme 

ds = <t>(x*y)dx, 

<I> étant uniforme. Ainsi, en prenant 

x-f-y i 

f(z)=e~^~ 

(a réel), on a * 
.r 

X = ae n cos —? 
a 

et la droite X = a devient la courbe 

.r - y 
* a cos - = i : 

a 
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c'est la chaînette d'égale résistance de Coriolis, pour 

laquelle 

y 
cos-

a 

[ C 2 h] 

SUR LA DÉFINITION DE L'INTÉGRALE DÉFINIE; 

P A R M . G . B U R A L I - F O R T I , à T u r i n . 

M. Maurice Fouché a publié, sous le même titre, un 

article ( 1 ) dans lequel il démontre, par une méthode 

simple, deux théorèmes connus, sur l'existence de l ' in-

tégrale définie. Une telle méthode est susceptible d'être 

encore simplifiée, et d'être généralisée ( 2 ) . Ceci est, 

d'ailleurs, un résultat connu ( 3 ) , que je me propose 

d'exposer ici sous une forme élémentaire. 

1 . Soit u une classe (ensemble), de nombres réels, 

qui contient effectivement des éléments (u est une classe 

non nulle). Nous écrivons 7'w, l{u au lieu de « limite 

supérieure des u », « limite inférieure des w». Si a est 

un nombre réel, nous disons : 

Définition A . — Quelfu — a quand u ne contient 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, 3e série, t. XV; 

mai 1896. 

( 2 ) On obtient une simplification, en substituant au couple des 

classes contiguës une seule classe et sa limite supérieure ou infé-

rieure ( § 1 ) ; on généralise la méthode parce qu'on peut obtenir 

les intégrales supérieures ou inférieures avec la seule condition 

que la fonction soit limitée dans l'intervalle ( § 3 ) . 

( * ) G . P e a n o , Sull'integrabilità delle funzioni (Atti Acc. 

Torino, i883). Lezioni di Analisi infinitesimale (Vol. I, p. 1 5 -

Torino, 1893). 
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pas de nombres plus grands que a , et qu'elle contient 

toujours des nombres plus grands que x , quel que soit 

le nombre x plus petit que a. 

Définition B. — Q u e lKu — a quand u ne contient 

pas de nombres plus petits que a , et qu'elle contient 

toujours des nombres plus petits que x , quel que soit le 

nombre x plus grand que a. 

Si la classe u admet un maximum, ce maximum est 

Vu. Si la classe u admet un minimum, ce minimum est 

lKu. Si u est une classe de nombres réels et positifs, 

alors l{ u = o quand, quel que soit le nombre réel 

des nombres plus petits que h existent dans u-, c'est-

à-dire quand des nombres aussi petits qu'on veut existent 

dans u. 
Si nous supposons que les nombres réels ne soient 

pas encore introduits, alors les définitions A , B, dans 

lesquelles nous substituons au mot nombre réel le 

mot nombre rationnel, donnent une méthode aussi 

simple pour définir le nombre irrationnel. Nous ne 

pouvons pas développer ici cet argument (*), qui con-

duit à simplifier la méthode donnée par MM. Dede-

kind ( 2 ) et Tannery ( 3 ) . 

Revenons maintenant aux classes des nombres réels 

quelconques. Nous disons que la classe u « a une limite 

supérieure (ou inférieure) », ou que « u est limitée supé-

rieurement (ou inferieurement) », ou que « Vu (ou 

lK u) est un nombre réel » quand il existe un nombre 

réel tel que Vu — a (ou l^u = a). Si u, ç sont des classes 

de nombres réels, avec u — v nous indiquons la classe 

(*) Que je développe dans l'article Les nombres réels, publié dans 

la Revue de Mathématiques, 1896. 

( 2) Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872. 

( 3) Introduction à la théorie des fonctions, T885. 
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dont les éléments sont les différences entre un élément 

de u et un élément de v. Si u — v est une classe de 

nombres réels positifs ou nuls, alors chaque nombre 

de u n'est pas plus petit que chaque nombre de y, et 

réciproquement. Cela posé, nous avons les théorèmes 

suivants(*) : 

T H É O R È M E I . — Si u est une classe non nulle de nom-
bres réels, si a est un nombre réel\ et si des nombres 
plus petits (ou plus grands) que a n'existent pas dans 
u, la classe u est limitée supérieurement (ou inférieu-
rement). 

T H É O R È M E I I . —Si u, v sont des classes non nulles 
de nombres réels ayant une limite supérieure et infé-
rieure (2), et si la classe u est contenue dans la classe v 
(chaque u est un v), on a l!u^l'v, et l{ z/^A v. 

T H É O R È M E I I I . —Si u, v sont des classes non nulles 
de nombres rationnels, et si u — v est une classe de 
nombres positifs ou nuls (3), la condition nécessaire 
et suffisante pour que lx u = Vv est que lK (u — v) = o. 

Les théorèmes que nous venons d'énoncer sont presque 

intuitifs ; leur démonstration est très facile. Nous en 

verrons l'application. 

2. Soient a , b des nombres réels tels que a<^b. Par 

la notation aTb nous indiquons la classe des nombres 

égaux ou plus grands que a , et celle des nombres égaux 

(') Formulaire de Mathématiques, publié par la Revue de 

Mathématiques (Turin, 1896, voir § 3). 

( 2 ) Cette condition restrictive devient inutile, lorsqu'on a défini 

la signification des relations V u — oo, lx u = oc et l'on admet que 

— oc<a<oc . 

( 3 ) Par cette hypothèse et par le théorème I, on déduit que u 

et V v sont des nombres réels. 
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ou plus petits que b \ ce qui revient à dire que a~b in-

dique l'intervalle de a à les extrêmes étant compris. 

Soit f {x) une fonction définie quand x varie de a 
à b (ou définie dans l'intervalle a~b). Suivant une no-

tation introduite par M. Dedekind, nous indiquons par 

f{a~b) la classe dont les éléments sont les nombres 

f(x), lorsque x varie de a à è . Si x0, xK sont des élé-

ments de aTb, alors f (x) est définie dans l'intervalle 

x 0 ~xt et la notation f ( x a été expliquée. 

Nous disons que « f {x) est limitée supérieurement 

(ou inférieurement) dans l'intervalle a*b », quand la 

classe f\a~b) est limitée supérieurement (ou inférieure-

ment), c'est-à-dire, quand l ' f [ a T b ) ou l i f ( a ~ b ) est un 

nombre réel. Si f(x) est limitée supérieurement (ou infé-

rieurement) dans cTb, f{x) est aussi limitée supérieure-

ment (ou inférieurement), dans un intervalle compris 

dans cTb (§ 1 , théorème I) . Nous disons que f {x) est 

limitée dans a~b lorsque f{oc) est limitée supérieure-

ment et inférieurement dans a~b. 

Soit x0i ... xn_i, xn une suite de nombres de 

a~b telle que 

(i) x0 — a, xn = b, x0<x1< <xn-l<xn 

et posons 

Si f(x) est limitée dans aTb, chaque suite (i) , Sf et S i , 

définit un nombre réel et déterminé. Les nombres S', Si 

sont fonctions de f et de la suite (1)5 cela justifie la no-

tation ^adoptée. 

(2) 

S'(/; a, xu ..., Xn-U = 

=r I 
r — n 
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Conservant les hypothèses précédentes, nous indi-

quons par 

les classes dont les éléments sont les nombres respectifs 

S', S M correspondant à toutes les suites ( i ) . Les classes 

sr, Si sont fonctions de y , de a et £>, ce qui justifie la no-

tation adoptée. 

THÉORÈME . — Si a, b sont des nombres réels, a <^b 
el si f (x) est une fonction définie et limitée dans aTb : 
(a). lK s [f ; a, b)et V sK (f; a, b) sont des nombres 

réels ; 
(è). Chaque nombre de la classe sf (f-, a, b), /z'esi 

p/ws petit que chaque nombre de la classe 
( / ; a, 6). 

Démonstration, — O n déduit du théorème II d u § 1 , 

que 

l' f{Xr-~ X r ) < ï f{a~b), l\f{ocr-\*xr)^>llf{a~b); 

de plus, il est évident que 

l ' f ( x r ^ x r ) = l i f i X r - l * #/•)• 

Alors les formules (2) nous donnent 

( 3 ) \ a ' 1 2 7 1 1 — a ) l ' f ( a ~ b ) , ( i ) 

( 4 ) S ' ( / ; a , xu ..., xn-u b) 5 S ! ( / ; a , a?t, . . 6 ) , 

et Ton en tire 

S ' ( / ; a , . . . , xn-u b) f ( b - a ) l i f ( a ^ b ) , 

S i ( / ; a,x . . . , 37 b) = (b — a) V f ( a ~ b), 

Par exemple, la première de celles-ci indique que 

chaque nombre de a , b) est ou égal ou supérieur 

( ' ) On peut observer que (b — a) ï f ( a b) — S ' ( / ; a, b). 



( 5oo ) 

au nombre (b — a)lKf(a ^ et par conséquent 

(§ 1 , tliéor. I ) , la classe s\f-,a,b) a une limite infé-

rieure. La partie (a ) est ainsi démontrée. 

Si nous décomposons chaque intervalle "H xr en 

parties, on déduit des formules (3) que 

[ S' ( / ; a, . . .,.r,, . ..,xn-u . . . ..,xn„ub), 
( S i ( / ; a , . . . . . . . , 6)5; Si ( / ; •, •, b). 
Soit ¿r'0, x\, . . une suite analogue à la 

suite (i), et x"0, X'\, . . . , x"p_{, x"p la suite analogue à la 

suite ( i) qui a pour éléments tous les éléments des 

suites x, x !. On a [formules (5) ] , 

S ' ( / ; a , x u ¿ 0 > S t ( / ; a, . . . , x"p^x, 6), 

et, par la formule (4), 

S ' ( / ; a, . . . , S i ( / ; a, a??, . . . , 6), 

ou encore [formules (5)] , 

ce qui démontre la partie ( ¿ ) du théorème. 

3. Conservons les hypothèses précédentes et écrivons 

les signes / , / au lieu de intégrale supérieure de, 
intégrale inférieure de, puis définissons les quantités 

JC f ( x ) d x , Ç f { x ) d x en posant 
a \_a 

(i) f f{x)dx = hs'{f-,a,b), f /(J7)rf» = /'*,(/;«, 6). 

L'introduction de l'intégrale définie supérieure et in-

férieure dans l'analyse est due à MM. Darboux (*) et 

( l ) Sur les fonctions discontinues (Annales de l'École Normale 

supérieure, 1875 ). 
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Ascoli ( 1 ), qui ont publié leurs articles presque en même 

temps ( 2 ) . La définition sous la forme que nous venons 

d'énoncer est due à M. Peano ( 3 ) auquel est due aussi 

la démonstration du théorème du § Ü. De ce théorème 

el de la définition ( i ) , il résulte : 

T H É O R È M E I . — Si a, b sont des nombres réels, a<^b, 
et si f{x) est une fonction définie et limitée dans V inter-
valle ciT* b, I f(x) dx et f f(x) dx sont des nombres 

Ja *¿a 

réels bien déterminés. 
Nous disons que la fonction f{x) est intégrable dans 

l'intervalle Û h b quand 

( 2 ) f f ( x ) d x = f f ( x ) d x , 

et nous indiquons la valeur commune des nombres (2) 

par le symbole 
j) 

f ( x ) dx. I 
Les hypothèses du théorème I étant conservées : 

T H É O R È M E II. — Si f(x) est croissante (ou décrois-
sante) dans b> f(x) est integrable dans cet inter-
valle. 

T H É O R È M E III. — Si f(x) est continue dans a** b, 
alors f(x) est intégrable dans cet intervalle. 
Démonstration du théorème IL — Supposons que la 

suite (1) du § 2 décompose a H b en parties égales, 

(<) Sulla definizione di integrale (Atti Ace. Lincei, 1876). 

( 2 ) G . P e a n o , Sulla definizione di integrale ( Annali di Mate-

matica, I8G5 ). 

(*) Voir note ( 3 ) , p. 490. 
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c'est-à-dire que 

b — a 
Xx X0 = X-2 — Xi —.. . = xn — xn-\ = — 

L'hypothèse nous donne 

et alors [§ 2, foi-mules (2)] , on a 

S ' ( / ; a, xu . . x n - u b) — S t ( / ; a , . . x n - u b) 

Un nombre /i étant donné, on peut déterminer rc de 

manière que — — . / ( a ) ] s o ' l t P^us petit que h\ 

alors, en vertu de la partie (Z>) du théorème du § 2, on a 

b) — s l ( f ; a , b)] = o 

et, en ayant égard au théorème III du § 1 , on a 

lis'(f',a,b)=zrs ((f\a,b), 

c'est-à-dire 

I f(x)dx=: I f ( x ) d x . 

Démonstration du théorème III. — f(x) étant con-

tinue dans a ^ b, M. Cantor a démontré que, h étant un 

nombre donné, on peut toujours diviser l'intervalle 

a * * b au moyen d'une suite analogue à la suite (1) du § 2, 

de telle sorte que lff(xr_^ xr)— xr) <C h ; 
c'est-à-dire telle que dans chaque intervalle, l'oscillation 

(suivant M. Dini) de f{x) soit plus petite que Le 

nombre h étant donné et la suite étant déterminée, on a 

S ' ( f ; a , x h . . . , xn-t, b) — Si ( / ; a, xx,..., xn-u b)<h(b — a). 

On complète la démonstration comme pour le théo-

rème II. 
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[ I 8 b ] 

GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE DE WILSON; 

P A R M . L O G N O N . 

O n sail que, si n •+• i est un nombre premier, on a, 

(1) n\-hi = (/i-+-i)e,, 

étant un nombre entier. 

Je dis que, si n -f- i est premier, on a 

( 2 ) ( ; I ! ) / > - H ( — I ) P + I = (n-hi)epj 

ep étant un entier et p un entier positif quelconque. 

E n effet, pour p = 1, la formule (2) se confond avec 

la formule (1). Je vais alors supposer que l'égalité (2) est 

vérifiée pour p = k et montrer qu'elle l'est encore pour 

p = k + \. 

Soit donc 

(/*!)*-f- (—i)*+i = (/i + i)ek\ 

multiplions les deux membres par n\ 
( n ! >k+•:1 -i- ( •- 1 >k+1 n ! = ( n -f-1 ) e /, n !. 

Mais, d'après (1), 

ni = (n -f-1)^1 — 1. 

Dans la formule précédente, remplaçons 

( — l ' / ^ n l p a r ( — i) k+i[(n - M ) ^ — I ] ; 

nous avons 

(n!)*+l-+-(—t)k+l[(n -M)^— 1] = (n-hi)n\e/c 

ou 
( * ! + ( _ , )*+i = ( n 1 ) [ „ ! e k ( _ ! )*+2 ^ j, 

( n ! )*+* -+- (—1 )*+*=( /n- \)ek+i. 

C. Q. F . D. 
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[E5] 

S U R L E S I N T É G R A L E S DE F R E S N E L ; 

P A R M . E U G È N E F A B R Y . 

Dans le numéro d'août de ce Journal, M . Jamet donne 

une méthode simple et rigoureuse pour résoudre la 

question suivante : Démontrer que l ' intégrale J * é ~ z % d z , 

prise le long d'un arc égal à ^ sur une circonférence 

ayant pour centre l 'origine, à partir du point z — R , 

tend vers zéro lorsque le rayon de la circonférence aug-

mente indéfiniment. 

O n peut arriver au même résultat par la méthode sui-

vante, qui me paraît plus simple et plus directe. L ' in-

tégrale considérée 

r» R/gforfO 
/ z>R2 (cos2 O-Hi sin 2 6 ) Q ^ 

a un module plus petit que 

7Z 

R 
r ¿o 

J 0 eR8CO82 0 " 

Décomposons cetie intégrale en deux parties, en choi-

sissant un arc 90 fixe compris entre o et On a 

0o 

gR-cos2 0 eRicos2(i() 

do e, 
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e l 

R r cm < R ç* d() 

J b eR2cos2 0 Je ¿Récusai) s¡n<20o 

sin 2 G 

• e — R2 cos 2a0 

< 2Rsin2Ô0 2Rsin20o' 

on voit que ces deux parties tendent vers o avec ~ • 

LICENCE ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. 

SESSION DE JUILLET 1896. — COMPOSITIONS. 

Nancy. 

A N A L Y S E . — I . On considère les fonctions analy-
tiques uniformes qui n admettent d'autres singularités 
que trois points singuliers isolés z = o. z =r a, z 
les parties principales correspondantes étant respecti-
vement 

. k k—a 1 

(z — af 

À désigne un nombre réel entier, a une constante 
quelconque, et 'f(z) la partie principale de la fonction 

3 ' Ì ' - z* log -
2 0 ; 

envisagée dans le domaine de l'infini, le signe log 
indiquant la détermination qui s'annule à Vinfini. 

Soitf(z) celle des fonctions considérées qui est nulle 
pour z = h' 1 

i° Former Vexpression explicite de f (z) et calculer 
son résidu à Vinfini; 

4 n n . de Mathémat., 3* série, t . XV . (Novembre 1896.) 33 
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i ° Tro u ver les period es de V intégrale 
i dz\ 

J ? { z ) t 

3° Trouver la valeur de l'intégrale 
u 

p 
prise le long d'une circonférence concentrique au 
point z — k et de rayon aussi petit qu'on voudra. 

IL S oit S la surface définie par les équations 
x = / ( « } y — - = h ( l f , 

et, soient a, c les cosinus directeurs de la normale 
ÎNIW en un point quelconque M (/¿, v) de celte surface. 
On pose 

« - 2 ( S ) ' -
V ™ V ^ r , V °n'x 

E — y a -, - --, R = > A -—- ? ( I = > a —— ; 
calculer, era chaque point M de la courbe représentée 
par les équations 

i° L'angle m que fait sa normale principale avec la 
direction MW ; 

2° Son rayon de courbure R (on pourra calculer 
, cos TU s inrn\ separement -g— et J • 

¿Appliquer les formules obtenues ci l'hélicoïde 
gauche 

X — V c o s I I , 

y == r sin m . 
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L Le développement en série, dans le domaine de 

l ' inf ini , de 
3 z ! i 

donne o(z) = z -f- 3 ¿ 3 . La fonction f { z ) est, à une 

constante additive près, la somme des trois parties prin-

cipales, et est déterminée par la condition d'être nul le 

pour z = de sorte que l 'on a 

-, N . kiz k — a i 
f(z) = sin h 7 h - — A : - h ' i * * — 3 A*. 

- {z—a)* z —a 

Comme les résidus de cette fonction pour les points o 

et a sont kiz et — I , son résidu à l ' infini est i — ÂT:, et 

le )S périodes de l ' intégrale j* f(z)dz sont '\k~-i et 

2 7Zi. 

Comme ®(k) n'est pas nul et a la valeur k-h a/f3, le 

résidu de ^( j ~ * pour ^ = k est égal à n(k 2À : î), 

n désignant l 'ordre de multiplicité du zéro z = k de 

f{z), eL l ' intégrale proposée de cette fonction est égale 

à i>.mzi(k + 3/r3). 

IL Soient otj, ¡ij, ; a2 , y2 les cosinus direc-

teurs de la normale principale et de la binormale à la 

courbe ; on a 

COSTÏÏ I . , Q N d ' 2 x . d 2 y d2 z 

et l'on trouve immédiatement 

COSTO M'du2 -h 2 F ' du dv G ' dv2 ^ 
= E du'2 -F- 9 F du dv - H G dv2 ' 

on a, d'autre part, 

smw i / . fJ v 
——— = — (a a2 H- b B-2 -f- c v2 ) = 

H K 

a b c 

dx dv dz 

ds ds ds 

d 2 x d 2 y d 2Z 

ds 2  
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En multipliant les deux membres par le déterminant 

a b c 

dx dy dz 

du du du 

àx dy dz 

dv dv dv 

qui a pour valeur y / E G — F 2 , désignant par sf, u', vf les 

dérivées de Tare 5, de u et de y par rapport à et po-

sant 

011 t r o u v e 

sin m 

T = { ( E T I V 2 F M ' P ' + G I / » ) , 

dT d_ /dT 

du' dt {du 1  

dT 

dv 

S'3 - F 2 d /dT 

dt \ dv' 

dT 

dû 

dT 

dv 

Dans le cas de l'hélicoïde, on a 

F = E ' = G ' = O , 

car les lignes coordonnées sont rectangulaires et sont 

les lignes asymptotiques de la surface; de plus, 

E = v2 -h A2, G == 1 et F ' = , k ; on en déduit 

et 

v/p2 -4- k* ' 

sin m 

~K 

M É C A N I Q U E . — Un solide rigide homogène de révo-
lution est fixé' par un point O de son axe de révolu-
tion O:;. Outre la pesanteur, une force dont la fonc-
tion des forces est proportionnelle au carré du cosinus 
de Vangle 8 que fait Oz avec la zénithale OÇ est dis-
tribuée sur le solide; soit A le coefficient de propor-
tionnalité de sorte que cette fonction des forces est 
égale à "k cos29. 

A l instant, initial, après avoir incliné de 6o° sur OÇ 
Vaxe positif Oz sur lequel est situé le centre de gra-
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vité du solide, on imprime à ce solide une rotation ini-
tiale autour de cet axe, puis on laisse le corps solide se 
mouvoir librement autour de son point fixe O. 

On suppose que la masse M du solide, Vaccélération 
g due à la pesanteur, le nombre n qui mesure sur O z 
la vitesse angulaire de rotation, la distance l du 
centre de gravité du corps au point O, les moments 
d'inertie, equatorial et axial, A et C du solide pour le 
point O, sont liés par la relation 

on demande d'étudier le mouvement de Os, ainsi 
que le mouvement du solide autour de Oz dans les 
deux cas suivants : 

X — M gl, X = — M gl. 

Dans le deuxième cas, après avoir discuté, on expri-
mera explicitement en fonction de t, au moyen des 
fonctions elliptiques, les trois angles d'Euler 8, <p 
qui déterminent la position du solide dans Vespace. 

La .somme des moments des forces données par rap-

port à Oz et par rapport à OÇ est nulle-, 011 a trois in-

tégrales premières en prenant : 

i° La troisième équation d'Euler qui donner = 72; 

20 Le théorème des forces vives qui donne, en tenant 

compte des conditions initiales 

| A (/>* M- q*) = l A(sin2 6<j/2-+- 6'2) 

= — M ( c o s 6 — cosOo) -t- X(cos26 — cos260); 

3° Le théorème des moments des quantités de mou-

vement par rapport à OÇ qui fournit, comme dans le 

cas de la toupie, 

A sin2 Ô f + C n (cos 6 — cos 60) = o. 

En éliminant <!/ entre les deux équations, remplaçant 
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cos90 par -i et C2?i2 par sa valeur, on obtient l 'équation 

suivante pour déterminer 0 : 

AO'2 = 2\ (cos2 0 — {) — 2M ffl(cos 9 — | — 

ou, en posant cos 6 = u, 

A tt'2 = 2X(tt«— i ) ( l — W2) 

— 'iMgl{u — i)(i — 

Premier cas. A = + M g/} l 'équation devient 

O \ï o] 

on peut effectuer l ' intégration; en tenant compte des 

conditions initiales, on a constamment u = et 

l 'angle 0 reste égal à 6o°; mais alors on a <!/ = o et 

z>' — j i ]Vnxe O z reste fixe dans l 'espace, et le solide 

tourne autour de cet axe avec une vitesse constante. 

Deuxième cas. \ = — M gl ; 011 a 
„'2 = ( „ _ 1 ) ( w + i ) („2 + M _ A ) ; 

le dernier trinôme restant négatif quand u reste infé-

rieur à i en valeur absolue, u variera de ~ à — ^ et 9 

variera entre 6o° et 120°. Les relations 

r C n j — cosO 
V ^ ~A s i n- 0 ' 

— n — -y cos 0 

montrent que <i varie toujours dans le même sens, 

'V passant par uii minimum et un maximum pour 8 = 6o(> 

et 0 = 1 2 0 ° . 

Pour effectuer l ' intégration dans ce cas, nous poserons 

M gl T 9 m 

() A ' -i •>. x — in 

et nous aurons 

x'- — x" -117 m -x -h 3 jn m* : 
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par conséquent, x est égal à p ( i ) ; on a ensuite 

3 
— 3 6 M 2 ( 2 x — m ) 

(2 x -4- 17 m ) (2 x — 7 m) 
3. 

18 m 2 (*x — iom) 
O — 71— 1 , 

(ix H- 17 m)(ix — 7 m) 

et l'on est ramené à intégrer des fractions rationnelles 

simples, ce qui se fait au moyen de la fonction Ç. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . A S T R O N O M Ì E . — Le 9 août, la 
longitude du Soleilau moment de son passage au 
méridien de Paris, est 

I 3 O ° 4 2 ' 2 8 " . 

I° Déterminer son ascension droite et sa décli-
n a ison ; 

20 Déterminer, le même jour, l'heure sidérale du 
coucher de Vastre. ( On ne tiendra pas compte de la 
variation de ses coordonnées dans Vintervalle.) 

On donne C obliquité de l'écliptique et la latitude 
de Paris 

10 = R>.3° 2 7 ' 1 2 " , 8 , 

à = 48°5o'47". 

Lyon. 

A N A L Y S E . — Intégrer 
(X + , y y H- (a? -M y-y — 5 (x 1 ) / •+• 87 = ^ -4- 1 -h • 

Tout se réduit à intégrer l'équation sans second 

membre. Posons x -f-1 = d'où, pour un entier 

positif n quelconque, 
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avec Pi = et (ani = const.), 

11 viendra ainsi 

d3v d-y , dv 

a3— 2 a 5 - 4« H- 8 = (a — 2)2(a -+- 2). 

On a ainsi un système fondamental d'intégrales 

= i)2, e~2t = (¿F H- i)-2, = (a?-i- i)2L(a7-t- 1). 

M É C A N I Q U E . — Questions de cours : mouvement d'un 
point sur une surf ace ; pression. Mouvement dyun corps 
solide, homogène, pesant, cfe révolution, fixé par un 
point de son axe. 

Grenoble. 

A N A L Y S E . — I . Calculer le volume compris dans le 
trièdre des coordonnées positives, entre les faces xOy, 
xOz. les deux surfaces —, — rr = — 9 a2 y = bx2 et le J a2 b2

 c2 J 

plan parallèle à jO z mené par le point de rencontre 
des traces des deux surfaces sur le plan xOy. 

On a successivement 

bcf r ax* t / \r 2 r ax* . . \ 
-1/ 1 -dx-r- I — arc sin — dx ) 

a3 y a2 J0 a a J 

( î - A ) -

II. intégration de Véquation 

'1 

abc / tz 

1 
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Intégrale générale, et recherche de la solution singu-
lière, en partant, soit de Vintégrale générale, soit de 
Véquation différentielle proposée. 

L'équation, mise sous Ja forme 

dx IX y/—X 

est immédiatement intégrable; son intégrale générale 

est donnée par 

(i) xy*-t- (x-hc)î= o. 
Suivant les valeurs attribuées à la constante c, on a les 

générale, et posant F ( x ^ y , c) = xy2 -h (x -f- c) 2 , d'où 
àF 0 , N ÔF 
— = y2-f- 2 (x H- c), = ixy^ on doit eliminer entre 

F = o et ^ = + O n trouve xy- — o, 

ce qui donne, soit y2 = o, soit x = o. O r , y2= o 
àF àF , . 

entraînant — = o et -r- = o, est, non une solution, 
dx ày  7  7  

mais un lieu de points doubles des courbes intégrales. 

D'autre part, x = o donne — ^ o : c'est donc une 
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solution. Mais comme on a alors c = — x = o, d 'où, 

d'après ( i ) , x(y2 -4- x) = o, la solution x = o n'est 

qu'une partie de la solution particulière qui correspond 

à c = o, et qui se compose d'une parabole et de la tan-

gente en son sommet. 

Il n 'y a donc pas de solution singulière. 

E n partant de l 'équation différentielle et posant 

y,y') = ( ixy*-\-yY -f- 4 x i en supposant y' fini, 

la solution singulière résulterait de l 'él imination de y' 

entre 

{•>) y-, y' ) — o 

et 

( 3 ) ty = ^:r{ 

à la condition que l'on ait (criterium de Darboux) 

/ # X à® r * ' / ; 
<4) -h = ¿y ( >.ry = o. 

De (3) on tire, soit x ~ o, soit 2xyr -hy = o. Avec 

x — o, l 'équation (2) donne j 2 = o , et l 'équation ( 4 ) 

n'est pas satisfaite. Elle 11e l 'est pas non plus quand on 

pose 2xy!y = o. 

Donc il n'existe pas de solution singulière pour 

laquelle y soit fini. 

Pour rechercher si yf co fournit une solution sin-

gulière, on peut changer de variable; en posant xJ = 

011 aura 

( 5 ) ty (y, .r, x') — ( 'i x -h yx' )- -h 4 xx''1 — o, 

dò 

(6) jp = '¿(y9—f-\x)x 4- 4 XV - o, 

cM dò ( 7 ) s -h x' = 2.r (7..r'2-f- -+- Gar) = o. </.r 
Soit .r' = o ; (5) donne x2 = o, (6) est satisfaite ainsi 
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que (7)5 mais, dans ce cas, le critérium est insuffisant, 

s'annulent en même temps. 

La méthode élémentaire ne suffit donc pas ici pour 

décider si x 2 = o est une solution singulière. On a vu 

que c'était une portion de solution particulière. 

M É C A N I Q U E . — Une tige matérielle Â I 3 , pesante et 
homogène, sans épaisseur, qui se meut dans un plan 
vertical, a une de ses extrémités A qui glisse sans frot-
tement sur une horizontale x'x, et elle peut pivoter 
librement dans le plan autour de A. On demande son 
mouvement et la réaction de la droite x'x. 

Cas particulier : on supposera au début la tige très 
peu écartée de la verticale menée dans le sens de la 
pesanteur et abandonnée à elle-même sans vitesse. On 
cherchera Vangle formé par la tige avec la verticale 
et Von calculera la durée d'une oscillation infiniment 
petite. On comparera cette durée avec ce quelle serait 
dans les mêmes conditions si A était fixe. 

Soient il la longueur de la tige, M sa masse; prenons 

x'x pour axe des x , un point O de cette droite pour 

origine, la verticale du point O dans le sens de la pesan-

teur pour axe des y . Nous avons trois inconnues, l 'ab-

scisse x de A , l'angle 6 de A B avec l'axe des y et la 

réaction normale N. Le principe du mouvement du 

centre de gravité et celui des forces vives nous four-

nissent trois équations : 

car = ix) et 

- -y- = »¿'/cOsO r //, 
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et 

, , , d 2 cosO 
(3) —~dv-— = 

( i ) et (2) déterminent le mouvement, (3) donnera N . 

Él iminant x entre (1) et ( 2 ) , on obtient : 

//X / 1 • 0û\ n h 

et le problème est ramené à une quadrature. Dans le 

cas particulier, en appelant a l 'angle d'écart, (4) devient : 

G + s i n 2 e ) S = 2 T ( c o s 0 - c o s a ) -

17 1 fi a 2 02 

r-n remplaçant cosa et cosU par 1 — — » 1 — —> et 

négligeant sin2 9, on trouve pour la durée de l'oscillation : 

U . 

T' 

donc T = — • O11 peut voir de plus que le mouvement 

est le même que celui d'1111 pendule elliptique formé par 

deux masses m et m ' = ~ reliées par un fil de lon-

gueur ~ ? m' glissant sans frottement sur O x . 

T = 714 / J - - Si A était fixe, la durée serait = 
V 3 g 

E P R E U V E P R A T I Q U E : A S T R O N O M I E . — On a mesuré 
Vazimut A{ d'une étoile E par rapport ¿1 une mire M, 
l'heure sidérale étant Déterminer la position du 
plan méridien par rapport à la mire, connaissant 
Vascension droite yR et la déclinaison D de Vétoile, 
ainsi que la latitude du lieu d'observation. 

Calculer Vinfluence que peut avoir sur la détermi-
nation du méridien une erreur de l'heure sidérale Hf inférieure à une seconde en valeur absolue. 

Chercher à quelle heure sidérale Vobservation aurait 
du être faite pour rendre minima Vinfluence de 
l'erreur de l'heure. 
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Données numériques : 

H* i9h37m56%5 
A t 166° 48'5s", 5 

M i4o°33'46",6r> 

Œ> 8i°47' 8", 8 
X 45°II'23" 

I° Le triangle deposition donne 

(1) cos CD sin a = cos h sin A, 

(2) tangCD cosX — sin X cos a = — sin a cot A. 

L'angle lioraire a est donné par 

( 3 ) M-hx = i51ls. 

p / 

\ \ ©\ 
/ E 

Posant 

z . s tangCD 
( 4 ) tangcp = 2 — , 

cosa 

on tire de (2) 

. cota sin(cc — X ) (D) cotA — ^ 
coscp 

Les formules (3), (4), ( 5 ) donnent successivement 

a I 53°5:) '2O' / , 8:> 

G — 82° 22' 59", 91 

A 176° 7' 9",or 

A — A ! io° 18' 16", 51 

Le choix de la valeur convenable de A , mal définie 

par (5) , résulte de la considération de la formule (1) qui 

montre que sinA et sina doivent être de même signe. 
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2° En clilïerenliant (2) où a seul est supposé variable, 

on en tire 

( 6 ) dk = sin2 A ( s i n X -h cota cot A )dz. 

Si = — ± ( 7 , dA = d z 2^,55. 

3° En introduisant l 'angle de position E, 011 a 

cosKsinA . 
( 7 ) d\= r- di. 

sin a 

et si l'on peut avoir c o s E = o, on aura dA = o. Alors 

le triangle Z P E serait rectangle, et l 'angle horaire a , , 

pour l'instant considéré, serait donné par 

t a m ; À 
(8) cosa, — » 

7 tan-cD 

ce qui exige que l'on ait A < ( D , condition remplie par 

les données. 

O n trouve 

— 81 "38' 5o", jC), 

et l 'heure sidérale correspondante sera 

Montpellier. 

A J N V L V S K . — I ° Déterminer les lignes asymptotiques 
de la surface S représentée par Véquation 

z = ci - x'> — G a b x'2y- H- b1 y'* + e. 

Montrer que ce sont, des courbes gauches du qua-
trième ordre, et que deux lignes asymptotiques qui se 
coupent sont situées sur une même surface du second 
ordre. 

20 a et b étant positifs, évaluer le volume limité 
par Iq surface S donnée, le plan XOY, et le cylindre 
elliptique 

a ( x — À Y1 -+-b (y — ;JL)2 = 
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en supposant que les traces de ces deux surfaces sur le 
plan XOY ne se coupent pas. 

i° L'équation différentielle des lignes asyinptotiques 

peut s'écrire sous la forme 

(ax dx — by dy )2 — ab{ y dx -h x dy)-. 

En intégrant on pourra représenter les deux systèmes 

de lignes asymptotiques par les équations 

( ax2 — h y- = 'i xy sj ab -4- a , 

( z — 4 a  xy -T-  a 2  c  

( ax2 — by- — — 'ixy \/ab -h 3 , 

< 

( -3 = — 4 P sjctb xy h- ¡32 -h c ; 

ces deux courbes sont situées sur la surface du second 

ordre 

: = (a + ¡3)(rc.r2-+- by-)-\- 'i( a — $)xy y! ab — a3 -s- c. 

2° En posant 

N 0 0 . 
x — A = rosi). v — a — —!— sin 0, 

sja y/h 

on a 

v = I p do I dQ. v = I p dp I X l v ^ 

En développant la valeur de s et supprimant les 

termes d'ordre impair en sin8 ou cos 9, dont l 'intégrale 

esl nul le , on a 

J
„fÎl „ÎTZ 

I P dp I [a2 » -+- />* (JL* — 6 X2 ta2 -4- c» 
r - - o ô H - 6(aX2 — b JJL2 )p2 cos2 0 -F- pi cos 40] dO 
izh 

= _ _ + ¿>2 jjtV — G«Î»X2{JL2 -4-C). 
/ «¿> 
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Ce volume est équivalent à un cylindre droit ayant 

même base et pour hauteur la parallèle à l 'axe O Z pas-

sant par le centre de l'ellipse de base et limitée à la sur-

face S . 

M É C A N I Q U E . — I ° Les coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires d'un point d'une surface fixe sont déter-
minées par les équations 

x = u sin y — u cos*>, z = \Ju2—i, 
où u, v sont deux paramètres variables. Un point 
matériel, non pesant, de masse égale ci Vunité se meut 
sans frottement sur cette surface, sous Vinfluence 
d'une force attractive proportionnelle à la distance, 
issue de l'origine des coordonnées, et dont l'intensité 
est égale h V unité pour l'unité de distance. 

On demande : i° de former V équation aux dérivées 
partielles dont il suffit, d'après le théorème de Jacobi, 
de connaître une intégrale complète pour avoir les 
équat ions finies du mouvement ; 2° de trouver une in-
tégrale complète de cette équation ; 3° de déterminer 
la trajectoire et la loi du mouvement en supposant que 
l'on a, à l'origine du mouvement, 

X = 2, y — 

et que la vitesse initiale est parallèle à l'axe des y 
et égale à l'unité. 

2° Un point matériel pesant, sollicité par une force 
pour laq uelle" il existe une fonction des forces^ est as-
treint à se déplacer sans frottement sur une courbe 
fixe située dans un plan vertical. Peut-on déterminer 
la fonction des forces de manière que le point soit en 
équilibre quelle que soit sa position sur la courbe ? 

Examiner en particulier le cas oii la courbe donnée 
est une parabole dont l'axe est vertical. 
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i° La force vive est 

a 2 — i 2w2— i 1 a2 

relation où l 'on a posé 

? _ 8T , 2 w2 — i ST 

Soit 

P = 5—, = w' — et q = ~ =z ¿¿V. 
^ OU M 2—I  1 Iv 

K = pu' -T- qv' — T ; 

la fonction des forces est 

U = - J r d r = — ^ = i — 11K 

Si l'on pose 

H = K - U = a > - ' Si + 
1U2 — I 2 2 W2 

l 'équation de Jacobi est 

oS . M2 1 /oS\2 I /8S \ 2 s« 2 a 2 — 1 v W u*\is> ) 

1_ /8SN 

¿2 V ^ y 
+ 2M2 — I = 0 . 

On obtient une intégrale complète en prenant pour 

S une fonction de la forme 

S == — ht 4- oîv -h/(a), 

d'où 

/ 1 777—N2 A'2 

— 2k H f (ll) 4 —1 = 0 
2 M2 — I II2 

et 

« , . R a/h/2 — a2— w2(2?/2—o ; ; rfw b = — /¿¿-i-apzh: 14 / : (2M2 — I) — • 
j y u*—i  v M 

Le mouvement est alors déterminé par les équations 

~ f \ / { u2 - I ) [ 2 hu* - «2 - (2 H2 - I )] * = P> 

§S _ /" / 2 w2— 1 __ 
àï ~ p  a J V 0 [ — a' 2— —i)l "w" ~  T' 

^ 4 / 1 « . D E Mathémat., 3 E S É R I E , T. X V . ( N O V E M B R E 1 8 9 6 . ) 3 4 
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et la vitesse sera donnée par les formules 

, a 

2/m2 — a2 — W2(2M2 — i) , „ 
^ T * ( u ' ' — 1 ) » 

t . 2 > 

Pour t = o, on suppose 

x — 2 , y— o , x' = o , y ' 

par suite 

7T , , 
U = 1, V = — j II =z O, V -

2 

on en déduit 

a = — 2, h — 

Les équations du mouvement deviennent alors 

*7t 2 f/w TC I / 
ç = - q z I 1 = - = p a r c t a n g - 4 / 

2 X W V/(W2__J ) ( 4_M2) 2 2 V M 2 — 1 

t = 
, , A — w2 

=fc I - = z n a r c t a n g 4 / ; 

m ne pouvant varier qu'entre i et 2, on doit prendre 

partout le second signe. Ces équations peuvent encore 

se mettre sous la forme 

4 — N 2 s i n 2 1 
u* = i -4- 3 c o s ? f , c o s 2 — — 

3 M2 I H- 3 c o s 2 £ 

ou encore 

x =2 c o s f , ^ = ^ = 

la trajectoire est donc une ellipse située dans le plan 

z = x~-> et le rayon vecteur passant par le centre dé-

crit des aires proportionnelles au temps. 

Soit <p y) = o l'équation de la courbe dans son 

plan, et F ( . r , y ) la fonction des forces, le point étant 
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supposé assujetti à rester dans le plan de la courbe. La 

courbe cp doit être une courbe de niveau, c'est-à-dire 

qu'elle doit avoir une équation de la forme F = c, de 

sorte que l'on peut prendre 

/"'étant une fonction arbitraire dex2— ipj. 
On a un cas particulier simple, si f est supposé 

constant. 

A S T R O N O M I E . — Calculer l'heure sidérale à laquelle 
un astre a un azimut donné : 

Ascension droite de Vastre.. -f- 65°4'/ 7 " ,9 

Déclinaison — 53° 58' 5 3", G 

Azimut donné -+-3*20° 5' 34% 4 

Latitude du Lieu — 67° 28' 4'2">8 

\ étant la colatitude, 8 la distance polaire, E l'angle 

des grands cercles joignant l'étoile au pôle et au zénith, 

on a 

f étant une fonction arbitraire. 

les composantes de la force seront 

X = 2 x f , Y ^ - i p f , 

. sin A . . „ 
sin E = —- sin ( A — 1800), 

sino 

3Go° — M A - E - i S o - S m — 
cot 

2 
= tang . 8 - X " 
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O n t r o u v e 
E = 155° 17' 37", 9, 

Al = 338° 5'41", 5, 

H — ifï -}- iR — 3O3°47'49% », 
o u 

?.oh i5m 11% 29. 

Marse i l l e . 

A N A L Y S E . — M. Sophus Lie a proposé le change-
ment de variables défini par les trois équations 

x' -4- sj — i y' -h s -h xz = o, 

x(x' — 1 y' ) H- y — z' = o, 

z' p q (x'~ yf^îy') = o. 

Démontrer que Von peut déterminer p, p' et q' de 
sorte que la relation 

dz' — p'dx — q'dy' — p(dz — p dx — q dy) — o 

soit une conséquence identique des deux premières 
équations différentiées totalement, quand la troisième 
équation est supposée vérifiée. Calculer alors 

x' -+• sf^i y\ x' — / = 7 y ' , z\ p et q' 

en fonction de x, y, z, p et q. 
Si le point xyz décrit une ligne droite, démon-

trer que, quelles que soient les valeurs de p et q, le 
point x'yfzf est sur une sphère déterminée. 

Si Von imagine un plan passant par la ligne droite 
et dont Vorientation, en variant d'une manière conti-
nue, détermine les valeurs de pet de q (dz = pdx ~ï~qdy 
dans ce plan), le point x1 y1 z1 tracera une ligne sur la 
sphère. Le plan tangent à la sphère en chaque point de 
cette ligne sera déterminé. On aura dzr= prdx' + qf dy!. 
C'est dans ce sens que Von peut dire quà une droite 
la transformation fait correspondre une sphère. 
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En remarquant : i° que la tangente à une ligne 
asymptotique a trois points confondus avec la surface; 
2° quune sphère tangente à la surface a avec cette sur-
face une intersection qui présente ordinairement au 
point de contact un point double à tangentes distinctes, 
mais que les tangentes sont confondues suivant la di-
rection de Vun des axes de Vindicatrice, quand la 
sphère a pour centre Vun des centres principaux de 
courbure (on dit alors que la sphère est osculatrice), on 
peut démontrer qu'à la tangente asymptotique la 
transformation fait correspondre une sphère oscula-
trice, et que, comme conséquence, les lignes asympto-
tique s d'une surf ace deviennent par la transformation 
les lignes de courbure de la surface transformée. 

Difïérentions les deux premières équations, ajoutons-

les ensuite après les avoir respectivement multipliées 

par des indéterminées et e t identifions avec 

l'équation différentielle proposée. Nous aurons 

Xi (dx' -i- s/ — i dy' -h dz -h z'dx -h x dz') 
H- \2[dx(x'— \j — iy') -+- xdx'— sj — i xdy'-H dy — tfc'] == dz'—p'dx — q*dy'— p(dz — p dx — q dy). 

E n identifiant les coefficients des mêmes différen-

tielles dans les deux membres, on a 

I — X [ X X 2 , 

— p' — XJ —f- l2x, 

— q' — \J— i (Xt —X2^>, 

— p = Xi, 

pp = XIZ'-R- X 2 (x' sj— I Y ) , 

pq = x 2 . 
O n a, avec les équations proposées, neuf équations 

pour déterminer les huit quantités x\ y\ z\ p', q\ p, X, 

et X2 en fonction des autres. Le calcul va nous montrer 
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que ces neuf équations sont compatibles à cause de la 

troisième équation proposée. En effet, on a facilement 

P = = h = 1 = —p' _ —g' 

— 1 q —x — q -i-i-qx y/^TY (—\—qx) 

= PP 
— z'+q (x' — i y) 

L'égalité du premier et du dernier rapport donne 

précisément 

P= — q {x'— i y ) , 

ce qui est la troisième équation de M. Lie. 

On a facilement ensuite les formules ( j ) 

x -h s/— i y' = — z — x 
q — x 

- , y - + - P 
v  J q — x 

px -h < 

q — a 

qx — i 
q -h x 

/ qx-\-i 
q — — y/— I 
1 q -h x 

Ce sont les formules d'un changement de cinq va-

riables en cinq nouvelles variables. A u point de vue 

géométrique, on peut considérer x,y, z, /?, q comme 

définissant l'ensemble d'un point d'une surface et du 

plan tangent en ce point, et xF, y', z', p', q' définiront 

un point de la surface transformée et son plan tangent. 

En effet, si dz — pdx — qdy = o exprime la condition 

à laquelle satisfait un déplacement infiniment petit 

dans le plan tangent, il résulte du calcul précédeut que 

la même condition dz' — p'dxr—qfdy' = o sera satis-

» 
(*) Voir G o u r s a t , Leçons sur Vintégration des équations aux 

dérivées partielles, p. 266. 
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faite pour la surface transformée et réciproquement. 

On peut énoncer ce résultat en disant que la transfor-

mation transforme deux surfaces tangentes en deux sur-

faces tangentes (transformations de contact de M. Lie). 

Si l 'on sui t une courbe sur une surface, x, y, z , p, q 
ne dépendront que d'un seul paramètre. Il en sera de 

même de x\y\ z', p\ qf. Donc, à tous les points d'une 

courbe et aux plans tangents en ces points à la surface, 

correspondent points de courbe et plans tangents dans 

la transformation. 

O n peut encore considérer une courbe isolément et 

se donner des variables p et q en chaque point x,y, 
par exemple par la position d'un plan tangent à la 

courbe en chaque point; on aura des transformations 

correspondantes. 

Dans le cas d'une ligne droite, dont les équations 

sont 

ax -+- by -4- cz -4- d = o, 

a x -f- b 1 y -+- c' z + <¿' = o, 

on aura en même temps les deux premières équations 

de M. Lie, ce qui donnera la condition 

a b c d 

a' b' c' d' 

sf^îy' 

C'est l'équation d'une sphère. 

La loi suivant laquelle p est lié à q en chaque point 

de la droite détermine une courbe sphérique et les plans 

tangents à la sphère en chacun des points de cette courbe. 

A trois points confondus sur la droite correspondront 

trois points confondus sur la sphère : c'est de là que se 

tire la dernière partie de la question proposée. 
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M É C A N I Q U E . — Dans un plan donné, un canal circu-
laire A est mobile sans frottement autour de son centre 
(fui est fixe. Dans ce canal, dont Vintérieur est dépoli, 
se meut un point B, non pesant. 

On donne au système un mouvement initial. Etu-
dier le mouvement subséquent. 
Etudier le cas particulier suivant : 
La masse du canal est égale à dix fois la masse du 

point B. Le rayon du canal est égal à deux mètres. Le 
coefficient de frottement du point à Vintérieur du 
canal est égal à un dixième. 

si l'instant initial, le canal est sans vitesse et le 
point B a une vitesse égale à l'unité. 

Soient 0 le centre fixe du canal A et Ox une droite 

fixe dans le plan où se meut le canal. Désignons par C 

i 
\ 

un point invariablement lié au canal et situé sur sa 

circonférence. 

Soient a l'angle # O C et ¡3 l'angle C O B , ces angles 

étant comptés de droite à gauche. Nous appellerons M 

la masse du canal A et m la masse du mobile B. Nous 

désignerons par R le rayon du canal dont le moment 

d'inertie sera alors M R 2 . 

Puisque le canal est dépoli, l 'action du canal sur le 

point ne sera pas normale au canal, si la vitesse relative 

du point sur le canal n'est pas nulle. Cette action pourra 

se décomposer en deux forces, l 'une normale N, l'autre 
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tangentielle N/*, en désignant par f le coefficient de frot-

tement. Cette composante tangentielle, dont la valeur 

absolue est N f , sera dirigée en sens contraire du mou-

vement relatif du point B. 

Les composantes de la réaction du point B sur le 

canal seront égales et contraires aux précédentes. 

Dans ce qui suit, on supposera que la valeur initiale 

de est positive. O n verrait sans difficulté comment il 

faudrait modifier les équations si la valeur initiale de 
. . , . 

était negative. 

La composante N de l'action du canal sur le point B 

est évidemment dirigée suivant B O . Nous la compte-

rons donc dans le sens B O , et par conséquent la com-

posante tangentielle sera égale à — N f si on la compte 

dans le sens où ¡3 croît. 

Si l 'on projette sur la tangente et sur la normale en 

B, les équations du mouvement du point seront 

Enfin, si l 'on étudie le mouvement du canal, le théo-

rème du moment des quantités de mouvement, par rap-

port au point O , donnera 

(3) 

Des équations ( i ) et (3) , on tire l'équation 

M m H ~ = — N / ( M -+- m), 

qui montre que ^ va toujours en décroissant, tandis 

doL 
que l'équation (3) montre que va toujours en crois-
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sant. Enfin l'équation (i) montre que ^ ^ ^ ^ v a t o u ~ 

jours en décroissant. 

Des équations ( i) et (2), Ton tire 

dt* [ dt J 

d'où l 'on tire, en désignant par M0 la valeur initiale de 

¿(a-t-ft) 
dt ' 

m d(a-T-fi) = Mo 
1 ^ di i-h u0ft' 

Ensuite, les équations (1) et ( 3 ) donnent 

d 2Ci #(<*-+- Q) 

d'où l'on tire, en désignant par la valeur initiale de 
d% 

dt' 

dy. d(cL -H 3) __ 
( 5 ) M -4- m d t = M P O + W M O . 

Les équations (4) et (5) donnent alors 

,T d-L mu0 
( 6 ) M - 7 7 = M PO -4- m u0 Tt > 
v ' dt i-\-uQJt 

d$ (M-f-m)wo 

Pour i = o, est égal à — u0 — v0 qu'on a supposé 

positif, puisqu'on a supposé que la valeur initiale de 

était positive. Cette quantité va en décroissant, et 

elle s'annulera pour une valeur de t fournie par la re-

lation 
M ( W 0 — P 0 ) 

(A) 
F I L O ( M PO - H N I U 0 ) 
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Dans cette expression, le numérateur est positif-, 

quant au dénominateur, il peut être positif ou négatif. 
J Û 

S'il est positif, deviendra nul au bout d'un certain 

temps et. à partir de cet instant, les équations (6) et 

(7) ne conviendront plus. Alors le point B restera fixe 

sur le canal et tout le système tournera d'un mouvement 

uniforme autour du point O. Si , au contraire, le déno-

minateur est négatif, ~ ne s'annule jamais et les équa-

tions (6) et ( 7 ) conviennent indéfiniment. Mais alors 

l'équation (4) montre que la vitesse absolue du point B 

tend vers zéro lorsque t augmente indéfiniment. 

Ce dernier cas se réalisera en supposant u0 positif, 

avec négatif et suffisamment grand en valeur absolue. 

La vitesse absolue de B tendant vers zéro, la pression N 

tend également vers zéro, comme le montre l'équa-

tion (2) et, par suite, le frottement N / t e n d également 

vers zéro. On comprend ainsi que le frottement, deve-

nant infiniment petit, n'arrive pas à détruire la vitesse 

du canal qui, tout en décroissant en valeur absolue, tend 

vers une limite différente de zéro. 

L'équation ( 4 ) demande une observation. Il semble 

que, si //o était négatif, ^̂  pourrait croître indéfi-

niment. 

Mais, pour en rester dans l'hypothèse admise où la 

valeur initiale de est positive, on voit que, si u0 est 

négatif, il faut que v0 soit aussi négatif. Mais alors la 

valeur de fournie par l'équation (8) , est positive, et 

elle est inférieure à la valeur de t , qui annulerait 

i - i - U y / i . On n'a donc pas à examiner le cas de 

1 -h u0ft = o, car les équations cessent de convenir 

avant d'atteindre la valeur d e i , qui vérifierait cette der-

nière équation. 
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Pour terminer la solution, il reste à trouver les va-

leurs de a, ¡3, a -f- ¡3 en fonction du temps, ce qui ne 

présente aucune difficulté. 

Le cas particulier indiqué ne présente aucune compli-

cation, il permet seulement de préciser la question par 

des données numériques. 

En résumé, les vitesses absolues du point et du canal 

tendent à devenir égales. Si la vitesse absolue du canal 

n'est pas trop grande, l'égalité se produira et, à partir 

de cet instant, le canal et le point formeront un système 

invariable animé d'un mouvement de rotation uniforme 

autour de O . Mais si la vitesse absolue du canal est trop 

grande par rapport à la vitesse absolue du point B et si 

les deux vitesses absolues sont de sens contraire, le mou-

vement se continuera sans que les vitesses deviennent 

jamais égales, la vitesse du point B tendra vers zéro et 

la vitesse angulaire du canal tendra vers une limite dif-

férente de zéro. 

A S T R O N O M I E . — Connaissant Vanomalie vraie v 
d'une planète, ainsi que la longitude du nœud ascen-

dant, Vinclinaison i et Vargument (o de la latitude du 
périhélie de Vorbite, calculer la longitude l et la la-
titude b héliocentrique de cette planète. 

Ç = 1 5 8 ° 2 9 ' 1 7 " , 8 , 

8o°46' 39", o, 
I O ° 3 7 ' I O " , O , 

to = 68° 51 ' 10", o. 



( 5 3 3 ) 

On peut se servir des formules 

tang(Z — Q>) — tang¿¿ eos — 

tang b = tang i sin(l — SI), 
où 

U = V -h O). 

Les tangentes suffisent pour déterminer les angles 

( l — Q) et car sin (/ — S ) et sin u ont le même signe 

et b est compris entre —90o et -f-900. 

On a 
u = 2 2 7 o 2 0 ' 2 7 " , 8 , 

tang u 0,0355.293 

c o s í 1 , 9 9 2 4 . 9 7 3 

t a ng ( / — SI) 0 , 0 2 8 0 . 2 6 « ) 

l — & = 226°5O'5O",9, 

/ = 3 0 7 o 3 7 ' 2 9 " , 9 , 

sin (l — Sl) — T,863o.465 

tang i 1 , 2 7 2 9 . 9 2 4 

tang 6 —T, I36O . 389 

Les signes placés devant les logarithmes se rapportent 

à la quantité elle-même. 

Toulouse. 

ANALYSE. — I . On donne deux nombres réels posi-
tifs m, n dont la somme m -+- n est égale à Vunité, et 
Von demande de calculer la valeur de Vintégrale 

Jo 
dans laquelle a désigne un nombre réel donné et choisi 
de façon que celte intégrale ait un sens. 
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Appliquer au cas oit Von a 
f 

m — n — 
i 

II. x,y, z désignant des coordonnées cartésiennes 
rectangulaires, déterminer une surface satisfaisant à 
V équation 

/ X / \ dz 

et passant par le cercle défini par les équations 
x = o, y*-\-z* = I. 

Déterminer aussi une surface satisfaisant à la même 
équation et passant par la droite définie par les équa-
tions 

x — y — z. 

III. Définition et détermination des lignes de cour-
bure d'une surface donnée. 

M É C A N I Q U E . — I . Étudier le mouvement d'un point 
matériel assujetti a décrire la courbe parfaitement 
polie représentée par Véquation 

2 2, 2 
x z -hy* = a 3 , a const. 

et soumis à l'action d 'une force perpendiculaire à Ox, 
dirigée vers cet axe et variant en raison inverse de la 
racine cubique de Vordonnée. On supposera que le 
mobile part sans vitesse initiale du point de coordon-
nées x = o, y = a et qu'il commence à se mouvoir sur 
l'arc compris dans l'angle yOx formé par les parties 
positives des axes de coordonnées. 

Montrer que cet arc de courbe est brachistochrone 
pour cette loi de force. 
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IL Un corps solide partant du repos est assujetti à 
tourner autour d'un de ses points O supposé fixe et 
mis en mouvement par un couple de percussion. On 
demande de déterminer la valeur de la force vive 2T 
que prend le corps. 

Supposons maintenant que le même corps partant du 
repos soit mis en mouvement par le même couple de 
percussion, mais que Von fixe un autre de ses points A. 
de façon qu'il soit contraint de tourner autour d'un 
axe fixe OA. Calculer la force vive iT' qu'il aurait 
dans ce cas et montrer que cette force vive est infé-
rieure à celle qu'il aurait acquise dans le premier cas, 
c'est-à-dire que Von a 

T ' < T . 

On donne en grandeur et en direction les axes prin-
cipaux d'inertie du corps relativement au point O et 
le moment du couple de percussion. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — En un point dont la latitude 
est 4 3 ° 3 6 / 4 5 % 3 , on a observé une étoile. On a trouvé 
l'angle horaire égal à 3 H 4 5 M 8 S , I 5 et la déclinaison à 
4 - 8 ° i 2 ' 4 6 % 9 . On demande de corriger ces coordon-
nées de la réfraction atmosphérique. On admettra 
qu'à la distance zénithale z à laquelle se trouve la 
position observée, la correction à apporter à la dis-
tance zénithale observée pour avoir la distance zéni-
thale vraie est CL tang z, ou 

CL — 58", 3. 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 1744. 
( 1 8 9 6 , p . 4 4 0 . ) 

Soit w le centre de courbure d'une courbe (m), corres-

pondant au point m. On considère une droite D qui coupe 

le segment tom suivant un angle donné et le divise suivant 

un rapport donné. Construire le point où D touche son 

enveloppe, ainsi que les centres de courbure successifs de 

cette enveloppe. (E. D U P O R C Q . ) 

S O L U T I O N 

P a r M . L a G é o c i n e . 

Soit u/ le centre de courbure de la développée de (m) cor-

respondant à a). Appelons a le point où D coupe mui et a' le 

point qui partage to to' comme a partage mw : la droite a! a est 

la normale en a à la courbe lieu des points tels que a. Les 

droites, telles que D, faisant toujours le même angle donné 

avec les rayons de courbure de (m) , la perpendiculaire D' 

abaissée de u/ sur D est une normale à l'enveloppe de D. Cette 

droite D' passe par a' et fait avec o W un angle égal à l'angle 

constant de D avec mw; on peut alors, comme précédemment, 

construire le point où elle touche son enveloppe, c'est-à-dire le 

centre de courbure de l'enveloppe de D. La droite D' étant déter-

minée d'une façon analogue à D, on peut construire le centre de 

courbure de son enveloppe et ainsi de suite. 

QUESTIONS. 

1750. Soit m un point quelconque d'une conique de centre O ; 

par les points O et /n, on mène les droites Op et mp, égale-

ment inclinées sur les axes, respectivement, que la droite O m 

et la tangente en m. La perpendiculaire élevée à mp au pointp 

passe pai* le centre de courbure en m. (E. D U P O R C Q . ) 
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[U3] 

SUR LE PROBLÈME DES TROIS C O R P S ; 

PAR M . D. GRAVÉ, à Saint-Pétersbourg. 

Le problème qui consiste à déterminer le mouvement 

de trois corps s'attirant mutuellement en raison directe 

de leurs masses et d'une certaine fonction de leurs dis-

tances réciproques, se ramène, comme l'on sait, à la 

résolution du problème du mouvement de deux corps 

s'attirant mutuellement, et attirés vers un centre fixe, 

avec des forces proportionnelles à certaines fonctions : 

i ° de leurs masses; 2° de la distance entre ces deux 

corps ; 3° des distances des deux corps au centre fixe. 

Nous parvenons ainsi à la considération d'un système 

de douze équations du premier ordre : 

dx dll dy dll dz dll 

~dt - - ¿ r dt V dt 

d* 

dt 

_ du 

dX 

dr{ 

dt 

1! 

d' 

dt 

dll 

dxx dll dyx _ dll dzi dll 

~dt dt àrn
9  ht ~ àlA 

d\ ! _ du dra dll dZ 1 _ 011 

dt ~~ dXi dt dt dzx ' 

H = = u - — ( g * 
un 

+ Ç2) L_ 

U étant la fonction des forces 5 m, mK les masses de 

deux points; x, y, z9 yif zi les coordonnées des 

points-, 7], Ç, Tj|, Ç, proportionnelles aux projec-

tions des vitesses des points sur les axes des coor-

données. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t ,XV . (Décembre 1 8q6.) 35 
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M. Bertrand (*) introduit des variables nouvelles : 

u = y l = X2 z-2y 

q = -+-yyt -f- zzu 

w = -j-y rt -r-zÇ, w i = Xiti-r-yiTn-hSuÇu 

r = Ç, rx = x\x -hyrn-h z ' u 

s ~ Yi7ii KL 

Une de ces dix variables est une fonction des autres, 

car l'équation 

D = 

est satisfaite identiquement. 

Les variables de M. Bertrand satisfont aux équations 

différentielles suivantes(2) : 

u Q w r\ 

<1 uA r w 

w r V s 

r i s l-l 

du 

~di 

9. W 

In  9  

dii\ 

~dt~ ~~ mx 9 

dq 

dt 

r 

m 

r i 

- - = «2 a cv-r- 2 • /', 
al 

5 , , Q 

ds^ 

dt 
: /• -f- a/' -I- p ( tv -+- (Vj ), 

dv\ 
= 2 OC i 

~dt 
= 2 OC i 

dw\ vy 

~dt 

dry s 

~dt m 

«>ih 

FI M, 

ou a, a«, ¡3 sont des coefficients qui dépendent des forces 

et s'expriment par ¿¿, u u q. 

( 1 ) B E R T R A N D , Mémoire sur Vintégration des équations diffé-

rentielles de la Mécanique ( Journal de Mathématiques pures et 

appliquées, t. XVI I , p. 32). 

( 3 ) B O U R , Journal de l'École Polytechnique, X X X V I " Cahier, 

t. X X I , p. 35. 
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Nous nous proposons ici de résoudre la question sui-

vante : trouver toutes les intégrales des équations de 

M. Bertrand indépendantes de la loi des forces. 

Soit l'intégrale cherchée 

V(u, uu c, Ci, wu r, r u g, s). 

La dérivée de cette fonction, prise par rapport au 

temps, doit s'annuler à cause des conditions du pro-

blème, ce qui donne 

oY 2 OY 2 OY 
«> -; — W\ H — ( 2 a w -h 2 3/') 

Ou m Oui m\ Ov 

ó Y , 0 , OY/r 
-f — ( a a ^ ï ' t + ^ / ' i l - r i  

W) Ocj \m m/ 

0\ ( <> 0 \ r)V / r4 

OYf s 

Or \ tilt 

~ [ A I / ' + A / ' I + H- Î V , ) J 

Pour trouver toutes les intégrales, qui soient indé-

pendantes de la loi d'attraction, il faut égaler à zéro sé-

parément les coefficients des a, a , , ¡3, ainsi que le 

terme indépendant des forces. 

En posant 

OY OY 0\ OV 
a = iw h v h s j- /"* -T— ? 

Ou Ow 0r{ Ocj 

<)Y OY OV OV 
1) — 2 «'i -r h Vi h 5 h /'i "t i 

oii\ 0[v{ Or 0(j 

nous obtenons le système de quatre équations 
(0 

I 
Cl 

m ni\ 
— <>, 

00 
ÔY 

2iV h 
Ov 

OY 
u r— 

c w 

OY OV 

(3) 
ÔY 

2(Vj — -f-
Oç t 

0\ OY OY 
-h /• — = 

Os 



( 54o ) 

dV dY /OY dY ^ ^ ^ / 0Y_ dY \ 

2 7 t)n 1 ^ \c)«> dw\ ) 
( 4 ) ) dV dY , <)Y 

En combinant ces équations deux à deux, au moyen 

du symbole de Poisson, nous parvenons au système 

complet suivant : 

a ~ o, b — o, ( 2 ) = o , ( 3 ) = o , (4)== o, 

dY dY dY dY ÔY ÔY 
( j) iu — h r- h q- s r= o 

du dv dr! ôr  1 <)q Os 

dY OY dY dY dY dY 

(7) 

( idW dY\ . sdY 

dY dY dY dV 

dY 

dr 

i i dY dY\ f . 

i d y , à y _ 
f  1 (î '  1 1 ¿g  Q' S dv  V i ds 

/ ^ dY dV (dY dY \ 

1 1 7 diii du dwt) 
( 9 ) j dY dY , dY 

f -+-V- h Vi h ( ( V -f- Wi)— = o . 
[ dr drx dq 

Voici la Table des valeurs du symbole de Poisson : 

a. b. (-2). (3). (4). 

ci o o ( 5 ) o ( 7 ) 

b o o o (6) (8) 

(2 ) —(5-) o 0 0 0 

( 3 ) o — ( 6 ) 0 0 0 

(4 ) - ( 7 ) - ( 8 ) 0 0 0 
(5 ) ia o —2(2) o —(4) 

(6 ) o ib o —2(3) —(4) 

( 7 ) O ( 9 ) —(4) o — 2 ( 3 ) 

(8 ) (9) o o —(4) - 2 ( 2 ) 

(9 ) <> « ( g ) (7) (5)H-(6) 
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(5). (6). <7>- (8). (9). 

a o 0 - ( 9 ) o 

b —ib - ( 9 ) O o 

(2) . . . a (a ) o (4) O - (8 ) 

(3) 2(3) 0 (4) - ( 7 ) 

(4) . . . (4) (4) 2(3) •2(2) - ( 5 ) - ( 6 ) 

( 5 ) . . . . O (7) -(8 ) (9) 

(6) O - ( 7 ) (8) (9) 

(7) ••• ~ ( 7 ) (7) O <5)-(6) 2 a 

(8) . . . (8) - ( 8 ) ( 6 ) - ( 5 ) O 2 b 

(9) ••• - ( 9 ) - ( 9 ) — i a —ib o 

Montrons que le système ci-dessus admet une inté-

grale complète au moyen de la méthode de Bool-Kor-

kine. En intégrant l'équation a = o, nous parvenons 

au système 
du dw di\ dq 

2 w v ~~~ s r 

Les trois intégrales indépendantes sont 

uv — — ws — vi\ = a2, rrt — qs = a3. 

Introduisons les nouvelles variables a4, ou, a3 au lieu 

des anciennes M, W, /*I, Q, 

V == W(ax , a2, a3, v u w u e, r, 5). 

Les autres équations se transforment en un système 

nouveau 
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! (AV OW a ,r + ot3P rAV 
1 h /'- h 2— : - -

t)V\ OW 1 S OOCi 

. • , X<AV (W 
( 5j ) < -h ( «'! V — /V? ) h P — 

f)OL2 US 

/ a2 /' -+- a3 p \ cAV 
-+- ux s — r H ) = o, 

\ s 1 O0L:i 

d\\ (AV a o r + a ^ à\V <)\X 
2 rv~ 2 a2 — = hiiiP-— 

cw ()vx s ow i 

/ r x < i ) W r / (G!) < -4- - h 2 a 1 r - - - h | r a 2 — p(ai-+-a3)] — 

/ a2 r H- a3 p \ cAV 
H- rai — i i ia 9 + wx

 :— —— = o, 
\ " 8 1 

(AV (AV (AV (AV (AV 
(70 + cS4- = °» 

(AV (AV <AV (AV 
s h v h 2 r - 2 a2 —— 

j ow or ()U\ u7.[ 

1 8 1 I , , , ^ W 

[ -+-(s*—VV{) — — W'!.Ç — a 2 ) — = o , 

-AV (AV /' 4- v OW (AV OC-ï h VH'i — 1- 2 — — i- '1SV —r— ôwx or s oui ov , x (AV f) W <AV 

/ a» r 4-a3p\ _ ) _ = o. 

En intégrant l 'équation ( i , ) , nous parvenons au sys-

tème 
du\ __ dwx __ dr 

2 W ! VI S 

L'es deux intégrales indépendantes sont 

— w] = iv-js —. l'jr = ¡32. 

Introduisons, au lieu des variables M, W, /*, les nou-

vellcs 

AV = iî(xi, x3, p,, 32. r, c,, s). 
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Le système transformé aura la forme 

, x dU dU _ dU dU 

OU dil oe,^ — d i l 

(22) s = 

i i \ àil àil . (ii.1 rJi> 

t)i2 / dû (K2 
" i S dv ' a i 5 \ c i a 1 ' da3 

, . X — a9 32 / ¿Q ¿12 \ 
( >2) • 4 — ( 2 -75 i r— ) 

J S \ c^! e>a3/ 
/ ¿<2 r)(> \ 

0 ( <?<> <A> \ 0 / <><> \ 

4-[ a2fi2-h ^ ( a , -H a3)] — 

7 2 ' I „ /'A! £/<> \ <K> ce, t)£i 

2 ; 1 / di>\ , àil \ 

Soustrayant de l'équation ( i 2 ) l'équation (4a)} nous 

obtenons l'équation 

dU du 
v — = G 

dv 

qui donne l'intégrale v\>{ — L 
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Introduisons, au lieu de vvs, la lettre /; nous obtenons 

le système 
12 = V ( a l f a i , a a , P i , M , i > , 

rMF <9\ir 

âw dW 

(4a) 

(5.) 

, <W OW \ \ 
1 ; 
/MT 

U s " * " àh) 

/ w dW 

da3 

• < ' - " > H » , 

s (te + s2 àoc3) 
D ( àW àW\ _ 

( 8 ' ] a3 / — a, S, / M* (̂ F \ / dV dT \ 

L O N 0 ( W 

! / (W \ ^F 
7a) < ^ ^ ^ ^ ^ t * 2 ^ ^ ^ ) ] ^ 

H- [«iPs-HPi-H«»)*]^ = o. 

L'intégration de l'équation ( i 3 ) donne trois solutions 

indépendantes 

X — — a — — v — 
~ s 2 ' ' ~~ 5 ' s 

A u lieu des variables ou, ¡32, ^  si introduisons les 

nouvelles X, p., v ; 
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Après la transformation, nous aurons le système 

. . . d e . 9.de .de 

, de , à e / Q de 

de ( , > , de de\ . . N( 

} / d e de\ , . x / de de\ 

i / de de \ i de de\ 

. . . 

i ,-> • 

(5*) 

( . n / c)e\ . . .de . 

1 / i x / àe \ a ( de à&\ 

L'équation ( i 4 ) donne 

dX d\± r/v 

2X[JI AI -i- [JL2 ~~ A3 X 

Les deux intégrales indépendantes sont 

X ^ a3 ;xX 
£ = ô> o = — — — r — v . at -h |jl2 ai 4- (JL2 

A u lieu des variables X, ¡JL, V, introduisons les nou-

velles s, 3 

6 = U(a!,a2 , p,, g, S). 

Après la transformation, on a 

( i . ) a e S ^ H - ^ î - E ' a . a i + P O ^ o , 

¿U ¿u / ¿U ¿ u \ ^ u . ¿ u 
(25) H -i ^ 2 4- - r — ) — £ 6 — ^ = 0 , 

' doLt da3 \ di3J dz dù . 

à\J dU\ r , . . 
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Intégrons la première équation ( i 5 ) 

di dZ 

\> £0 

L'intégrale sera 

A = sa tctl-\ 

Au lieu de £,3, introduisons À, 

U = H ( a „ a 3 , p i , A ) . 

Après la transformation, nous aurons 

/ x à\l à\l /Q OU 

, , à H ôll , t)H 

Intégrons l'équation ( i 6 ) , 

<7at di* d A 
2 1 2 ( ¡3 [ -f- «3 ) 

On aura deux intégrales indépendantes 

0i\ — 2«3 = 0, A — a| — 2 pj a3 = p. 

Au lieu des variables a , , a 3 , À, prenons 6 et s, 

H = * O . , 0 , p ) . 

Faisons la transformation, et nous aurons défi ni ti ve -

men t 

Pour intégrer cette dernière équation, considérons le 

système 

* ^h - - d ? 
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Les deux intégrales indépendantes sont 

G = fon-e, D = G ? , — P f - p . 

Nous obtenons ainsi la solution complète cherchée du 

système en question 

v == n(C r D), 

où n est une fonction arbitraire. 

Il ne reste plus qu'à exprimer les quantités C , D au 

moyen des variables de M. Bertrand. 

La fonction C se détermine aisément 

C = pi —î— 0 = aj-f-j^ — 2as = uv — w>2-+- uiVi— — 2(/7*i— qs) 

et représente, comme il n'est pas difficile de s'en con-

vaincre, la somme des carrés des intégrales des surfaces. 

Pour déterminer la fonction D , nous avons les rela-

tions 

D = 03, 0 = «j — 2a3, 

A = <*! t -t- • 

X 

p = A - a ^ - 2 p i a 3 , 
o - [-»i 

a,-

l 

? l = U\V\—w\ 

a.» 
u. — — > 

s 

a 3 [jlA 

ai -4- [JL2 

= h , 
s 

l — vviy 

p2 = WiS — Vi 1 

vr i, 23 = 

Xj ~ uv 

d'où il vient 

D = 

u <7 w ''i 
(1 u r w 

w r V s 

r 1 CVj s 

Ainsi, nous voyons que les équations de M. Bertrand 

n'admettent pas d'intégrales indépendantes de la loi des 

forces autres que celles qui sont déjà connues. 



( 548 ) 

[A31 ] [G6c] 
S I R L E S R A C I N E S DE L'ÉQUATION ^ = 

PAR M. E.-M. LÉMERAY. 

Dans ce qui suit, j e me propose de montrer que les 

racines de l 'équation 

x = ax 

sont les valeurs vers lesquelles convergent certaines ex-

pressions déjà étudiées (*), et que l 'on peut considérer 

comme représentant symboliquement une suite de sub-

stitutions uniformes particulières. L'expression 

m i 

a 

est dite la sur puissance mu;me
 de ¿z, l ' initial étant i. Elle 

représente l 'expression 

dans laquelle a est écrit m fo is ; m est l 'exposant de la 

surpuissance. Occupons-nous d'abord des racines réelles 

de l 'équation proposée, qui peut encore s'écrire 

\ 

x x = a. 

Considérons la f o n c t i o n ^ = nous avons 

( i)>Sur les fonctions itératives (Association française pour 

ravancement des Sciences, Bordeaux, iScp). 
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La dérivée sera nulle pour x = o, pour x — e et 

pour x — go. 

Quand x est plus grand que i , y est plus grand 

que i . Quand x est compris entre o et i , y est aussi 

compris entre o et i . De plus, pour x i , y 1 = i . Par 

suite, la courbe qui, en coordonnées rectangulaires, la 

représente, est tangente à O X pour x — o ; quand x 

croît de o à i , ses ordonnées croissent de o à i ; pour 

x = i , elle est tangente à la bissectrice des axes. 
i 

Quand x croit de i à e, les ordonnées croissent de i à ee 

valeur maximum ; enfin, quand x croît de e à oo, les or-

données décroissent asymptotiquement de e(' à i . 

Par suite, quand a est compris entre o et i , l'équation 

admet une racine réelle comprise entre o et i ; quand a 

est compris entre i et ee, il y a une racine réelle com-

prise entre i et e, et une deuxième racine réelle com-

prise entre e et oo-, pour a = e1', il y a une racine 

double dont la valeur est e. 

Prenons d'abord le cas 
i 

i < a < e c, 

et considérons l'expression 

m | e 

a | . 

On a identiquement 

(e°) - e. 

î 
Si je remplace ee par le nombre plus petit a , j 'aurai 

ae<C G. Élevons a à la puissance exprimée par les deux 

membres de cette inégalité, nous aurons une inégalité 
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aac<ae, 
i j e •>. e ni e 

, e > a . > ci j . . . > a j . 

ni 
Donc a décroît quand m augmente. Je dis mainte-

nant qu'il tend vers une limite; on a identiquement 

U" ) = u. 

ii étant la racine réelle comprise entre i et e. Si je rem-

place l'exposant u par un nombre plus grand <p, j'aurai 

a? > u. Or le premier terme de la série ci-dessus est 

plus grand que u; donc tous les autres seront aussi 

m | e 
plus grands que u ; a j tend donc vers une limite; 

cette limite ne peut être que u. car si elle était u'^u, 

011 aurait au = u!} cela ne se peut, car il y aurait une 

deuxième racine réelle comprise entre i e t e ; donc 

m 

Jim a 

e 

— u. 

î 
Soit encore : i << a << ee et considérons l'expression 

— m \e 

a I . 

L'exposant négatif (*) représente symboliquement 

l'opération qui consiste à prendre le logarithme, de telle 

sorte qu'il y a équivalence entre les expressions 

et 

s 
( 1 ) Loc. cit. 
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et en général entre les expressions 

et I og a l og a . . . loga f , 

où le signe log,* figure m fois. On a identiquement 

( l)e 
\e e) = e ou 

Io£ , e e. 

Si la base, au lieu d'être est le nombre plus 

petit <2, le deuxième membre devient plus grand que e, 

et l'on a 

Iogrt<?><?, l og a l og a e > log ae, . 

ou 
— i | e — 2 I e — m e 

e < a | < a | . .. < a 

D'autre part, ces valeurs ne croissent pas sans limite, 

car, si l'on désigne par U la racine comprise entre e 

et oc, on a 

c'est-à-dire 
U = a i ; , 

log aU - U. 

Si , dans le £>remier membre, je remplace U par un 

nombre plus petit, le deuxième membre sera plus petit 

que U, donc tous les autres termes seront aussi plus 

petits que U : 

- ( m — i ) I e — m le 

a I < a | < U ; 

croît donc en tendant vers une limite. Pour une 

raison analogue à celle du cas précédent, cette limite 

ne peut être que U ; donc 

— m e 

lim a = U. 
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Soit maintenant o a <C i • 
m i 

Les valeurs de a , l 'initial i étant quelconque, mais 

réel, croissent et décroissent alternativement. En effet, 

soient trois valeurs successives 

a1, œ^ , a™ . 

Je dis que si a1 est plus grand (ou plus petit) que aal, 

aaQl
 sera aussi plus grand (ou plus petit) que aal. Par 

hypothèse 

ai > ( ou <)a a l\ 

mais, a étant compris entre o et i , on a 

a<* 1 < ( ou >)a a a l; 

c'est la proposition à démontrer, et elle est démontrée 

généralement, puisque, étant indépendante de l'initial, 

71 I / 
on peut remplacer i par a I , n étant un entier quel-

conque. 

771 i 
Les valeurs de a correspondant à différentes va-

leurs de m de même parilé, croissent (ou décroissent) 

constamment. Il suffit de prouver que, si 

a * < ( o u > ) a a < x , 
on a aussi 

i 5 

< ( o u » a 

En effet, de l'inégalité qui exprime l'hypothèse, on 

tire 

> (ou C)a 

puis proposition à démontrer; et celle-ci est démon-
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trée généralement pour la même raioon que tout à 

l 'heure. 

Cela posé, prenons le cas de a compris entre ^ e t i ; 

la racine est comprise entre ~ et i . Considérons l 'ex-

pression 
i 

m 'f 

a j 

quand m prend les valeurs o, 1 , 2 , . . . ; elle prend les 

valeurs 

. ^ ; 
-s cc, aa 
e 

Posons 
1 

a étant plus petit que e ; o n a , pour les valeurs ci-dessus, 

Comparons leurs dénominateurs ; 011 a d'abord ee < e ; 

le deuxième terme est donc plus grand que le premier; 

il en est de même du troisième, car, d'après une pro-

priété déjà signalée, on a 

on en tire 

a 

a < ee ou 

Par conséquent, aux valeurs paires et croissantes 

de m correspondent des valeurs croissantes de l 'expres-

sion considérée ; aux valeurs impaires, des valeurs dé-

croissantes, mais toujours supérieures aux valeurs 

Ann. de Mathémat3e série, t. XV. (Décembre 1896 ) 3 6 

J 1 

a" < ee ; 

— e — 

e* <C 1 et e e < e1 — c, 
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croissantes : c'est une condition nécessaire pour que les 

unes et les autres tendent vers une seule limite mais 

elle n'est pas suffisante, car les deux limites pourraient 

être distinctes. Il ne peut d'ailleurs exister plus de deux 

limites, car alors, évidemment, l 'une ou l'autre des lois 

d'alternance ou de croissance, signalées plus haut, ne 

serait pas satisfaite. 

Dans notre cas, les deux limites se confondent; en 

effet, si les deux limites p et q étaient distinctes, on 

aurait 
at>=q, a/i — p, d'où pi>z=zq<im 

Or la fonction = x°° est égale à i pour x = o clx = i} 

sa dérivée étant 
xx{\ -F- L . R ) , 

le minimum a lieu pour x = il faudrait donc que 

l 'une des limites p et q fût comprise en Ire o et l'auti 

entre - et i . Comme les valeurs fournies par l'expies 

•e 

e 
1 

m 

sion a sont toutes supérieures a cette expression 

ne peut tendre que vers une seule limite, qui est la ra-

cine de notre équation. 

Quand a est plus petit que la racine est comprise ee 

— m * 

entre o e t - « Considérons l'expression a j ; comme 

plus haut, on verra qu'alors, aux valeurs paires de m, 
correspondent des valeurs décroissantes toutes supé-

rieures aux valeurs croissantes qui correspondent aux 

valeurs impaires de w , et que les valeurs obtenues 

tenden\ vers une seule limite qui est la racine. 
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On peut donc conclure que les racines réelles sont 

les valeurs limites correspondant aux quatre combinai-

sons des signes de l'expression 

±i m 

a 

• v ^ 1 
si i on a o a < — j 

ec 

L < a < i, — -
ee 

i. 
si l'on a Î < a < ee 

La surpuissance pouvant être considérée comme un 

algorithme fondamental, faisant naturellement suite à 

ceux de l'addition, de la multiplication et de l'élévation 

aux puissances, les racines de notre équation se trou-

vent exprimées en symboles fondamentaux. C'est un ré-

sultat analogue à celui par lequel on exprime la racine 

réelle de l'équation & r = K , savoir 

( 1 
.7* — l i m m Vk'" 

Dans le cas i < a < el\ et en ce qui concerne la plus 

petite racine, nous aurions pu suivre une autre démon-

stration. M. Kœnigs (*) a montré que, a désignant une 

racine de l 'équation x — f ( x ) ~ o, la substitution 

[ x , f(x)~\ peut tendre vers a s\f(x)esl holomorphe au 

point a, et si l 'on a mod ^ < 1 • Quand on inverse 

la fonction, on a en général une fonction non holo-

morphe et, par suite, plusieurs déterminations. Pour 

converger vers une seule limite, il faut prendre seule-

ment, parmi ces dernières, celle qui est contenue dans 

( l ) Sur les équations fonctionnelles {Annales de l'École Nor-

male, I884-I885). 
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le domaine du point a. Le théorème de M . Kœnigs 

s'applique au cas signalé et, avec celle restriction, nous 

pouvions l 'appliquer aux autres cas; pour ceux-ci, bien 

que la fonction logarithmique ne soit pas liolomorphe, 

nous avons eu convergence parce qu'elle n'a qu'une 

seule détermination réelle. C'est la méthode que nous 

suivrons pour les racines imaginaires, dont l'étude fera 

l'objet d'une prochaine Note. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1 8 9 « . 
SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES; 

P A R M . P I H R R E D E U X . 

On donne un cercle C qui a pour équations en 
coordonnées rectangulaires : x= a et y 2 -f- = a2. 

On considère : i° le cône S qui a pour base le 
cercle, et pour sommet le point de l'axe Os qui est à 
la distancera de V origine ; 2° la surface S, engendrée 
par des droites parallèles au plan des xy, et qui 
s'appuient sur l'axe Oz et sur le cercle donné. 

On demande : 
1. De former les équations des deux surfaces S etS\\ 
IL De trouver Vexpression du sinus de Vangle des 

plans tangents aux deux surfaces en un point du cercle 
qui a pour cote z = ixa, et de calculer ce sijius, avec 
trois décimales seulement, pour \ = ̂  et u = 

III. De déterminer l'intersection des deux surfaces, 
d'en construire deux projections pour A — d'en 
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suivre les principales transformations quanti h varie 

de o ci l'infini. 

I. i ° Les équations (l'une génératrice du cône sont 

. x y z — A a 

tn il p 

La condition pour que cette droite rencontre le cercle 

(2) x = a, y-—- z- -r a'1 

est 

(' 3 ) ¡1- a'1 - {jx( -h a ma )2 — a-m -. 

Supprimant le facteur a'1 et él iminant m, p entre 

les équations (1) et ( i ) , homogènes en ces quantités, on 

a l 'équation du cône S 

( 4 ) — .v2 -f- (3 — À a -t~ À x ) - — o. 

20 Le conoïde peut être considéré comme engendré 

par les génératrices du cône S contenues dans le plan 

(5) z — 1 a -- o, 

lorsque \ varie. Son équation s'obtient donc par l 'él i-

mination de A entre (4) et ( 5 ) , ce (jui donne 

( 6 ) a2 ( j 2 __ j,--2 ) -2 = o. 

I L Le plan tangent à chacune des surfaces au point 

dont les coordonnées sont 

x — a , y — a \JJ — JJL2, — \j.a, 

passe par la tangente au cercle en ce point. Il a donc 

une équation de la forme 

h (x — a) -h a y \/1 — jj.- —h- a\xz — a - — o. 

Pour le cône, il doit passer par le point ( o , o, Aa), ce 
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qui don ne 
— li a -+- A ¡1 a 2 — a- = o , 

d'où 
h'=z a ( l i i — i). 

Pour le conoide, il doit passer par le point (o, o, p ) , 

ce qui donne 
— h " a -F- ¡JL-a-— a- — o, 

d'où 
h " — a ( »jl2 — i ) . 

Or, l'angle \ des plans 

h'x -+- ky -+- Iz ni' = o 

et 
h"x -+- ky -+- Iz in" = o, 

est donne par 

{il— il'f(k2 + /2) 
sin2 V ; ( h'"2 ¿2 + /2 ) ( /¿"2 H- /t2 /2 ) 

Remplaçant/¿', /A A, / parleurs valeurs, on a 

S i n n -

• 3 
2 

i 6 X 3 X (\/3 — i ) 2 9 6 ( 2 - / 3 ) 

L-À 1 V Four A = - » ul = — ? 011 a 
2 1 2 

sin2 V 

— 4)2-hi6][(3 — 4 ) 2 + 16] 1 7 ( 3 5 - 8 / 3 ) 

Faisant y/3 = 1 , "32 1, on trouve 

s in2 V — 0,071552, 
et 

s i n V = 0 , 2 6 7 . 

1 1 1 . C O N S I D É R A T I O N S G É N É R A L E S . — Le cône étant du 

deuxième ordre et le conoïde du quatrième, leur courbe 

d'intersection est du huitième ordre. Mais cette courbe 

comprend : 

i° Le cercle donné commun aux deux surfaces; 
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2° Les génératrices communes obtenues en menant 

par le sommet du cône un plan parallèle à O x y . 

Le reste de l'intersection sera donc une quartique 

gauclie T. 

En outre, le plan O x z étant un plan de symétrie 

commun pour les deux surfaces le sera pour leur courbe 

d'intersection, et la projection de cette courbe sur ce 

plan sera d'un degré moitié moindre. 

En résumé, on voit a priori que les projections de la 

courbe d'intersection seront ainsi constituées : 

Sur le plan O xz : i° la droite sur laquelle se projette 

le cercle (.r — a) ; 2° la droite sur laquelle se projettent 

les deux génératrices communes (z — \a) \ 3° une co-

nique projection de la quartique gauche T; 

Sur le plan Oyz : i" la droite double (z =\a) sur 

laquelle se projettent les deux génératrices communes; 

2° le cercle (y2-h z2= a 2 ) , projection du cercle donné ; 

3° une quartique projection de la quartique gauche F ; 

Sur le plan O xy : i° la droite double (x = a ) , pro-

jection du cercle donné; 2° les droites [jk2 = (i —X 2 ) .r 2 ] , 

projections des génératrices communes; 3° une quar-

tique y z , projection de la quartique gauclie T. 

Remarquons que la courbe d'intersection est tout 

entière comprise, d'une part entre les plans z = a et 

z = — «, tangents au conoïde, d'autre part entre les 

plans y = c r , y = — x , tangents à la fois aux deux 

surfaces. 

E Q U A T I O N S . — Cherchons maintenant les équations 

de ces diverses projections ( 1 ) : 

i° Sur O xz. — Les équations (4) et (6) donnent 

(•) L'énoncé ne demande d'étudier que deux d'entre elles. Comme 

le choix était arbitraire, on envisage ici les trois. Les deux plus 

simples, qu'il était tout naturel de choisir, étaient celles sur Oxs 9 

qui s'imposait, et sur 
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immédiatement, par élimination Any'1— x~, 

yi z- — a2 ( z A x — A a)~. 
ou 

zL « ( ^ -+- À .r —- À a j. 

Prenant le signe 4 - , on obtient les équations 

(7) ;r — a — o, -3 —- À « — o, 

déjà prévues. Avec le signe — on a 

( x -I- <t ) ^ -!- A a ( .R — <7- ) = O , 

ou 

8 ) ( x H- <Î ) ( z -+- A a ) — 2 À a "• — !>, 

hyperbole équilatère { f ig- i) dont les asymptotes sont 

x -f- a — o, ^ H- A a — o, 

et qui passe par les points (o, \ a ) et (¿z, o) , c'est-à-dire 

par le sommet du cène et le centre du cercle, comme on 

pouvait aisément le prévoir a priori. 

L a partie utile de cette hyperbole est limitée aux 

points 

iJ cl ^.r = t ' | a, z -- — a^J . D ( X — - — « ) ^ ( ./' = X A , 

Les tangentes aux divers points C, S, D, E s 'ob-

tiennent facilement en doublant les ordonnées des points 

de contact, comptées sur l 'asymptote Ceci montre, 

en particulier, que la tangente en C passe par le point H 

situé sur la parallèle à O x menée par S. 

2° Su?' O y z . — Considérons séparément les projec-

tions des parties de l 'intersection situées sur chacun des 

plans ( 7 ) et sur le cylindre hyperbolique (8) , qu'on peut 

à volonté combiner, soit avec le cône, soit avec le 

conoïde. 

Ainsi , d une part, l 'élimination de x entre la première 
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équation (7) et l 'équation ((>), de l 'autre la seconde 

équation ( 7 ) , donnent 

y2 z2 — a2 — o, z — À a — o, 

équations prévues a priori. Il faut noter qu'ici la seconde 

de ces équations doit être prise comme double, attendu 

qu'elle représente à la fois les projections des deux géné-

ratrices communes. 

L'él imination de x entre les équations (6) et (8) 

donne ensuite 

(9) y 1 ( - -r- A a f -f- {Z- — a-)(z — A(( r =Z O, 

équation de la quartique v*. 

3° ¡SurOxy. — La première équation ( 7 ) et l 'élimina-

tion de 2 entre la seconde équation ( 7) et l 'équation (4 ) 

donnent 
x — a — o, v1 — x'2( i — à2 ) = <,), 

solutions prévues d'avance. La première de ces équa-

tions, qui représente la projection du cercle commun 

doit être prise comme double, puisque le plan O x ) 

n'est pas un plan de symétrie pour l 'ensemble de la 

courbe d'intersection. 

L 'é l iminat ion de 2 entre les équations (G) et (8) 

donne ensuite 

(10) {y- — x'2)( x -r- a )2-t- a2x- ( x — a)2 — o. 

C'est l 'équation de la quartique y-. 

C O N S T R U C T I O N S . — Nous allons construire les diverses 

projections pour A = 7,, mais sans remplacer dans les 

formules par sa valeur numérique, en sorte que tout 

ce que nous dirons restera vrai pour A inférieur à \ 

en valeur absolue. 

i ° Hyperbole y r ( fig. 1). — La construction de cette 

hyperbole résulte des remarques faites ci-dessus sur 
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son équation. Observons que, dans le cas de À = on 

a QH = SH, et, par suite, que le point S est un sommet 

de Y hyperbole. 

7> 
J 

I 
d A 
H S 
c 

£1 

K B 

2° Quai tique {Jig. 2). — C'est une quarlique uni-

eursale bicireulaire symélrique par rapport à O z ( ' ) . 

Fis- 2. 

— 7"T 
D 

- —y 

E 

Elle rencontre normalement cet axe aux points D et E 

(5 = riz a ) et a en S , projection du sommet du cône, 

un point double où les coefficients angulaires des tan-

gentes sont zh — : E l l e a pour asymptote double la 
v/i —X2 

droite s -4- A <7. — o et rencontre l 'axe des y aux points M 

( ' ) Bien que cette courbe rappelle par sa forme générale la con-

choïde de Nicomède, il ne faut pas la confondre avec celle-ci. Pour 

la corichofdc de Nicomède l'asymptote double, si l'on conservait les 

points D, E, S, serait t'axe Oy lui-même. 
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et N (y = ±a) où les coefficients angulaires des tan-
X 

gentes sont qz - • 

3° Quarlique (Jîg. 3). — Cette quartique, symé-

trique par rapport à O x qu'elle coupe normalement 

a ) , a un point en D ( x = ^ et en E (x = ^ 

double à l 'origine où les tangentes ont pour coefficients 

angulaires r t y/1 — X - . E l l e admet une asymptote double 

à une brandie imaginaire (x -j- a = o) et deux asym-

ptotes simples qui sont les parallèles aux tangentes à 

l'origine menées parle point F ^ y = o, x = — 

Elle est tangente aux bissectrices des angles formés par 

les axes aux points où elles sont rencontrées par la 

droite x = a , projection du cercle, ce qui était évident 

a priori. 
Les projections des génératrices communes coïncident 

avec les tangentes à l'origine. 

D I S C U S S I O N . — 1 . Projection sur Oxz. — Quel que 

soit \ la disposition générale de l 'hyperbole reste la 
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menu?. El le passe constamment au point C et son asym-

ptote ci> est fixe. 11 n 'y a à considérer que les valeurs 

limites A == o et A = oc. 

Pour A = o, la droite U S coïncide avec O x , l 'hyper-

bole se réduit aux droites O x et ce , ce qui était évi-

dent a prioriy car, lorsque le sommet est à l 'origine, les 

deux surfaces ont en commun les bissectrices des angles 

des axes O x et O j , le cercle donné et son symétrique 

par rapport à O , ce qui donne en projection deux fois 

l 'axe O x , la droite A B et sa symétrique de par rapport 

à O . 

Pour A = oc, la droite IIS est rejetée à l ' infini, et l 'hy-

perbole se réduit à la droite A B, déjà comptée une fois, 

et à la droite de l ' infini . Ceci est également évident 

a priori, le cône se réduisant alors à un plan double 

mené par le cercle. 

II. Projection sur — i" Pour A = o, la droite 

double St se confond a\ee O y , la quarlique se décom-

pose en O y pris deux fois et le cercle déjà compté une 

fois. On a donc en tout quatre fois O y et deux fois le 

cercle D E , ce qui était évident a priori, car, en outre 

de la remarque déjà faite à propos de la projection 

sur O x £ , 011 peut observer que les deux surfaces se 

raccordant le long des bissectrices des angles que 

font O x et O ^ , celles-ci doivent è L r e considérées comme 

des droites doubles de l ' intersection. 

20 Pour o << \ << 1, 011 a la courbe de la /ig\ 2. 

3° Pour A — 1, la droite S t passe par le point D ; en 

outre, l 'équation (9) se décompose en 

c -r- a •= o 
et 

y'1 ( 5 -r- a ) -r- ( z — a V5 — o, 

eissoïde de Dioclès ayant un point de rebroussement 
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en D où elle est tangente à D E et asymptote à la paral-

lèle à O y menée par E . La projection comprend donc 

alors la eissoïde, le cercle, la parallèle à O y menée 

par E et la parallèle à O y menée par D , comptée deux 

fois. 

3° Pour A > i , l 'asymptote double étant extérieure à 

l ' intervalle D E correspond à une brandie imaginaire. 

La courbe est fermée. El le ne cesse d'ailleurs pas de 

passer par les points M et N ainsi que par les points D 

et E où ses tangentes sont parallèles à O r . 

4° Pour A = oc, la droite double S i est rejetée à l ' in-

fini, la courbe (9) devient 

a - ( j z - — a'1 ) = o. 

On a donc quatre fois la droite à l ' infini du plan et 

deux fois le cercle D E . 

III. Projections sur O x y . — i° Pour A = o, les 

droites Ou et O c coïncident avec les bissectrices des 

angles-de Ox et Oy. La courbe ( y ) se réduit à 

(x-— -4- a)2 = o, 

c'est-à-dire aux mêmes bissectrices et à la droite G w 

prise deux fois. Somme toute, on a les droites M N , G t r 

et les deux bissectrices prises toutes quatre en double. 

Cela résultait, a priori, des remarques précédentes. 

2° Pour o << A 1, on a la courbe de la fig. 3. 

3° P o u r A — 1 ^ les droites Oi¿ et O v coïncident 

avec O r qui compte, dès lors, comme solution double 

de même que MN. Q u a n t à la quartique, elle se réduit 

à sa branche de droite qui devient parabolique et pré-

sente en O un point de rebroussement avec 0 . r pour 

tangente. 

4° Pour A > Ï , les points D et E sont du côté des x 

positifs, les asymptotes sont devenues imaginaires, ainsi 
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que les droites 0 « et O^. O n a une courbe fermée tou-

jours tangente aux bissectrices des angles des axes en M 

et JN. 

5° Pour À = oc, l'équation ( i o ) se réduit à 

x 2(x — =o, 

ce qui donne l 'axe Oy^ solution double, et la droite MN 

comptée deux fois, en outre des deux autres fois où elle 

intervient en tant que projection du cercle. 

Quant aux droites O i / e t O f , elles coïncident alors 

toutes deux avec O y . 

SOLUTION DU PROBLÈME PROPOSÉ EN 1 8 9 6 
AU CONCOURS GÉNÉRAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES; 

P A K M . E . D U P O R G Q . 

On donne une ellipse E qui, rapportée à ses axes, a 
x- y 2  pour equal ion ~ H- y— — i = o. 

i° On considère des ellipses S dont les axes coïn-
cident en position avec ceux de Vellipse E et ont 2 A, 
^ B pour longueur. Trouver la relation qui doit lier A, 
B pour que Von puisse inscrire dans E une infinité de 
triangles PQR circonscrits à S et, dans ces conditions, 
trouver le lieu des sommets des rectangles formés par 
les tangentes aux ellipses S en leurs sommets. Montrer 
que, dan* ces mêmes conditions, les normales à E aux 
points P, Q, R concourent en un point 3N. 

2° Examiner si les ellipses S obtenues au n° 1 repré-
sentent toutes les ellipses concentriques à E, et telles 
qu'on pùisse inscrire dans E une infinité de triangles 



PQPt circonscrits à S, les normales à F aux points P , 

Q, R étant concourantes. 
3° Montrer que parmi les ellipses S, il y en a pour 

lesquelles les normales PN, QN, RN aux points P, Q, 
R de l'ellipse E passent respectivement par les pôles 
F, Q', R' par rapport à E des côtés QR, RP, P Q du 
triangle PQR. 

4° 8 satisfaisant aux conditions énoncées au n° 3, 
trouver le lieu des centres des cercles conjugués au 
triangle P'Q'R'; Venveloppe de ces cercles est le lieu 
des points de rencontre N des normales PN, QN, RN ¿i 
l'ellipse F. 

i ° Parmi les triangles PQR inscrits à l'ellipse E et 

circonscrits à l'ellipse S, considérons celui pqr dont un 

sommet coïncide avec l une des extrémités p du grand 

axe de E : le coté (¡r touche évidemment S en l 'un de 

ses sommets a. Soient q' et r' les points où les côtés pq 
et pr coupent la tangente menée à S en son sommet a', 

opposé à a. On sait que 

ce qui s'écrit, si le centre O est intérieur au segment p a : 

Il devra donc y avoir, entre les longueurs À et B, une 

aq CL' q' = B2 

ou 

B2 
bï' 

et, s'il lui est extérieur, 
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des trois relations suivantes : 

A 
a b 

a b ' °1 

A P> 
->-\—. o, 

a b 

puisque, A, B, a et b désignant des longueurs, il est im-

possible que 
A B 
- F O. 

a b 

Si, au contraire, on considère A et B comme les coor-

données d'un des sommets des rectangles construits sur 

les axes des ellipses S, on voit que le l ieu de ces points 

est constitué par les quatre droites que représentent les 

équations précédentes : elles forment un parallélo-

gramme dont les sommets coïncident avec ceux de l 'e l -c» 
lipse E . 

Si l 'on fait une transformation homographique telle 

qu'aux points à l'infini des axes de E correspondent les 

ombilics du plan, on obtient la propriété suivante : 

Etant données deux hyperboles èqiiHatères concen-

triques II et H, pour qu'il existe une infinité de 

triangles inscrits à II et circonscrits à H', il faut et il 

suffit que les foyers de IF soient sur les directrices 

de H. 

D'une manière générale, soient E et S deux coniques 

telles qu'il existe une infinité de triangles P Q R inscrits 

à la première et circonscrits à la seconde; soit T la co-

nique conjuguée à la fois à deux de ces triangles P Q P L 

et P , Q , P M . Il est bien évident que. par polaires réci-

proques relatives à T, les deux coniques E et S se trans-



( 56 9 ) 

formeront Tune dans l 'autre; il en résulte que le 

triangle conjugué à la fois à ces deux coniques est aussi 

conjugué à T; par suite, les sommets de ce triangle et 

ceux du triangle P Q R sont sur une même conique, car 

deux triangles conjugués à une conique ont leurs som-

mets sur une conique. 

Dans le cas particulier de l 'énoncé, où E et S ont les 

mêmes axes, 011 pourra, par leur centre commun et par 

les sommets de l 'un quelconque des triangles P Q R , faire 

passer une hyperbole équilatère d'asymptotes parallèles 

aux axes communs; les normales à l'ellipse E aux som-

mets du triangle P Q R seront donc concourantes. 

Examinons encore le cas de deux hyperboles équila-

tères concentriques : on voit que le cercle circonscrit 

au triangle P Q R passe par leur centre commun. D'ail-

leurs, ce cercle est circonscrit à une infinité de triangles 

circonscrits à l 'hyperbole S : l'un d'eux a pour côtés les 

deux asymptotes de cette conique-, le troisième côté de 

ce triangle touche S en son milieu, qui est précisément 

le centre du cercle considéré. L'hyperbole S est donc le 

lieu des centres des cercles circonscrits aux triangles 

P Q R . 

En transformant homographiquement ce dernier ré-

sultat, de manière que les points cycliques deviennent 

les points à l 'infini de deux droites rectangulaires, on 

trouve que les hyperboles d'Apollonius, obtenues dans 

le cas de l'énoncé, ont leurs centres sur l'ellipse S. Or, 

si a et ¡3 représentent les coordonnées du centre d'une 

hyperbole d'Apollonius relative à l'ellipse E, les coor-

données du point de concours des normales correspon-

dantes sont 
c* a <?2 R nt L_ . 

De là résulte que le lieu du point N est une ellipse 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XV. (Décembre 1 8 9 G . ) 
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dont l'équation est facile à écrire : 

a\ x 2 ¿>W2 
u —~ — p* 

À* B2 

Les sommets des rectangles construits sur les axes de 

ces ellipses ( N ) se trouvent sur les côtés du parallélo-

gramme admettant pour sommets les points de rebrous-

sement de la développée E. 

Toutes les ellipses 2 concentriques à E , et telles 

qu'on puisse inscrire dans E une infinité de triangles 

P Q R circonscrits à 2, les normales à E aux points P, Q 

et R étant concourantes, ont les mêmes axes que E ; les 

points P , Q et R étant, en effet, sur une hyperbole 

d'Apollonius, il existe une conique T conjuguée au 

triangle P Q R et dont les axes coïncident en position 

avec ceux de E , et S n'est autre que la polaire réciproque 

de E relativement à T. Les ellipses S représentent donc 

toutes les coniques S. 

3° La droite PP' est évidemment conjuguée harmo-

nique de la tangente en P par rapport aux droites P Q et 

PR : pour qu'elle coïncide avec la normale PN, il faut 

et il suffit que les droites P Q et P R soient également in-

clinées sur cette normale. Par suite, la condition néces-

saire et suffisante pour que les droites P P , Q Q ' et RR' 

soient les hauteurs du triangle P ' Q ' R ' e s t que les ellipses 

E et S soient homofocales. Il existe évidemment deux 

ellipses S homofocales à E} leurs àxes ont pour lon-

gueurs les valeurs absolues des racines du système 

d'équations 
A B 
- -+- r = i, 
a b 

A = B 2 — 2>2. 

4° Soit S4 l une de ces deux ellipses; nous avons vu 

plus halit qu'à chaque ellipse S correspond une ellipse 
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lieu du point N. A l'ellipse S, correspondra ainsi une 

ellipse ( N ) , . Le point N est le point de concours des 

hauteurs du triangle P ' Q ' R ' ; c'est donc le centre du 

cercle conjugué à ce triangle. Ce cercle est d'ailleurs 

harmoniquement circonscrit à l'ellipse E, puisqu'il 

est conjugué à un triangle circonscrit à cette conique; 

il coupe donc orthogonalement le cercle orthoptique 

de E. Ainsi le problème revient à chercher l 'enve-

loppe d'un cercle dont le centre décrit une courbe C 

et qui a une puissance donnée par rapport à un point 

fixe O ; cette enveloppe est évidemment une courbe 

anallagmatique par rapport à ce pôle fixe, et le lieu du 

milieu des segments limités à deux points réciproques 

de la courbe est la podaire de la courbe G, relativement 

à O. Si l'on désigne par a et ¡3 les axes de l'ellipse ( N ) 4 , 

l 'équation de cette enveloppe en coordonnées polaires 

est évidemment 

p2 — i p cos w / a 2 -+- p2 tang2 to -h a2 -+• ¿>2 = o. 

En'coordonnées cartésiennes, elle s'écrit 

a 2 + 6 2 ) 2 = 4(a2ir2-H P2/2). 

BIBLIOGRAPHIE. 

C O U R S DE G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E E T DE G É O M É T R I E 

I U F I K I T É S I M A L E , par Maurice d'Ocagne, Ingénieur des 

Ponts et Chaussées, Professeur à l'Ecole des Ponts et 

Chaussées, Répétiteur à l'Ecole Polytechnique. Paris, 

Gautliier-Villars et fils. 

L'Ouvrage publié par M. d'Ocagne est le développement du 

Cours que l'Auteur professe aux élèves de l'Année préparatoire 
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-de l'Ecole des Ponts et Chaussées. Ce Cours comprend toute 

Ja partie purement géométrique de l'enseignement théorique 

donné à ces élèves. 

L'auteur, avec raison, a cru nécessaire de séparer complète-

ment ce qui se rattache au mode de représentation des corps 

géométriques de ce qui a trait à leurs propriétés intrinsèques. 

De là, dans le Cours, deux grandes divisions auxquelles corres-

pondent dans l'Ouvrage deux Parties distinctes : Géométrie 

descriptive et Géométrie infinitésimale. 

Le temps strictement limité dont il dispose pour son ensei-

gnement oral oblige l'auteur à en bannir tout ce qui n'est pas 

indispensable aux élèves, qui doivent avant tout être mis en 

mesure d'effectuer les divers travaux graphiques que comporte 

leur programme d'études. Dans le livre, il lui était loisible de 

s'étendre davantage; il en a profité pour essayer de grouper 

dans un exposé d'ensemble toutes les notions géométriques de 

nature à intéresser les ingénieurs. 

La première Partie de l'Ouvrage (quatre Chapitres) se rap-

porte à la Géométrie descriptive ; nous ne nous en occuperons 

pas ici et nous limiterons notre analyse à la deuxième Partie, 

qui tra i te de la Géométrie infinitésimale. 

Pour bien saisir le plan de l'Auteur, il importe de savoir 

que les principales questions de la Géométrie infinitésimale 

sont traitées à l'Ecole des Ponts et Chaussées comme applica-

tions du Cours d'Analyse mathématique. Aussi l'Auteur ne 

s'est-il pas astreint à reprendre par les méthodes de la Géomé-

trie les questions qui, se traitant plus simplement par l'Ana-

lyse, sont traditionnellement rattachées à cette science à titre 

d'applications. Il s'est borné, le cas échéani, à rappeler les 

résultats ainsi obtenus, s'efforçant, autant que possible, de ne 

faire intervenir la Géométrie que là où le concours qu'elle 

prête à l'Analyse — qui reste le moyen le plus puissant d'in-

vestigation — comporte des avantages spéciaux. C'est ainsi, 

par exemple, que chaque fois qu'il s'agit d'obtenir ce qu'on 

appelle des constructions, l'emploi de la Géométrie pure con-

duit généralement, par des voies plus directes, à des solutions 

plus élégantes. 

L'Auteur s'est proposé, et il faut reconnaître qu'il y a plei-

nement réussi, de mettre en évidence quelques principes géné-

raux do^nt les applications découlent ensuite avec facilité. Cette 
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méthode d'exposition l'a conduit à apporter dans les matières 

qu'il traite une classification plus méthodique que celle qu'on 

rencontre dans d'autres Ouvrages. 

Abordons maintenant, avec quelque détail, l'analyse de la 

Géométrie infinitésimale. Elle s'ouvre par un petit préambule 

qui a pour but : i° de donner quelques explications indispen-

sables sur les éléments infinitésimaux envisagés par la suite, de 

façon à attribuer aux formules infinitésimales obtenues géomé-

triquement la même rigueur qu'à celles auxquelles on est con-

duit par l'Analyse ; 20 de définir ce qu'on peut entendre par la 

Géométrie des figures variables, indépendamment de toute 

idée de déplacement. 

Dans le Chapitre V, consacré aux Courbes planes, l'Auteur 

prend comme point de départ certaines formules qui sont em-

pruntées au cours de M. Mannheim, et qui se rattachent à la 

formule classique donnant la différentielle de la longueur d'un 

segment de droite, dont les extrémités décrivent des courbes 

données. Ces formules, envisagées au point de vue défini dans 

le préambule, sont démontrées avec le souci de l'évaluation 

rigoureuse de l'ordre des infiniment petits négligés et du signe 

des éléments qui interviennent. Cette manière de faire conduit, 

entre autres, à un exposé purement géométrique de la méthode 

du centre instantané de rotation créée par Chasles. Les nom-

breuses applications données dans ce Chapitre sont, sauf celle 

qui concer ne les centres de courbure des coniques, extraites des 

travaux personnels de l'Auteur ; citons : un théorème sur la 

détermination des normales, généralisant le théorème connu 

sur la construction des normales aux courbes et aux surfaces 

définies par une relation entre les distances de chacun de 

leurs points à des courbes et surfaces fixes; 20 l'étude de 

l'enveloppe d'une corde d'une courbe vue d'un point fixe sous 

un angle constant ; 3° les propriétés de l'enveloppe d'une 

droite dont les distances à une courbe donnée sont liées par 

une relation; 4° l'étude d'une courbe (courbe adjointe des 

directions normales) que l'Auteur déduit d'une ligne donnée, 

de telle façon que les éléments infinitésimaux d'un ordre quel-

conque de la ligne donnée se déduisent des éléments infinitési-

maux d'un ordre moindre de la courbe adjointe. Ce Chapitre 

se termine par une application cinématique conduisant à la 

théorie de l'inverseur Peaucellier. 
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Le Chapitre VI contient la théorie des courbes gauches : 

plan osculateur, courbure, torsion, sphère osculatrice, avec 

applications d'abord aux hélices quelconques, puis à l'hélice 

circulaire; nous signalerons ici une élégante démonstration de 

ce théorème que la projection oblique de l'hélice circulaire, 

sur un plan perpendiculaire à Taxe du cylindre, est une 

cycloïde ordinaire, allongée ou raccourcie, suivant les cas. 

Les propriétés générales des Surfaces occupent tout le 

Chapitre V I I . Dans le § 1, qui se rapporte aux plans tan-

gents et aux normales, signalons une démonstration très élé-

mentaire du théorème de Malus. Dans le § 2, l 'Auteur étudie 

les éléments qui se rattachent à la courbure des lignes tracées 

sur une surface à partir d'un point. Envisageant d'abord le 

sens de la courbure, il introduit la notion de l'indicatrice de 

Dupin. Il passe ensuite à l'étude de la grandeur de la cour-

bure; ce n'est, qu'après avoir établi la formule pour une 

courbe gauche quelconque qu'il ramène la question, par les 

théorèmes de Meusnier et d'Euler, à la détermination des 

rayons de courbure principaux et qu'il rattache les variations 

de la grandeur de la courbure à la considération de l'indica-

trice. Il donne, à titre de corollaire, une détermination extrê-

mement simple du rayon de courbure du contour apparent 

d'une surface. Ensuite, sont introduites les notions des axes 

de courbure (avec le théorème de Sturm) et de la déviation 

(avec les formules de i\l. J. Bertrand et d'Ossian Bonnet) . 11 

dit enfin quelques mots de la mesure de la courbure de la sur-

face en un point, en signalant même la définition nouvelle 

proposée par M. Casorati. Dans le §3, l 'Auteur passe aux pro-

priétés relatives aux éléments non plus seulement pris autour 

d'un point, mais répandus sur toute l'étendue de la surface. Il 

commence par définir la courbure et la torsion géodésiques en 

écrivant les formules fondamentales relatives à ce dernier élé-

ment, qui sont une conséquence immédiate de celles précédem-

ment démontrées à propos de la déviation. Cela permet d' in-

troduire, par un procédé tout élémentaire, la théorie géomé-

trique des lignes de courbure, fondée sur la considération de 

la torsion géodésique, et d'établir, d'une façon simple et élé-

gante, le théorème de Dupin sur les systèmes triples de sur-

faces orthogonales. 

L'Auteur passe ensuite aux lignes asymptotiques, qu'il définit 
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comme les lignes dont le plan osculateur est tangent à la sur-

face; le théorème de Meusnier étant illusoire pour ces lignes, 

l 'Auteur donne le théorème de Beltrami pour déterminer la 

courbure d'une ligne asymptotique; il en détermine également 

la torsion par un théorème d'Enneper. 

Viennent enfin les lignes géodésiques : après avoir démontré 

leur propriété essentielle et en avoir déduit quelques corol-

laires propres à faire ressortir la pleine analogie de ces lignes 

avec les droites d'un plan, l'Auteur dit quelques mots des 

coordonnées curvilignes afin de pouvoir, en se fondant sur la 

notion des lignes géodésiques, définir l'applicabilité des sur -

faces les unes sur les autres. Chemin faisant, il donne, dans 

un court résumé historique, une idée de l'importante théorie 

des surfaces minima. 

Le Chapitre V I I I , qui termine l'Ouvrage, est réservé aux 

Suif aces de nature spéciale. Après un court paragraphe sur 

les surfaces enveloppes de sphères et plus particulièrement 

sur les surfaces de révolution, on aborde l'étude des surfaces 

gauches. Le caractère spécial de cette étude, telle qu'elle est 

présentée par l 'Auteur, tient surtout à la considération du signe 

du paramètre de distribution, qui permet de donner une en-

tière précision aux tracés que comportent tous les problèmes 

traités, notamment à ceux dont la solution est fondée sur 

l'emploi du point représentatif. Pour la construction des plans 

tangents aux surfaces gauches à plan directeur, l 'Auteur a 

recours à un procédé particulier, dit des tangentes orthogo-

nales. L'étude des surfaces gauches à cône directeur de révo-

lution est présentée sous une forme nouvelle, rendue r igou-

reuse grâce à la considération des signes. Pour les hélicoïdes 

gauches à noyau cylindrique quelconque, l'Auteur détermine, 

par des constructions linéaires, l'indicatrice en tout point, ce 

qui, semble-t-il, n'avait pas encore été fait. L'application des 

résultats précédents aux hélicoïdes à noyau cylindrique de 

révolution, et notamment aux surfaces de vis, fait ressortir, 

en supprimant toute espèce d'aléa dans les tracés, la nécessité 

qu'il y avait d'introduire la considération du signe dans cette 

théorie. Enfin le §3 est consacré aux Surfaces développables, 

qui apparaissent ainsi comme un cas particulier des surfaces 

réglées, alors qu'on est plutôt dans l'habitude d'en faire l'objet 

d'une étude à part précédant la théorie générale. 
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D'après ce résumé, l'Ouvrage de M. d'Ocagne sera consulté 

avec fruit , non seulement par les Ingénieurs auxquels il four -

nira des méthodes de construction simples et rigoureuses, mais 

aussi par les étudiants des Facultés, qui y trouveront de nom-

breux exercices d'une grande élégance. P . APPELL. 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

Question 1706. 
( 1896, p. 55). 

Par chaque point M cVune ellipse, on mène deux droites 

qui rencontrent le grand axe sous l'angle d'anomalie 

excentrique relatif au point M. 

Chacune de ces droites enveloppe une hypocycloïde à 

quatre rebroussements. ( E . - N . B A R I S I E N ) . 

S O L U T I O N 

P a r M . A u d i b e r t . 

Soient t l'angle d'anomalie relatif à M , a et b les demi-axes 

de l'ellipse. Les deux droites menées de M 

y cos t — ¿r sin £ -h — 6) sin £ cos t = o, 

y cos £ -f- a? sin £ — ( a -b 6 ) sin £ cos t — o 

déterminent, par leur rencontre avec les axes quand M se dé-

place, des segments de longueurs constantes a — b et a-\-b. 

On sait que les -courbes qu'elles enveloppent sont représen-

tées par les équations 

2 J2 
x z-t-y' à = {a — by ou ( a - t - è ) 3 , 

qui représentent aussi deux hypocycloïdes à quatre rebrousse-

ments, tVacces à l'intérieur des cercles fixes de rayons a — b 

et a H- b. 
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Question 1709. 
( 181)6, p . 56. ) 

On donne sur un plan les circonférences de cercles C 1 ? 

C 2 , C 3 . On trace une circonférence O tangente à C i et C 2 . 

On demande : 

i ° Quelle est Venveloppe de l'axe radical de C 3 et de O , 

lorsque cette dernière courbe varie en restant tangente 

à Gj et C2? 

2° Quel est le lieu du point de rencontre de cet axe ra-

dical et de la droite qui joint les points de contact de O 

avec C i et C 2 ? (MANNHEIM.) 

SOLUTION 

P a r M . E . - N . B a r i s i e n . 

Cette question, traitée directement, ne serait pas aisée à 

résoudre. En s'appuyant sur des propriétés connues, elle 

devient facile. 

On sait, en effet, que le lieu des centres des circonférences O 

tangentes à deux circonférences fixes Ci et C2 se compose de 

deux coniques ayant pour foyers les centres de Cj et C2. 

Quand les cercles Ci et C2 sont intérieurs l'un à l'autre, les 

coniques sont des ellipses ; lorsque les cercles Cj et C2 sont 

extérieurs l'un à l'autre, les coniques sont des hyperboles. 

Nous allons donc envisager successivement ces deux cas. 

I . — Les cercles C i et C 2 sont intérieurs l'un à Vautre. 

Admettons que le cercle C2 soit à l'intérieur du cercle Cj. 

Soient Rj , R2, R3 les rayons des trois cercles Ci, C2, C3 ; 

p le rayon du cercle O. 

Le cercle O peut être placé de telle sorte que 

OCi = Ri — p, ÔC7=R 2 - f-p. 
Alors 

OC7-+-OC;= R t + R 2 . 

Le cercle O peut être situé de telle façon que 

Ô C 7 = R , — p, ÔC^ ~ p — R2. Alors 

ÔCT-r- OGl = Ri— R2. 
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Le point O, centre du cercle O, décrit donc deux ellipses 

ayant leurs foyers en Gj et C2 et dont les grands axes res-

pectifs sont Rj-f- R2 et R I— R2 . 

Supposons donc d'abord que le centre O parcoure l'ellipse 

de grand axe (Ri-+- R2)-

Prenons des axes rectangulaires, l'axe des xi étant la ligne 

des centres de Ci et C2, et l'origine des coordonnées étant au 

milieu de CiC2 . 

Désignons par ic la distance des centres C^ C2. Les axes ia 

et 26 de l'ellipse en question ont pour expressions 

(1) 2a = Ri-f-R2, = ( R i + R2)2— 4c2. 

Soient (^1,^1) les coordonnées de O. Alors 

( 2 ) b*x\ = a 26 2. 

On a donc 

( 3 ) O C 7 = « + ^ , O C ; - A - — 
a a 

et comme OGj = R i — p, il pn résulte 

Ri — p = a H , 
a 

ou 

CX\ Ri — Ro ex 1 
(4) p = Ri — a — 

a 2 a 

L'équation du cercle O est donc 

' R i— R 2 ex \ \ 2 

- x ^ - ^ i y - y ^ = (1 
a 

Cette équation développée devient, en tenant compte des 

relations (2) et (i), 

( 5 ) X--\-y1 — 2XXi — 2 J K J ^ I H - R I R 2 — c2-h ( R I — ~ 

Si (a, sont les coordonnées du centre du cercle C3, l'équa-

tion de cocercle est 

(<>) (x-zy~+(y-P)*-RI =0. 
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Alors : 

i ° L'équation de l'axe radical des cercles ( 5 ) et ( 6 ) s'écrit, 

en retranchant ( 5 ) et (6 ) , et ordonnant par rapport à xx e t j ' i , 

( + c« — R t R j — R J 4- a» H- p» = o. 

On peut poser xx = a cosc^ yx — b sincp. L'équation ( 7 ) est 

donc de la forme 

A cos<p -h 13 sin f -h G = o. 

L'enveloppe d'une telle équation, cp étant le paramètre va-

riable, s'écrit 
A«-h B2 = C«. 

L'enveloppe de l'axe radical ( 7 ) est donc la conique 

( 8 ) J ci- ̂ ¿ x — ( R i — R 2 ) ^ J 2 4 b 2y 2  

( = ( a a a 7 + 2 Ri R24- RJ — c'2— a 2 — p»)«. 

Soient Mi et M2 les points de contact respectifs du cercle O 

avec les cercles C i et C 2 . On sait que les droites M I M 2 passent 

par le centre de similitude interne de Ci et C2 , ayant pour 

coordonnées 

C ( R I - R 2 ) C ( R , — R 2 ) 
X = p r > — = — > y — O. K I H- K 2 2 a 

La droite M I M 2 est perpendiculaire à la tangente à l'ellipse 

au point O, de sorte que l'équation de M t M2 est 

( 9 ) 
<*2y 1 
b*xi 

Au moyen de l'angle excentrique cp, les équations ( 7 ) et ( 9 ) 

deviennent 

a cos cp x — ( R i — 

(
1 0

) \ T. Q 

' 1 4 - 2 o / s m o — 1%. x — 2 | iy 

+ c 2 _ R j H 2 R 2 

2 by 



( 53o ) 

En éliminant cp entre (10) et ( n ) , on trouve pour Je lieu du 

point de rencontre de la droite MM' avec l'axe radical (7 ) , la 

conique (8 ) . 

Il en résulte donc que la droite MM7 rencontre l'axe radical 

au point où cette dernière droite touche son enveloppe. 

Supposons maintenant que le centre O parcoure l'ellipse de 

grand axe ( R j — R 2 ) . Il suffit de changer, dans ce qui a été 

exposé précédemment, R2 en — R2. On obtient ainsi la co-

nique 

/ ( a 2 \ ¿ x — ( Ri -f- R2 ) - 1 2 - f - l\b 2y 2  

( 1 2 ) < L A J 

l = ( 2 a a r + 2 ^ - R iR 2 - r - R2 — C*2— a 2 — fi2)2, 

pour laquelle 

i a = R Î — R2, 4^2 = ( R i — R 2 ) 2 - 4<?2. 

Donc, l'enveloppe totale se compose des deux coniques (8 ) 

et ( 1 2 ) qui s'écrivent encore 

S R i - f - R 2 ) — c ( R j — R2)]2-+- [ ( R j - h R 2 ) 2 — /¡c 2]y 2  

{ > } = (2ZX H- -+- R i R 2 4 - R I - c2 — a 2 - p)*, 

f . M S [ ^ ( R i — R 2 ) — c ( R i - f - R 2 ) ] 2 - 4 - [ ( R I — R2) 2 — k c 2 \ y 2 

K [ ) I = ( 2 Z . r -h 2 $y — Ri R2 -H Rf — c2 — a2 — ¡32 )2. 

II. — Les cercles Cj et C2 sont extérieurs l'un à l'autre. 

Supposons Ri > R2. En traitant la question de la même 

manière que dans le cas précédent, on voit que le point O dé-

crit l'une ou l'autre des hyperboles de foyers G! et C2 ayant 

pour longueurs de Taxe transverse soit (R i — R 2 ) , soit 

( R . + R2). 

Dans le cas où l 'hyperbole a pour axe transverse ( R i — R 2 ) , 

on a 

2a = R i — R j , \ b 2 = 4c2 — ( R i — R2)2 . 

Les coordonnées ( x t , / i ) de O satisfont à l'équation 

b 2x\ — a 2y \ = a 2 h 2. Alors 

OC, — h a. OC* = 
a " a 

- - Z£l — '  P m >. 
' a 1 
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L'équation du cercle O est donc 

En retranchant cette équation de l'équation ( 6 ) , on aura, 

pour l'équation de l'axe radical des cercles 0 et C3 , 

a?, f ( R ^ R , ) ] 

~ — ^ H- a2 -f- P 3 —f-- c 2— R2 -f- R t R2 = o. 

En posant x{ — a séccp, ^ = ¿> tango, l'équation dont on 

veut l'enveloppe est de la forme 

À séco -f- B tango — G. 

L'équation de l'enveloppe est 

A.2 — R2 = G2. 

L'axe radical de O et C3 enveloppe donc la conique 

a2 

= (-2ZX -f- — a2 — P2 — c2 - f - R | -4- R, R 2 ) 2 , 

ou bien 

{ r \ \ [ ( r i - H 2 ) . x - - c ( R 1 + R 2 ) ] 2 - [ î c 2 - ( R 1 ~ R 2 ) 2 ] j 2 

1 1 J j \ = ( 2 xx -h 2 p y — a2 - £2 — c2 -+- R 2 -+- R t R 2 ) 2 . 

Si le point O parcourt l 'hyperbole d'axe transverse (Ri~h R 2 ) , 

l'axe radical enveloppe alors la conique 

l [( R ! -h- R 2 ) - c ( R t — R 2 ) ]2 - [ /, c2 — ( R, -I- R 2 )2 2 

C ' \ = ( 2 a a r - + - — a 2 — £2 — c2-4- R2 -f- R , R 2 ) 2 . 

11 est à remarquer que ib n'est autre chose que la longueur 

de la tangente commune extérieure aux cercles Ci et C2 dans 

le cas de la conique ( i 5 ) , et la longueur de la tangente com-

mune intérieure dans le cas de la conique ( 1 6 ) . 

On voit d'ailleurs que la conique ( J 3 ) est identique à la co-

nique ( 1 6 ) ; il en est de même de ( i 4 ) et ( i 5 ) . 

Remarques. — i° Lorsque le rayon R2 du cercle C2 devient 

infini et que ce cercle devient une droite A, le lieu des centres 

des cercles O tangents à la fois à Ci et à ^ se compose de deux 

paraboles. La question peut alors se traiter directement d'une 
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manière analogue à l'analyse précédente. On trouve encore que 

les axes radicaux de C3 et O enveloppent deux coniques. 

2° On trouverait aussi que, dans le cas tout à fait général de 

l'énoncé, le lieu du centre de similitude externe des cercles O 

et C j se compose de deux coniques ; le lieu du centre de 

similitude interne des mêmes cercles se compose aussi de 

deux coniques. 

Indication de la solution géométrique ( 1 ) . 

i° Soient Aj et A2 les axes radicaux de Ci et C3 , d'une part, 

de C2 et C3 d'autre part. Appelons pK et />2 les points de con-

tact respectifs du cercle O avec les cercles Ci et C2 , a\ et a2 

les points de rencontre respectifs de Ai et de A2 avec l'axe ra-

dical des deux cercles O et C3. Le point ax est le centre radical 

des trois cercles O, Ci , C 3 ; pareillement, le point <z2 est le 

centre radical des trois cercles O, C2 , C3 ; enfin, la droite px p% 

passe par l'un des centres de similitude des cercles Cj et C2 . 

Il suit de là que si les contacts du cercle O avec Ci et C2 sont 

d'espèce déterminée (interne ou externe), à tout point a,\ cor-

respond une position et une seule de «2 , et inversement. A u -

trement dit, les points ax et a2 tracent deux divisions homo-

graphiques sur Aj et sur A2 ; donc la droite a\ a2 enveloppe 

une conique. L'enveloppe demandée est donc un système de 

deux coniques, dont l'une correspond au cas où les contacts 

sont de même espèce, et l'autre, au cas où les contacts 

sont d'espèces différentes. 

2° Soient O et O! deux positions infiniment voisines du 

cercle mobile, I le point de rencontre des axes radicaux de 

chacun de ces cercles et du cercle C3 . La position limite du 

point 1 est le point de contact de ax a2 avec son enveloppe. 

O r , le point I est le centre radical des trois circonférences 

O, O i , C 3 ; il est donc sur l'axe radical de O et de O j . D'autre 

part, si la circonférence Ot se rapproche indéfiniment de la 

circonférence O, supposée fixe, l'axe radical des circonférences 

O et 0 4 a pour limite la ligne px Il en résulte que le 

point I a pour position limite l'intersection de p \ p i avec 

flia2 et, par conséquent, que le second lieu coïncide avec 

l'enveloppe des axes radicaux. X . A. 
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QUESTIONS. 

1751. Si l'on désigne par A / * et B^- les mineurs des déter-

minants 

«11 «12 «13 ¿11 b n ¿13 

«21 «22 «23 et ¿21 ¿22 ¿23 

«31 «32 «33 1 ¿ai ¿32 ¿33 

chacune des relations 

' «^¿13— «^¿12 «13^11 — «11&13 

«22 ¿23— «23 ¿22 «23 ¿21— «21̂ 23 «21 ¿22 #22 ¿2l 

«32^33— «33 ¿32 «33̂ 31 «31̂ 33 «31̂ 32 «32̂ 31 

et 

AI2 BIS AI3 B 1 2 

A-22 B 2 3 — A 2 3 B 2 2 

A-32 B 3 3 A 3 3 B3 

A I 3 B H — A T L B 1 3 

A23 B2I — 2̂1 B23 

A-33 B31 A 3 1 B 3 3 32 a33£>32 iv33 l:>31 

est la conséquence de l'autre. 

A J I B 1 2 — A J 2 B U 

A 2 | B 2 2 — A 2 2 B 2 1 

A 3 I B 3 2 — A 3 2 B 3 1 

( D . ARANV.) 

1752. Démontrer que toute équation différentielle de la 

forme 

>d2y <ly _ 
/ ( - S - — 

où / d é s i g n e une fonction homogène de trois variables, peut 

s'intégrer au moyen de deux quadratures. 

Appliquer à l'exemple suivant : 

xy 
dx l \ dx / 

dY 

où a désigne une constante. ( G . BOURLET.) 

1753. Le lieu des pôles des spirales logarithmiques oscula-

trices aux diverses sections ayant même tangente en un point M 

d'une surface est une conique. ( A . PELLET.) 
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LISTE DES QUESTIONS DES « NOUVELLES ANNALES » 

R E S T É E S S A N S S O L U T I O N A U 3L D É C E M B R E 1 8 9 6 ( ! ) . 
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48 512 703 880 1013 1361 1448 1540 1632 1693 

62 513 718 882 1015 1363 1471 1546 1633 1694 

126 516 724 884 1035 1364 1479 1548 1634 1695 

i:;o 525 729 885 1042 1365 1483 1549 1647 1697 

176 528 730 888 1058 1366 1485 1551 1652 1704 

187 5 ¿6 731 891 1063 1371 1486 1552 1655 1705 

19;* 549 732 892 1074 1376 1490 1564 1656 1710 

199 554 772 893 1078 1390 1491 1571 1657 1715 

i m 573 774 909 1092 1392 1502 1576 1660 1721 

261 583 798 918 1105 1393 1503 1579 1661 1730 

266 585 804 919 1107 1394 1505 1580 1662 1731 

324 589 805 920 1108 1402 1508 1582 1664 1733 

333 592 812 921 1149 1403 1510 1585 1672 1738 

341 593 815 929 1206 1416 1511 1588 1676 1742 

360 596 820 937 1234 1435 1513 1596 1677 1745 

383 597 821 938 1236 1438 1519 1599 1678 1747 

400 598 829 947 1246 1439 1522 1600 1680 1749 

414 604 831 952 1256 1440 1523 1609 1685 1750 

424 606 846 967 1298 1441 1527 1614 1686 1751 

434 607 848 989 1305 1442 1528 1616 1687 1752 

439 617 851 999 1307 1443 1529 1617 1688 1753 

448 625 852 1000 1310 1444 1530 1628 1689 

480 043 859 1004 1321 1445 1531 1629 1690 

495 666 861 1007 1355 1446 1532 1630 1691 

( ' ) Les lecteurs sont invités à signaler les erreurs qui auraient pu 

se glisser dans ce relevé, malgré l'attention avec laquelle on Fa 

établi. La Rédaction les remercie à l'avance des communications qu'ils 

voudront bien lui faire à ce sujet. 
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