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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES DUNE COURBE;
PAR M. LE CAPITAINE E. BARISIEN,

du Service géographique de l'Armée.

Le but de cette Note est de donner quelques formules
permettant de trouver Taire, le rayon de courbure et la
rectification des podaires successives d'une courbe, sans
avoir besoin de connaître les équations de ces podaires.
Nous étudierons aussi, accessoirement, quelques courbes
dérivées de ces podaires.

Aire de la mième podaire. — Soit Ole point d'émis-
sion des podaires, que nous prenons pour pôle des coor-
données polaires, et désignons par

/•=ƒ(«)

l'équation polaire de la courbe fondamentale.
Etudions d'abord la première podaire. Si Pi est le

point de la première podaire correspondant au point M
de la courbe et si r{ et öj sont les coordonnées polaires
de ce point P<, on aura pour la différentielle de l'aire U<
de cette première podaire

(i) d\]l = ir\d^l.

Nous allons calculer rK et Ö, en fonction de Q. Pour
cela, désignons par V l'angle du rayon vecteur OM avec
la tangente à la courbe en M, nous avons
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( 9° )
et

En différentiant cette dernière équation par rapport
à 0, il vient

En dillerentiaut (2) par rapport à 6, 011 obtient

.Si, pour abréger l'écriture, on pose

(!L _ .' dlf' = .»
di) ~ ' ' tft1 ' '

on a alors

et, par suite, en portant cette valeur dans (3 ),

f/0| /'2—/•/•" r2-+-2/*'2—/v"

77ô ~ r "~ /-â-f- /-'* ~ r2_i_ 7 . ' r~""

D'autre part, le triangle OMP, donne
/•j -= /* si 11V = —— •

La formule (1) devient alors

, I . - 4 - O 7 - _ / 7

I/o"
Pour avoir Taire U4 on n'aura donc qu'à intégrer une

fonction de 8, et, le plus souvent, lorsque la courbe
/• =f{§) aura une aire Uo intégrable, telle que



la podaire aura aussi une aire intégrable. On obtiendra
donc Taire U< sans avoir besoin de connaître l'équation
de la podaire, laquelle peut être d'un degré fort élevé et,
par cela même, rendre difficile la recherche directe de
l'aire de la podaire.

Pour avoir le point P2 de la seconde podaire, corres-
pondant au point P< delà première, on prend le milieu C
de OM et Ton joint P< C qui est la normale à la pre-
mière podaire en P, : on n'a donc qu'à abaisser de O la
perpendiculaire sur la tangente en Pf pour avoir le
point P2.

Il est à remarquer que l'angle P2OP< est égal à
TanglePj OM dont la valeur est (6, —H). Si 92 et i\ sont
1rs coordonnées du point P2, on a

02 — x Q j — O ) -h 0

et

D'une manière plus générale, si rm et 6W sont les coor-
données du point Pm de la raieme podaire, on aura

0,,, = m (Oi — 0 ) -+- 0 == m ( V — - ) — 0.

\ } !

d'où, en differentiaut par rapport à 0,
dSSm d\ /r'2— ri" .

J ^ "77fT = m 7/n "^ r = ni \ —~' ~ ) — ' *

D'autre par i ,

( < » ; / m = / O T - , s i n \ = / m n ' » \ - , ^ ^ = = = j

Or, la différentielle de l'aire Um de la mieme podaire
est

Par conséquent, en y portant los valeurs (5 )e t (6 ) , il



(9* )
vient

(7)

Rayon de courbure de la mième podaire. — Si Rm

désigne ce rayon de courbure, on a

(S)

formule dans laquelle

Or

drm
1m dbm

', d'après (6),

r», —

3

ir',1— rmr"m
7

d*rm

En diflerentiant par rapport à 9W et tenant compte
de (5), on obtient

, __ drm d§ r' r™

Par

(9)

Au

suite,

lieu de

'•L-t-

calculer

' M

'•'„! =
r2m

tn

(7.2_|_r'2)¥

remarquons

r

que

et différentions par rapport à 0w, il vient

D'où

( i o ) rw - rm rm -



( 9 3 )
En ajoutant (9) et (10), on obtient la valeur du dé-

nominateur de Rw. On a donc ainsi pour Rw

(") H Ĥ [

Pour m = i , o n a
_ f r2-«-r'2-f-(/''2— rr*) 1

expression que Ton peut écrire

r 2 -H- 2 r'2 —

Or, le rayon de courbure Ro de la courbe fondamen-
tale a pour valeur

\

On a aussi

Donc
Ro sinV = r-

II en résulte donc la formule suivante pour le rayon
de courbure de la première podaire

ir — Ro sin V

C'est, aux notations près, la formule démontrée par
M. Husquin de Rhéville (Nouvelles Annales, p. I 4 I ;
1890).

On peut, du reste, généraliser cette formule pour le
rayon de courbure R/w. Ro peut s'écrire

R0 = (/,2_u.r'2)_{_(r'2_/V
/) '



( 9 4 )
et comme

on en déduit
/ •* ( / •— Ho s i n V )

" - ' • ' • = R^v

Portant ces valeurs de (r2-f-r'2) et (/ /2—nJI) daus
l'équation (i i), on obtient

K„= rsin»-«V f ""' ~ ( m ~ ' ^ SJ"lL(/?z + i)/' — mR0 sin v
On a donc

J - 2 , - R o s i n V 7

f 2i• — RosinV 1
[_$r — 2R0 sinVJ

3 ~ " / S i n [ 4 / — - 3 R 0 s i n V J '

vly pour le produit des m premiers rayons de courbure,
on obtient la formule simple suivante

m (m — 1 )
wM-hl cir» 2 V

H , K , R , . . . R m = i)/1 — mR0 sin V

On remarquera aussi que la valeur (i i) de Rw permet
d'obtenir par la différence des rayons de courbure aux
extrémités d'un arc, la rectification de la développée de
la m'™1** podaire.

Rectification de la mlème podaire. — En désignant
par sm l'arc de celle rtiwmc podaire, on a

D'où, en tenant compte de ( 5 ) et de ( 9 ) ,

ds„, /•"*

t . , • ' • - > - , • ! ) '-

1 .1 suivre. )


