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SUR LES REDUITES DES FRACTIONS CONTINUES
SYMETRIQUES ;

Par M. G. MUSSO, a Génes.

A la page 453 de sa Théorie des nombres, Edouard
Lucas a donné la proposition suivante :

Quand une fraction continue est symétrique, on
peut calculer les deux derniéres réduites, si 'on con-
nait les dewx derniéres réduites qui correspondent a
la premiére moiti¢ de son développement.

Il a distingué deux cas, selon que la fraction est
symétrique paire, ou impaire, c’est-a-dire de 'un
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et a trouvé, dans le premier cas,
S =3+ fin
(1) &n =&+ Sv-18v—1 = fa-1,
En—1 = &%+ &l

et, dans le second,

fn = ‘vafv—h
(2) &n =JSv&v-1+fva18v = fn-1,
? &n—1 = 28vEv-1.

Cependant,“tandis que le premier systéme de rela-
tion subsiste réellement, le second est erroné. Cela,
on le pourrait vérifier sur des exemples numériques;
mais nous le déduirons moyennant la considération
d’une fraction continue plus générale que celle des
types (I), laquelle nous accorde de trouver des rela-
tions analogues aux (1), qui comprennent les (1)
mémes en particulier, et nous fournissent les vraies
valeurs de f7, gn, fa_1s gn—1, dans le cas qu'’il s’agisse
d’une fraction continue symétrique impaire.

Que l'on considére la fraction continue du type
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Nous avons d’abord par la propriété de I'inversion
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Jorr ' Guar forr—1+ forr—a
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Ev+r .. GQv+r Ev+r—1+ v+r—2

et comme

il sera

Jy—1

In _ <9v+r+ —fv—) Svrr—1+ fuir—a

&n (qv+r+ &1) Ev+r—1-t+ Sv+r-2
S

- Sy Sorr—+ ot forr— .
Jv&vrr =+ Sfv—1&vrr—1 ’

d’ou résultent déterminées les valeurs de f, et g,.
Mais, par la propriété de I'inversion, nous avons
encore
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par conséquent,

__f,"__ — fva+1-+fy_,fv+,._1 .

Sn—1 gva+r+ &v—1 Sfvar-1

Enfin, puisque
fné’n-ﬂ - fn—-i En=(— =1 = (—“ 1)2(v—1)+r,

nous pourrons, moyennant la substitution en celle-ci
des valeurs de f,, f,_, et g,, déterminer g,_,. On
trouve

En—1 = v Bv+r—+ Fv—18v+r—1+

En conclusion, on voit que pour les fractions conti-
nues du type (II) subsiste le systéme suivant de rela-
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tions
Jn = fofvrr+ ot Sforr—i,
Jrn—1= &y forr+ &v—1Sforr—1,
&n =Jv &v+r =+ fom1 &vir—1,
En-1 = EvEv+r—+ Ev—18v+r—1;

(3)

et nous pourrons par conséquent calculer les deux der-

Jn-1, fn
‘l
les quatre suivantes

niéres redultes 22, seulement quand I'on connait

fv——l , é , ,f:H-r_—_i , ,fv-c—r .
8v—1 8v Bv+r—1 v+r

Mais les relations (3) comprennent encore comme
cas particulier celles du systéme (1) données par Lu-
cas (il suffit de faire » = 0), et donnent enfin les vraies
relations qui devraient former le systéme (2), en fai-
sant 7 = 1. On trouve en effet, par cette derniére hypo-
thése,

Jn = Lo+ fom1 fos
(2") Jn—1=8&v for1+ =1y = Fvgvr1+ fo-18v=8n,
Ev-1 = &v8v+1+ Ev—18v-

Nous pourrons conséquemment conclure : que la
proposition énoncée par Lucas subsiste seulement pour
les fractions continues symétriques paires, et que, s’il
s’agit de fractions continues symétriques impaires, on
peut calculer les deux derniéres réduites, seulement si
I’on connait les trois suivantes

fv—’ , _./_.V_ , fv—H .
8v—1 8v Bv+1



