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SIR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CONIQUES
[Suite (M];

PAR M. P. SONDAT.

19. Conique rapportée au triangle de deux de ses
tangentes et de la corde des eontacts.

Toute conique est représentée par l'équation générale

(27) (Pp*-r-QP + R)a»-h(Sp-HT)a-f-M = o.

Elle coupe les côtés BC, CA, AB aux points A et )M.
;JL et [JL,, v et Vi, racines des équations

1 1U*-H TX -+-Ü = o,
(-28) < PfJL2-h Q|Jt+ R = o,

( Uv2— Sv-f-P = O .

Elle sera donc tangente 011 À à AC et en B à BC, si
Von a

P = o, Q = o, T = o, U = o.

Si donc m désigne le rapport S : 11, ses équations
seront

(29) a-t-//i[3=o, a2-;—m = o, m$**(—1 = 0,

et, en coordonnées tangentielles,

(30) W[x-+-4X = o, 4^2v -+- m — o, /»[x2v+i = o.

On voit aisément, par ces équations, que toute sécante
COO< {fig* 5), menée par C, coupe la conique en deux
points conjugués sur Cy et que deux tangentes issues

(>) Voir Nouvelles Annales, t. XIV, p. 369.



( 5o8 )

d'un point v de AB, forment avec v A et vC un faisceau
harmonique.

Fig. 5.

/C

La courbe est d'ailleurs une parabole si m = — l\.

20. THÉORÈME. — Si le point co (ocyz) décrit une
r//Oi7eX(À|jiv), et si l on mène les droites ajjL ,̂a:[3v, AJ'Y
et a.\yv, X^42, x\kyu les deux points O(a[3y) et
Oi (a, ^ Yi ) appartiendront à la coniqueQ circonscrite
à ABC selon X, e£ /« corde OO<, polaire de to, envelop-
pera laconiqueQi inscrite selon le pôle (— A, — u., — v)
de X.

On a(j)

X y ut. 3 v .r
h ~ = I, - H = I, - -+- T = i

x [j. y v z k

et comme

( a , / v = Xpjj —^JJ-Y, = i,

il vient, en remplaçant

? v 7 l X
[X A v oci

ou (i) , Oc l O| appartiennent à Q.
Soit Xj (A, UL, V, ) la corde OO,.



On a
, v x — X z

ou, en utilisant les équations de X,

Àt -f- x = o, [j^ -+-y = o, vj -+- z — o.

Donc X< est la polaire de co (tri. ABC).
On a7 d'ailleurs,

ou (i) X< enveloppe Q, , et l'on a (6), pour le point de
contact,

La même construction, qui donne deux points de Q ,

donne donc en même temps une tangente de Q{.

21. THÉORÈME. — Si la droite $(xyz) tourne autour

du point O ( a J 3 y ) e £ si Von détermine les points I(\ fi z),

f£(ojv) et I,(A,jy), H4(ap4z), K^a^v,),
• droites X ( À ; J L V ) et X< ( ) H JJL{ V 4 ) envelopperont

la conique Q, inscrite à ABC *e/o/i O, et /e /;oûu XX4 7

pôle de p, décrira la conique Q, circonscrite selon la
polaire ( — a, —j3, — y ) rf<? O.

On a ( i )

et comme



il vient, en remplaçant,

v, a

ou (i), X et X, enveloppent Q,.
Soit O< (a, ^ y, ) le point XX,. On a

_ a r — j i . r

. . {*[v — az)

1 " ^f("8 5 Y

ou, d'après les é(jualions de O,

«i - .r = o, [ j | + j = o, Yi-i--3 — o.

D o n c O i e s t l e p ô l e d(4 o ( i r i . A B ( ^ ) , e l , c o m m e

O, décrit la conique Q.
On a d'ailleurs ({) , pour la tangente <*n O,.

./•- y2 c-

La même construction, qui donne deux tangentes
de Q, donne donc aussi un ])oint de Q.

22. THÉOUKME. — On donne une droite X(ÂJJ.V) et
un point O (ajïy) que l'on joint à un point O< (a, [3, y, )
de X /?a/' /<? r//'oi/ep(LlVIiN' ). Si Von prend les conjugués
L4, M,, JN , r/e L, M,N 5i£/' 0 0 , , /e.ç droites AL,, BM,, CN,
seront concourantes en un point co (.rj>.z), e/ ce point to
décrira une conique Q circonscrite à ABC eA pour
laquelle O ,WYI le pôle de X.

Commue L, est le conjugué de L sur OO(. .r sera le



conjugué de L sur aa t . Or, on a

Donc

On trouve de même

On a ainsi le point i*>(xj s ) , et les relations donnent

a(aB -A- r ry— a) ' )
ap — xy H- y. y

_ -f- 7( a3 — xy -4- a y )

' ' y.Y -*- &Y — a P

Or, le point O, étant sur X , on a ( i )

ou, en remplaçant,

* (X;JL -J- <XQJ -f- a-/ ) fi ( jxa — X a — yf6 ) # _ _

Donc (i) ca décrit la conique Q circonscrite à
selon la droite \ i ()M JJ^V,), pour laquelle

«( X(JI -h ajâ -r- a a )

jj.a -f- A

JJ

[i. -T-

lu-

jxa

a i

}

[xa)
j

D'ailleurs, comme on a



X est la polaire de O (i i) par rappoil à Q.

Remarque I. — On voit aisément que, si O appar-
iienl à X, on a

ou (4)? X est une tangente en O, et p se superpose
Si O était le pôle de X, on aurait

à X.

y — — i ,

et

ou Xj se confondrait avec X.

Remai que IL —Le théorème permet de construire
une conique dont on donne trois points A,B, C et le
pôle O d'une dioite X, on, en particulier, trois points
et le centre O.

Dans ce dernier cas, X passe à l'infini, ainsi que Of.
Si donc on prend (fég- G) sur une dioite p(LMN), pas-

sant parle centre donné O,OL, = —OL, OiM, = —OM,
O^Si = — ON, les droites AL,, BAI,, Gi\4 se couperont
en un point w de la conique.



23. THÉORÈME. — On donne un point O(ajïy) et une
droite X()>.JJLV), et par O on mène une droite!L\ (Xj JJL| V|),

qui coupeX en w. Si par CÙ on mène les rayons lK, m,, nh,

conjugués des droites o)A, coB, coG dans l'angle XX<,

e£ coupant les côtés de ABC en oc, y, u, 072 aura la

droite p (xjrz), et cette droite enveloppera une conique

Q< inscrite à ABC e£ pour laquelle X .w# /« polaire

deO.

Si <oA coupe BC on L, ce point sera lo conjugué de .r

sur )JM, et comme

VVj ( \X 1/.J J

on aura

v v j ( a - + - u , )

el de même

A - ' - A, ;JL -4- \X\
y == Z~-Ï

XX, (v -h v , ) " ;JL/Jtt ( X -f- X, )

On a donc la droite o(xyz), et les relations donnent

A(X -
A —

u(X —
) . - J -

.r -+-

- .r -4-

t r —

X -

• wry)
A^xy
• Xv ry)
A^txy

.r — À -h Àv/r

Or, puisque X, passe par O, on a '

- J
 - H - i - — i ,

a «Jt!

ou, en remplaçant

À ( ua -+- À.a — a3 ) .a ( .aa -+- À a -+- a3 )
' S LJ. • t/- _i_ y ' 1 ! —i L_l :—• i ̂

u a -h Àtx - h at3 " ' ' ' [Jia — A;J -L~ <X$

Donc (i), c enveloppe la conique Qj inscrite selon le

Ann. de Mat lie mat., Z" s.'-ne, t. M \ . ( Déronihr.- iSi;r>.) 3 J
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point O, (a, pi y, ), pour lequel

i |jLa-+-X{i — a ?

r u( jjia -+- À4a -+- a 3 )

a a — A[JL 4 - afJ

__ — v ( jjia — À tu -H a 3 )

' ' ~ jjia - h À a — a 3

D'ailleurs, comme ou a

V7, ( JJL — p i > r

O (i4) est le pôle de X par rapport à Q l f

Remarque ƒ. — On voit aisément que si O appartient
M "X, cette droite est tangente en O, et que si O est le
pôle de X (tri. ABC) O< se confond avec O.

Remarque II. — Le théorème permet de décrire une
conique dont on donne trois tangentes «, b, c et la
polaire X d'un point O, ou encore quatre tangentes et
le point de contact de rune d'elles.

24. THÉORÈME. — Si deux triangles sont circon-
scrits à ABC et honiologiques avec lui [axes X et X< ),
les droites qui joignent leurs sommets correspondants
forment un triangle aJ3y inscrit dans ABC et honiolo-
gique avec lui. Le centre to dhomologie est le qua-
trième point commun aux coniques Q et Q, circon-
scrites à ABC* selon les droites X et X , , et l'axe p
d'homoiogie est la droite qui joint les points O et OK,
pôles des droites X et X, par rapport à ARC et aussi
par rapport à ces coniques.

Coupons ABC par X(),uv) et X, ()H a, v, ). Les droites



AX, Ba, Cv, d'une part, et les droites A)M, Bu1? Cvl7

d'autre part, forment Jes triangles IHK et I,H,K< cir-
conscrits à ABC et homologiques. axes X et X< et een-
tres O(— X — u, — v) et O, (— A,, — ;JLI? — v, ).

On a

1 1 : — - v , ) 1 vv^Xt-X)' XX^u-n , ) '

H H • .u — lxi v Zlll Xx — X
l' ^ i ( v i — v ) ' w , ( x — ity ^ ^ / ( f r ^

K K • ** "" ^ l v ""V | X — X t

Ces valeurs montrent que les droites Ï I O HHO

forment un triangle a[3y inscrit dans ABC et homolo-
gique selon le centre to(a(3y),

a = i a — ^ » f 3 =
 v " v ' ? ., = X t — X ^

^ : ^ i ( v i — v ) ' i v v , ( X t — X ) ' • X X , ( J J I — I J L J /

et selon Taxe o(^*, 7 , ^ ) ,

*• = —a, r = - 3 , - = - - V -
qui est la polaire de A.

Or on a
y. 'x a IJL !

>, + < ; - ' < / - - > = • •

c'est-à-dire que to appartient aux deux coniques Q
et Q, et par suite est leur quatrième point commun.

Les équations précédentes peuvent d'ailleurs s'écrire

Hif —
—X y ' —h

ou l'axe p passe par

( ) (— X. — ut, —

et
O i ( — X t . — èU|, -

pôles des droites X et X,.
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Remarque. — Si l'une des droites X, X, est iixe, on
pourra décrire sa conique, en déplaçant l'autre droite.

Î2o. THÉORÈME. — Etant donnés les deux points
O(a(3y) et O, (a< (34yi), si les cotés correspondants des
triangles ajiy et OL{ [i, y, se coupent en A , , B t , C^ le
triangle A1B4C1 sera circonscrit à ABC et homolo-
gique avec lui. L'axe O(À[JLV) d'homologie est la qua-
trième tangente commune aux coniques Q et Q i 7

inscrites à ABC selon les points O et O t , et le centre
(o(jyz) (Vhomologie est le point de rencontre des
droites X(— a, — [3,—y) e£ X< (— al7 — [3,,—y« ),
polaires de O e / O , /;ar rapport à ABC
rapport à ces coniques.

On a

' « - - a , ,

Ces valeurs montrent que les points (A, B,, d ),
(A4, B, C, ), (A4, BM C) sont trois à trois en lignes
droites, et que les droites AA,, BB1? C Q sont concou-
rantes, c'est-à-dire que Ai B< C< est circonscrit à ABC
et homologique avec lui selon l'axe p(),tjiv),

et selon 1(̂  cenlie <o(.rr^),

./• — — À, y — — u. ^ = — v.

qui est lt* pôle de z>.
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Or on a

eVst-à-dire que p enveloppe Q et Q, et par suite est
la quatrième tangente commune à ces coniques.

Les équations précédentes peuvent s'écrire

ou (1) o) appartient i\ X et à Xf et par suite est leur
point de rencontre.

Remarque. — Si l'un des points O, 0 1 est fixe, on
pourra construire sa conique en déplaçant l'autre point.

26. Je termine cette JNote en résumant les construc-
tions obtenues de la conique Q de cinq points A, B, C,
D, E. En prenant ABC pour triangle de référence, si Y
et Z sont les polaires des points D et E, la polaire X du
point O(YZ) sera la droite suivant laquelle la conique Q
sera circonscrite à ABC. Après avoir obtenu, avec la
règle, le point O et la droite X(Xav), ou pourra tracer
la conique Q :

I. Par le pôle co d'une droite p passant par O-,

il. A l'aide d'un point décrivant la droite X(lGou
20);

III. En déplaçant une droite Xj ( 2 i ) ;

L\ . En s'aidant du centre de la conique, que Ton
obtient en joignant les sommets du triangle des droites
z\A, By., Cv aux: milieux des. cotes de ABC, et utilisant
la remarque JI du n° 22.


