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SUR QUELQUES PROPRIETES DES CONIQUES
[Suite (*)];

Par M. P. SONDAT.

19. Conique rapportée au triangle de deux de ses
tangentes et de la corde des contacts.
Toute conique est représentée par I'équation générale

(27) (PR2+-QB+R)x2+ (SB+T)ae+u=o.
Elle coupe les cotés BC, CA, AB aux points % et ky,
oLy, v el vy, racines des équations
R12+TXx+ U = o,
(28) ¢ Pu2+ Qu+ R=o,
( Us2— Sv+P =o.
Elle sera donc tangente en A a AC et en Ba BC, si
Uon a
P =o. Q=o, T =o. U=o.
Si donc m désigne le rapport S: R, ses équations
seront
(29) a-+mB=o, a?y— m =0, mg3:y—i1=o,
et, en coordonndes tangenticlles,
(30) mp—+4r=o, 422y +~m =o, Mmp2v + § = o.
On voit aisément, par ces équations, que toute sécante

COO, (fig. 5), menée par C, coupe la conique en deux
points conjugués sur Cy et que deux tangentes issues

(') Voir Nouvelles Annales, t. X1V, p. 36q.
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d’un point v de AB, forment avec vA et vC un faisceaun
harmonique.

La courbe est d’ailleurs une parabole si m = — 4.

20. Tutorime. — Si le point © (xyz) décrit une
droite X (huv), et si L'on méne les droites apz,x 39, hyy
et ayv, h\3yz. xpy,, les deux points O (apy) et
O, (2 84v1) appartiendront & la coniqueQ circonscrite
@ ABC selon X, et la corde OO0, polaire de v, envelop-
peralaconiqueQ, inscriteselon le pole (— ), — v, —v)

de X.
On a(1)

)‘_,_Z

2 S

=1,

KRIE
+
<
Il
U<
+
|
Il

ct comme
aps=afyv=Ayy=r,
ayv=2"hs=zpy =1,

il vient, en remplagant

_S_ ‘{ =1, :‘,l I ,_.)\_

=1 5
. A v 2,

ou (1), O ¢t O, apparticnnent a Q.
Soit X (hyuyvy) la corde OO,
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On a
G v —As
T Vi (pr =2y’
gy = h———————)\y_p‘r
T N (vy — ps)’
w3 —vy
vy = A

py (s —vr)’
ou, en utilisant les équations de X,
M+ ax =o0, ui+3ry=o, v+ 3 = 0.

Donc X, est la polaire de o (tri. ABC).
On a, d’ailleurs,
— " -
Xy g N
ou (1) X, enveloppe Qy, et Ton a (6), pour le point de
contact,

La méme counstruction, qui donne deux points de Q,
donue done en méme temps une tangente de Q.

21. Tntonkme. — Sila droite 3(xyz)tourne autour
du point O (a2y)et sil’on détermine les points 1().p z),
H(xpy), K(ayv) et L Oyyy), Hy(apiz), Ky(x2vy),
les deux droites X(huv) et X, (M pavi) envelopperont
la conique Q, inscrite @ ABC selon O, et le point XX,
pole de p, décrira la conique Q, circonscrite selon lu
polaire (—a, — 3, —v) de O.

On a (1)

z o«
f+p—=l, Falay st Z=h
Ty 373 e

et comme
( APs=zuy=ayv=—1,

z Xyy =aps=xpy=—1i,
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il vient, en remplacant,

o N

v ar M
’_l.—;—__ul, Lo =y
e " 2

ou (1), X et X, enveloppent Q.
Soit Oy (2, B47,) le point XX,. On a

ay — 8

Ay = T T
sy(ve—as)
{ji = - 7@37—?_‘1’),7 ’
¢ v E(ay —Bua)
NT—az
vy ==

ax(Bz—~y)’
ou, d’apres les équations de O,
o - =0, S+ =0, i 3= o,
Done Oy est le pole de 5 (wi. ABG), et, comme

Ay —

O, déeriv la conique Q.

On a daifleurs (1), pour la tangente en Oy,

La méme construction, qui donne deux tangentes
de Q, donne done aussi un point de Q.

22. Tutorime. — On donne une droite X (huv) et

un point O (apy) que Uon joint a un point Oy (2, 3,~y)
de X par la droitea (LMN). St lon prend les conjugués
L,M{ N, deL, M, N sur OOy, les droites AL, ,BM,,CN,
seront concourantes en un point w(xyz), el ce point w
décrira une conique Q circonscrite a ABC et pour

laguelle O sera le pole de X.

Comme L, est le conjugué de L sur OO, x sera le
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conjugué de L sur 2a,. Or, on a
B—B8 .
B (v —11)

r = —(ﬁ—f—@:)‘

IR

L=

Donc

On trouve de méme

Bl S (1)

— (2 +ay)
’
Y (- o)

““l(@"“ﬁx).

)=

3=

On a ainsi le point w(xy z), et les relations donnent

_eafay—ay)

aff —zy oy
8= Blay —ay — af)
T oy —ay - aB
(23 —xy +ay)

- .
£

Ly Yy — “p

Or, le point O, étant sur X, on a (1)

3 n
_A A .
2% . '
ou, en remplacant,
w(hw = a% + ur)  Blpa—iw—o8)
.'_\_ —g—— — __————.__-_: M |
Pu— 23— U Ay a8 !

Done (1) o décrit la conique Q circonserite a ABC
selon la droite X (% vy ), pour laquelle

; a( A+ af 1)

| = — - —— ’

A —— a + pa

B — 2w —-a8
AT e S N

1
i

Kl p 2
M = AT XD

— 7O —af -+ pa)

Y= ) A
pa — hu = ap

D’ailleurs, comme on a

p—38 1 — Y h—a

— =5 - v =
Ma(g—w)’

67 ’ = (=)
wy 8(v—vp) iy (a— Ay)
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X est la polaire de O (11) par rapport a Q.

Itemarque I. — On voit aisément que, si O appar-
tient 4 X, on a

.5 N 2
Phy =92, Y= p, Vi =

ou (4); X estune tangente en O, et o se superpose a X.
Si O étrait le pole de X, on aurait
7 =1, 3 ——u, M=y,
ct
r=1, Py =y,

ou X, sc¢ confondrait avec X.

Remair que I1. — Le théoréme permet de construire
unc conique dont on donne trois points A,B,C et le
pole O d’une droite X, ou, en particulier, trois points
et le centre O.

Dans ce dernier cas, X passe a U'infini, ainsi que Oy.

Si done on prend (fig. 6) sur une droite s (LMN), pas-

kig. 6

\ /

sanl parle centredonné O, OL, = —OL, OM, = —OM,
ON,=—ON, les droites AL,,BM,, CN, se couperont

en un point w de la conique.
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23. Tutorkme. — On donne un point O(z3y) et une
droite X(huv), et par O onmene une droiteX, (h, 1, v,),
qui coupeX en w. Si par w on méne les rayons l;,m,,n,,
conjugués des droites wA, wB, wC dans l'angle XX,,
et coupant les cotés de ABC en x, y, z, on aura la
droite p (xyz), et cette droite enveloppera une conique
Qi inscrite a ABC et pour laquelle X sera la polaire

de O.

Si wA coupe BC en L ce point serale conjugué de a

sur A, et comme

pp—
o Y
(e — )
on aura
v —
r == ——y
W+ 1)
et de méme
-t g B oy

’

r= },)\,(‘/+*41)’ B {4;11().+)\,).
On a donc la droite g(xyz), et les relations donnent

5 Ma — K== dizy)
T S vy

w(h — .+ hury)

I < S
o h—+—a — vy

v(h~+ax—hay)
Yy = ———— T —*
! =+ Ty

Or, puisque X, passc par O, on a

ou, cn remp] agam

A 4 hp— 23)
%+ 7\1.1.—{— 1.3

P2+ A+ 23) .

M g e < A
A — Ay - ag

Donc (1), ¢ enveloppe la conique Qy inscrite selon le

Ann. de VMathémat..3* sire, L. NIV, (Décembre 1845.) 33
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point O, (2, Zyv,), pour lequel

Mpa 4 —af)

% = 7
A -+ A —— ad
2 -

g, — (2 = A+ 2d)

~ (J_*
o — A= %3

— v(pr—ru+2a3)

o —
1 S

Wi =+ b — 28
D’ailleurs, comme on a

Y —

y— T g _h—a i — B

A —

-r(,(;x—a‘ﬁl)’ P—fal(v——}/,)’ YT uB O =)
O (14) estle pole de X par rapport a Q..

Remarque I. — On voit aisément que si O appartient
a'X, cette droite est tangente en O, et que si O est le
pole de X (tri. ABC) O, se confond avec O.

Remarque 11. — Le théoréme permet de décrire une
conique dont on donne trois tangentes a, b, c et la
polaire X d’un point O, ou encore quatre tangentes et
le point de contact de 'une d’elles.

24. Tutonkve. — Si deux triangles sont circon-
scrits & ABC et homologiques avec lui (axes X et X,),
les droites qui joignent leurs sommets correspondants
forment un triangle a3y inscrit dans ABC et homolo-
gique avec lui. Le centre o d’homologie est le qua-
(rieme point commun aux coniques Q et Q, circon-
serites & ABC selon les droites X et X,, et l'axe o
d’lomologie est la droite qui joint les points O et O,
poles des droites X et X, par rapport & ABC et aussi
par rapport & ces coniques.

Coupons ABC par X (huv) et X, (%, u,v,). Les droites
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A%, By, Cv, d’une part, et les droites Ad,, By, Cv,,
d’autre part, forment les triangles IHK et I, H, K, cir-
conscrits & ABC et homologiques, axes X et X, et cen-
v)yet Op(— Dy, — wyy, —vy)

tres O (— A, —u,

On a
11, : B , Y — Y A — A
Yo (v =) wi(hy — )’ D (r— )
mw— 1 v - A — A
HH, . ———— | —_——— — e
! g (vi—v) v (k=) A)\,(p.-—g_l,)’
- vo— h— X
KK,: b —H — bt S
‘ ! iy (vg—v) vi(h—n)’ A (e — 1)

Ces valeurs montrent que les droites II,, HH,, KK,
forment un triangle «3y inscrit dans ABC et homolo-

gique selon le centre w (aBy),

w— . v = hy— A
64 = —— 1‘3 = —T “" = v——
wixy (v —v) wi(h— ) M (e — uy)

et selon Yaxe p(r, 9, z),

—_ —_— T —
r=—2a y=—§  s=--7

qui est la polaire de 7.

Orona
% " 2 1
< = =1, — —+ =1,
P ' Jy B

c’est-a-dire que o appartient aux deux coniques
et Q, et par suite est leur quatriéme point commun.
Les équations précédentes peuvent d’ailleurs s’écrire

xr —‘U< x ——P.l
_— e — =1. _— - —— =1,

<

— A — M e

ou l'axe 5 passe par
O(—he —u, —v)

et .
Oy (— Ao — 20 — V).

poles des droites X et X,.
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Remarque. — Si 'une des droites X, X, est fixe, on
pourra déerire sa conique, en déplacant I'autre droite.

23. Tutorime. — Ktant donnés lec deux points
O(aBy) et O, (2 Bi11), siles cotés cor lespondants des
triangles a3y et o, 3,v, se coupent en Ay, By, Cy, le
triangle A,B,C, sera circonscrit & ABC et homolo-
gique avec lui. L'axe g(hpv) d’homologie est la qua-
trieme tangente commune aux coniques Q et Q,,
inscrites @ ABC selon les points O et Oy, et le centre
w(xyz) d’homologie est le point de rencontre des
droites X(—a, — 3, —7v) et Xy(— a2y, — 3¢, — 1),
polaires de O et O, par rapport a ABC et aussi par
rapport a ces coniques.

On a

o~ Yy [T

A\ T i) NN il B
‘- ‘- - N N oY

\ T B= B0 wm(y =) BBi(a - ay)

ar e s . no__

By s V Vi %1 * [ 1
LS I _,v’ VRS R R ’ 0 N
(3 - B a (v — ) o81(a — ;)

U _ q
PSP Sl { B o R [l S
AN 1 2 N PY) D
ol —081) ax (v —y1) BPi(x—a)

Ces valeurs montrent que les points (A, By, C,),
(Ay, B, Cy), (A4, By, C) sont trois a trois en lignes
droites, et que les droites AA,, BB, CC, sont concou-
rantes, c’est-a-dire que A B, C, est circonscrit 8 ABC
et homologique avee Jui selon I'axe o (hpv),

T 21—z 55,

‘/»_-—————w' o= v

_— Vet .,
4] v - - 91
21) 111(4’_:1) I“Jldl(a—_'“"

gui est le pole de 3.



Orona

%y
=1, <~ -+ - =
A

>R
™R

, N . -
c'est-a-dire que p enveloppe Q et Q, ct par suite est
la quatriéme tangente commune a ces coniques.

Les équations précédentes peuvent s’écrire

—_— s =1. —_ e === =1
r —] - — 8 ’

ou (1) » appartient a X ¢t a Xy et par suite est leur

point de rencontre.

Remarque. — SiI'un des points O, Oy est fixe, on
pourra construire sa conique en déplacant I'autre point.

«

26. Je termine cette Note en résumant les construc-
tions obtenues de la conique Q de cinq points A, B, C,
D, E. En prenant ABC pour triangle de référence, si Y
et Z sont les polaires des points D ¢t E, la polaire X du
point O(YZ) serala droite suivant laquelle la conique Q
sera circonscrite 2 ABC. Aprés avoir obtenu, avec la
régle, le point O et la droite X (uv), on pourra tracer

la conique Q :
I. Par le pole w d’une droite 5 passant par O;

II. A Paide d’un point décrivant la droite X (16 ou
20);

1. En déplacant une droite X (24);

IV. En s’aidant du centre de la conigue, que 'on
obtient en joignant les sommets du triangle des droites

A%, By, Cvaunx milicux des. cotés de ABC, et utilisant
la remarque H du v 22,



