NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

P. SVECHNICOFF
Sur une classe des surfaces

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 14

(1895), p. 501-506
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3 14 501_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1895, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3_14__501_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR UNE CLASSE DES SURFACES;
Pir M. P. SVECHNICOFF.

Supposons qu'une courbe A roule sans glisser sur
une autre courbe fixe B, de sorte que leurs plans oscu-
lateurs au point commun de contact forment un angle
constant . Les positions successives d’un point w. inva-
riablement lié 3 A déterminent une nouvelle courbe C.
Quand l'angle ¢ varic d’une maniére continue, la
courbe C décrit une surface S. Rapportons cette surface
aux axes rectangulaires de coordonnées Ox, Oy, Oz.
Soient x,, y,, z, les coordonnées du point de contact P,

(') Journal de Mathématiques, 1 série, t. 1V, p. 518-350; 183g.
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x, y, z celles du point u, P’ la tangente commune a A
ct B. Désignons par o la longueur wP, par J 'angle
P'Pu, par s, et ¢ les arcs des courbes B et A comptés
des points quelconques jusqu’a P. Alors, on'a s,=gs.

. d IRt
011 salt que cos 3: —E- D’ou 1 on a

ds
[ dp
(1) €08 T = a5,
Abaissons la perpendiculaire MQ du point . sur la
droite PP'. Le triangle rectangle wPQ donne
PQ =gcosT, »Q =psin3.
On a
e r—x dry vi— v dyy 51— 35 ds,
COs8T = —_— = ——— ——
z s, 0 s, 0 ds;
Ainsi 'on trouve
(2) (x— 2 P4+ (y —y1 )2+ (5 —5)=p2....
N ) dr, ) dy, L\ dsy dy
(3) (1—1‘1)7{; +(y—r1) ds, +(~—~x)m; =—p ds;

Telles sont les équations de la surface S. En différen-
tiant I'éguation (2) par rapport au paramétre s,, on a
Péquation (3). D'ou Pon tive les couséquences sui-
vantes.

1. La surface S est 'enveloppe des sphéres représen-
tées par I'équation (2).

2. Quand le parameétre s, a une valeur déterminée,
la surface S est tangente & la sphere (2) en chaque
point de la circonférence représentée par les équations
(2) et (3). Cette circonférence a le point Q pour centre
et son plan est perpendiculaire a la droite PP'.

3. La normale a la surface S au point p passe par le

point correspondant P de contact des courbes généra-
trices A et B.
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4. Lacirconférence, représentée par les équations (2)
ct (3), est une ligne de courbure de la surface S.

5. Le rayon de courbure d’une des sections normales
principales de la surface S au point p est égal a 5. La
normale uP a la surface S au point p forme avec les
axes de coordonnées les angles dont les cosinus sont
égaux respectivement a

ol A !

\/p‘-’—i—q'l—i—l’ \/p2+q2+1’ /p’+q’4—_l

Mais ces cosinus sont aussi égaux a

ry— & Vi— ¥ 51— 3
b s .
e 2

]

Ainsi, on a

\ ri—r+p(sp—5)=o0,
(4 SV —y gl —z)=o0,
( p=(8—35)Yp*+g2+1.

in différentiant ces équations, on trouve

. ) .\ dsy [dz, fli‘
I+ p +I(~—-»1)—ZZ; ;lg,_—rpds, ,

dsy [ dry dsy
/»(/—f—s(z-——:,,):d—y- ?ls_:+l)d-—91 ,
2Lt (s = —g.s_‘.(illi (ii"_‘
Tt H—el)_dy dsy Idsl ’

s <€&+ dsl)_

pq—!—s(z—;,):(l; ds, 7 Sy

(5) 5 IPQ‘*‘S(;"‘Q)J“’
I =[1t—p2+r(z—s)l+q2+ t(z—3)]
Regardons quelques cas particuliers.

1. Supposons que la longueur 5 = a est constante.
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Alors on a

(1= o)
Vpr g+

ar
{6 EN I Ny 1 P ——
(6) ' ( P p2+q?—r1>
at
\ ( Vpi+ i

En ce cas S est une surface canal.
La courbe fixe B est I’'axe du canal et la courbe A s¢
convertit en un point.

2. Supposons que la courbe B est plane, c’est-
a-dire que z, = o. Alors on a

(7) (pg+s3)* =+ p2+r13z)(1+ q*+ t3).

Telle est I'équation différentielle aux dérivées par-
ticlles du deuxi¢me ordre de la surface S, si la courbe
fixe génératrice est plane.

3. Supposons que la sphére (2) passe toujours par le
point O qui est situé dans le plan de la courbe B. Alors
on a

i +yy et
et les équations (4) donnent

TI=Z4+ps, yi=y-+qs,
224 Y2 o5(par + qy)+ 3P+ q?) = p2
ou

(%) 2y e R a5 (pr—qy)=o.

L’intégrale générale de cette équation différenticlle
est

2222 2 g2 22
(9) f<] 1; ’ z —L:;/ >=0.

Transformons cette surface par la méthode des sur-
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faces inverses. Posons
_
— R
1534

2 4 42 73"
=T 4+ 0

x

Y

Alors on a

(10) f(L—;-a §—2>=0 ou (& n)=o.

i
) X ’ ) ’ \ M
D apres ce]a on peul; enoncer ]e théoréme suivant :

La surface inverse par rapport au cylindre enve-
loppe le systéme des sphéres passant par Uorigine.

Il est facile de démontrer que le volume du corps,
limité par la surface S et par deux cercles (2) et (3)
correspondant a s, = o, et 5, =g, est égal a

o dn\? d2s’
— 2 2 ; i
(11) v_‘.»/c:) p2sin 3[1—(——5> —0 ]dc.

Si la courbe B est plane, la grandcur de la partie de

la surface S, limitée par deux circonférences (2) et (3)
correspondant a s, = g et s, = o, est égale a

N g, dr\ 2 d2
(12) b.—_zzf p[l—(;‘s) _9(7379]([3'
T

Les grandeurs de ce volume ct de cette surface ne

dépendent que dela forme de la courbe mobile A.
Soient

a, B, 1 les angles formés par la direction de la tan-
gente PP’ avec les directions positives des axes;

&, 1, ¢ les angles formés par la normale principale de
la courbe B avec les mémes axes;
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Xy 1y v les angles formés également avec les mémes

directions par la direction de I’axe du plan oscula-
Leur.

Par le point p menons le plan perpendiculaire a la
droite PP’. Soient QT" et QU’ les droites d’intersec-
tion de ce plan avec les plans osculateurs des courbes
A et B. Abaissons la perpendiculaire pU sur la droite
QU’ et désignons par ¢ I'angle n QT". Alors on a

QU = pQcos(v + ), U =pQsin(o + ).
D’apreés cela on trouve

Z=xy— pcosT cosx
- e e N
+psinT[— cos(o + T ) cost + sin(o + T) cosA],
¥ =)1—pcosT cosp
- - . -
—+ psinT[—cos(0 + T) cosy +sin(o + T)cospl.

3= 5, — pCOST oSy

~
=

+ psinT[—cos(o=-TF)cos{—+ sin (0 +T)cosv].

Ces ¢quations représentent la surface S. x, ¥, z sont
des foncuions des variables s, et 5.



