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S If It HU CLASSE DES SllHFACES;

PVR M. P. SVÉCIIMCOFF.

Supposons qu'une courbe A roule sans glisser sur
une autre courbe fixe B, de sorte que leurs plans oscil-
lateurs au point commun de contact forment un angle
constant S. Les positions successives d'un point JJ. inva-
riablement lié à A déterminent une nouvelle courbe C.
Quand 1'augle S varie d'une manière continue, la
courbe C décrit une surface S. Rapportons cette surface
aux axes rectangulaires de coordonnées Ox, OJK, OZ.
Soient xx,j{, z{ les coordonnées du point de contact P,

( ' ) Journal de Mathématiques, ire série, t. IV, p. o^S-Sóo; rS3().
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x,y, z celles du point [Jt., PP' la tangente commune à A
et 13. Désignons par p la longueur jxP, par S l'angle
P'PJJI, par s{ et a- les arcs des courbes 13 et A comptés
des points quelconques jusqu'à P. Alors, on 'a st = o\

On sait que cos Sf = —-. D'où l'on a

( ) cos^ — -̂ £--

Abaissons la perpendiculaire M Q du point \t. sur la
droite PP'. Le triangle rectangle u.PQ donne

F~Q = pcoŝ T, [IQ = psinSr.
On a

p dsi p dsi p ds\

Ainsi Ton trouve

dx[ dyx dzx dp

dsi "^ * ^l dsi ~ " ] ^ ! l dsi

Telles sont les équations de la surface S. En diflféren-
tiant l'équation (2) par rapport au paramètre 5M on a
l'équation (3). D'où l'on tire les conséquences sui-
vantes.

1. La surface S est l'enveloppe des sphères représen-
tées par l'équation (2).

2. Quand le paramètre st a une valeur déterminée,
la surface S est tangente à la sphère (2) en chaque
point de la circonférence représentée par les équations
(2) et (3). Cette circonférence a le point Q pour centre
et son plan est perpendiculaire à la droite PP'.

3. La normale à la surface S au point p. passe par le
point correspondant P de contact des courbes généra-
trices A et B.



4. La circonférence, représentée par les équations ( 2 )
et (3), est une ligne de courbure de la surface S.

5. Le rayon de courbure d'une des sections normales
principales de la surface S au point [JL est égal à p. La
normale uiP à la surface S au point [JL forme avec les
axes de coordonnées les angles dont les cosinus sont
égaux respectivement à

- P —g t
s'p'-T- 72-+- 1 sjp1 -f- q- -f- 1 y/p2 -f- q2 H- 1

Mais ces cosinus sont aussi égaux à

x\ — x yx — y z{ — 5

? ' ? ' ?

Ai Mai, o n a

) \ y{ —y -h qiZi — z) = 0,

(

En dilïereutiant ces équations, 011 trouve

dsx

—

Regardons quelques cas particuliers.

1. Supposons que la longueur p = a est constante



Alors on a

(6 )

X

En ee cas S est une surface canal.
La courbe fixe B est Taxe du canal et la courbe A se

convertit en un point.

2. Supposons que la courbe B est plane, c'est-
à-dire que z{ = o. Alors on a

(7)

Telle est l'équation différentielle aux dérivées par-
tielles du deuxième ordre de la surface S, si la courbe
fixe génératrice est plane.

3. Supposons que la sphère (2) passe toujours par le
point O qui est situé dans le plan de la courbe B. Alors
on a

et les équations (4) donnent

,n r=r x -+- ƒ?z, y\ = y ^r qz,
,r2_i_jr2H_ yZ(px -+- qy)^r ^(p2-^ q2) = p2

OU

(8) .r2 — jK2— ---+- iz(px-r- qy) = o.

L'intégrale générale de cette équation différentielle
est

Transformons cette surface par la méthode des stir-
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faces inverses. Posons

Alors on a

(10) ƒ/
\ S

D'après cela on peut énoncer le théorème suivant :

La surface inverse par rapport au cylindre enve-
loppe le système des sphères passant par Vorigine.

Il est facile de démontrer que le volume du corpsy

limité par la surface S et par deux cercles (2) et (3)
correspondant à sK = <r0 et s{ = <7O est égal à

Si la courbe B est plane, la grandeur de la partie de
la surface S, limitée par deux circonférences (2) et (3)
correspondant à s< = <r0 et $< = o-4, est égale à

Les grandeurs de ce volume et de cette surface ne
dépendent que delà forme de la courbe mobile A.

Soient

a, [3, y les angles formés par la direction de la tan-
gente PP' avec les directions positives des axes;

ç, Tj, Ç les angles formés par la normale principale de
la courbe B avec les mêmes axes ;
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)v, [JL, v les angles formés également avec les mêmes

directions par la direction de Taxe du plan oscilla-
teur.

Par le point [JL menons le plan perpendiculaire à la
droite PP' . Soient QV et QU' les droites d'intersec-
tion de ce plan avec les plans osculateurs des courbes
A et 13. Abaissons la perpendiculaire [JLU sur la droite
QTJ' et désignons par cp l'angle [*QT'. Alors on a

"QÜ = jÂQ cos(o -4- 5.), "jTü = iTQsin(cp-t-2r).

D'après cela on trouve

X = X\ — p COS IJ COS a

H- p sin2r[— cos(o -h S") cosj -h sin(cp -h &) cosX],
^ — jl̂ -j — p cos S" c o s ^

--h p s in&f— c o s ( o -4- S") c o s ^ -4- sin(cp -h S ) COSJJI ] .

-+- o s inS"[— oos(cp -i- . ^ ; cos Ç -4- ^in ( o -4- .̂ >) cosv J.

Ces équations représentent la surface S. x,y, z sont
des (onctions des variables S\ et S.


