NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

ETIENNE POMEY

Formules de la statique d’un corps
solide, en axes obliques

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 14

(1895), p. 449-462
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3_14__ 449 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1895, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3_14__449_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

( 449 )

FORMULES DE LA STATIQUE D'UN CORPS SOLIDE,
EN AXES OBLIQUES;

Par M. Etienne POMEY,
Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique.

Je me propose, dans cette Note d’établir les princi-
pales formules de la statique d’un corps solide inva-
riable, par rapport & des axes Ox, Oy, Oz faisant entre
eux les angles yOz =%, 20x = 1, x Oy = .

I. — MoMeNT D'UN VECTEUR.

Je me propose de calculer les composantes A B, C
suivant les axes du moment Gd’un vecteur AF par rap-
port a l'origine, les coordonnées du point A étant x, y, z,
les composantes de AF suivant les axes étant X, Y, Z.

Premiére méthode. — Soient Ay, By, C, les projec-
tions orthogonales de G sur les axes. Puisque G est la
somme géométrique de A, B, C, en projetant orthogona-
lement sur les axes, on a

A 4+ Bcosv+ Ccosp = Ay,
(1) ¢ Acosv + B+ Ccosh =By,
Acosp +BecoshA+ G =Ci.

Or, A,, B,.C, sont les moments de AF par rapport aux
axes. Je vais calculer G, en considérant le triédre des
coordounées comme direct, et en regardant C, comme
positif ou négatif, sclon que le triédre O. AF z est direct
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIV. (Novembre 1845.) 31



( 450)
ou inverse. Cela étant, on sait que, si ’on prend sur Oz
un segment positif OP égal a I'unité, la valeur algé-
brique de C, est le sextuple du volume du téiraédre
O.AFP, ce volume étant lui-méme regardé comme po-
sitif ou négatif, selon que le triedre O. AFP est direct
ou inverse.

Or,enappelantVle volume d’un tétraédre M, M, M;M,,
considéré comme positif ou négatif selon que le triédre
M,. M;M M, est direct ou inverse, x;, y;, z; les coor-
données du sommet M;, o le sinus du triédre Ox y z,
on a

X .}’l Sy I
Ve LT mo e
6l ay yy 5 1

| 2y gy, 3, 1

En appliquant cette formule au tétraedre OAI'P,

on a
o 0 o '
= — r y 3 1 Jo
r+X y+Y z+7Z 1
o o ! I
ou
(2) Ci=(2Y —yX)yo.

Posons, conformément 4 'usage,

(3) L=yZ—zY, M=3X—22Z N=zY_—yX.
On en déduit

%) A=Lyo, Bi=Myw, C=Nyo.

Portant ces valeurs dans les équations (1) et résolvant
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celles-ci par rapport 4 A, B, C, on a finalement

{ L cosv cosu
‘ M I cos A
= N cos 7__ i ,
Vw
1 L cosp
3 / coss M cosh
\ B = cosp N i
Vo ’
I cosv L
cosv I M
G L cosy cosA N
\ Vo

Remarque. — Ayant A, B, C, il cst facile d’obtenir G
et ses angles a, B,y avec les axes. En effet, en multi-
pliantgéométriquement G par larelation G = A 4+ B4-C,
on a
(6) G:=AG+BG-+CG =A\,+BB,+CC,.

En éliminant A, B, C entre les équations (1) et I'équa-
tion (6) et tenant compte des équations (4). on a

) cosv cosp L

cosv I cosh M

7) 6= cosp  cosh 1 N
L M N o

On peut observer que cette valeur de G peut s’écrire

(8) G2=!I!L -+~ mM+ nN,

en appelant/, m,nles numérateurs des valeursde A, B,C.
Enfin on a 2, 3,y par les formules

Gcosa = A +Bcosv+ Ccosy,

B +Ccos],
Geosy= \cosu+Bcosh + C.

(9) Gcosg=Acosv +
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Deuxiéme méthode. — Pour obtenir C,, on peut
prendre le triédre Ox, y, z, supplémentaire du triédre
Ouxys, et projeter parallélement 4 Oz sur le plan Ox, ¥,
le double du triangle OAF, ou, ce qui revient au méme,
le double du triangle Oaf obtenu en projetant OAF
sur le plan xOy parallélement 2 Oz. Or, les points a
el f ayant pour coordonnées x,y et x+ X, y + Y,
on a

2surf. Oaf=(xY — yX)sinv
et par suite
Ci=(2Y —yX)sinv cos (03, Oz;).

Mais on sait que les angles ¢,/, ¢ d’une direction
avec les axes satisfont 4 ’équation

T COsv  COS|z COSO® I
cos v 1 cosh cosy
cosp cosA 1 cosy

5 - U
CO8Q COsy Cosy 1

En appliquant cette formule a la direction Oz,, pour

™
laquelle on a o =9 = —,ona
[ - 2

1 cosv cos u o

cosv 1 cos A [ )

cosp cos A 1 cos (03,05) | o
0 o ¢o0s(03,03) 1

d’ou
"sinv cos(03z, 05y) = = yw,
et, par suite,
Ci=F (Y —yX). yo.

Or, si T'on suppose AF paralléele 4 Oy dans le sens
positif, A étant sur Ox, y est nul, x et y sont positifs,
¢t C, est positif. Il faut donc prendre au seccond membre
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le signe 4-. On retombe ainsi sur la formule (2) et par
suite sur tous les résultats de la premiére méthode.

Troisiéme méthode. — Sur la demi-droite Ox,, per-
pendiculaire au plan » Oz du méme coté que O x pre-
nons un vecteur OH égal & H et multiplions géométri-
quement par H la relation

(_} =A -+ B+ (_j,
on obtient
G‘.E:(K+§+C)ﬁ= AH = AHcos(Ox, Ox,),
puisque H est perpendiculaire 8 Bet C. Or, on a

(10) GH=GHcos (G,H), G =o2surfOAF,

ou, puisque OG est perpendiculaire a OAF el que par
suite, Hcos (G, H) est la hauteur 4 du tétraedre ayant
pour base OAF et pour sommet H,

GH =2surf.OAF.h=6vol. OAFH,

d’ot, en appelant a, b, ¢ les coordonnées de H,

x }/ g r y s
( Gi=—|z+X y+Y z2+Z|Yo=— X Y Z| /o
I
D a b c a b ¢

= —(aL+b6M +¢cN) /o.

Or, la relation a + & + ¢ = H donne, par projection

orthogonale sur les trois axes,

‘ a —+ b cosv +ccosp = Hcos(Oxz, Oxy),
(12) acosy + b + ccosh =o,
? acosp—+ bcosh+c=o.

En éliminant a, &, ¢, G, H entre les relations (10),
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(11), (12) on obtient la premiére des formules (5). On

retrouve donc encore les résultats obtenus ci-dessus.

Quatriéme méthode. — Le vecteur OG, moment du
vecteur AF, est perpendiculaire 4 OA et AF; il a pour
longueur le double de la surface du triangle OAF, enfin
le triédre O.AFG est direct. Les trois premiéres con-
ditions s’expriment par

G.OA =0, G.AF=0, G =O0A.AFsin(OA,AF),
la derniére pouvant éire rémplacée par

G =0\ AF —(OX.AF)
Or on a les équations géométriques
G=A+B+G, OA =2 +y+ 3, AF=X-+Y+Z.

Les trois équations précédentes deviennent donc

[ (A=B+C)(z+y+3)=o,

5 (A+B+C0)(X+Y+Z)=o,

( G=(A +B+C)*(X+Y~+Z)
—F+y+3) X+Y+Z)].

(13)

Pour abréger les écritures, je pose
s w=x-+ycosv+3scosg, U=X=+Ycosv—+ Zcosp,
(14) v=xcosy+y+scoskh, V=Xcosv-+Y+Zcosh,

’ w=zgcosp—+ycosh+3 W=Xcosp-+Ycosh+Z.
Alors, en observant que I'on a
(z+r+3)(N+Y+1Z)
=Ur~+Vy+Wis=uX+v¢Y+uX,
les équations (13) peuvent s’écrire

§Au+Bv—+—Cw=-o, AU+ BV 4+~ CW =,
(13)  { Gr=(ur+vy-+=ws)(UX + VY + WZ)
' — (U =V + Wz (uZ +oY+wl)
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En posant, conformément a4 des notations déja em-
ployées dans la premiére méthode,

(6) l=¢eW—wV, m=wU—uW, n=uV—vU,
(17) L=yZ —3Y, M=372—2xZ, N=2zY—yX,

les équations (15) peuvent se mettre sous la forme

A B G
(13) T ™ n
(19) G2=IlL+ mM~+ nN.

Or, si I’on pose encore
o(2,¥,3) = X2+ y%+ 32+ 2 Y3 COSA + 232 COS L + 2Ly COSV

et e =1, on déduit des équations (18)

) A_B _C_ /oA BGC)
(20) I " m »n °~ (L, m,n)

Mais on a
(21) o(A,B,C)=(A+B+C)=0G

et
o(l, m, n)=1I(l+ mcosv+ ncosy)
~+ m(lcosv—+ m -+ ncosh)
~+ n(lcosp + mcosh + n),

ou, d’apres les formules (16),

3(l, m, n)
l+mcosv—+ncosp [cosv—-+m—+ ncosh [lcosp+mcosh—+n
= u (4 w

U Vv w
ou encore, d’aprés les formules (14),

(L, m, n)
{4+mcosv+ncospn [Lcosv+m—+ncosh [lcospu—+mcosh—+n
=| & -4y COSY+N COSPL X COSY ) -+ 3 COSA & COS[L + ¥ COSA + 2 |,
X+Ycosv+Zcosp Xcosv+Y-+Zcosh Xcosp+ Ycosh +Z
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¢’est-a-dire

L m n 1 COSV  COSp
s(l,myn)=| 2 y =z |x| cosv t  cosh |,
XY Z cosp cosh 1

ou enfin, d’apreés les formules (19) et (19),
22) o(l, m,n)= G?ow.

Alors, d’aprés (21) et (22), les relations (20) de-
viennent

m

(23) A=:t, B=:—=, C

Il

_.m.
Ve

Enfin, le triédre O.AFG devant étre direct, le déter-
minant des coordonnées des points A, F, G doit étre
positif. Or ce déterminant est

T v 5
r+X y+Y z+1
A G C

G2
Vo

On a donc e =+ 1, ct finalement les formules (23)
se réduisent aux formules (5), comme dans les méthodes

ou, d’aprés les équations (23) et (19),

précédentes.

Cinguiéme méthode. — En appelant (a, 8, v),
(e 859, («",£",y") les cosinus directeurs de Ox, Oy,
Oz relativement. & trois axes rectangulaires Ox’, Oy’,
Oz’ de méme origine, les formules pour passer du systéme
Ox'y'z" au systeme Oxyz sont

r'=ar'+o y'+ a"3,
(24) y'=pa+ By + s,
- 2 = \{x,‘*".{l}""*_ \‘/llzl’
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avec les conditions

a4 B2 4+ y2 =1,
(23) At B2y =,
a4 B2y =1,
((a'a"+ 88"+ v'y" = cos],
(26) a"a+ BB+ y'y =cosp,
ag'+ BB’ + yy' = cosv.

D’aprés les formule (24), les composantes A’, B/,
de G suivant O/, O y', Oz’ sont liées a A, B, C par les
formules

A'l=aA+aB+a"C,
B'=fA+§B+@C,
C=vA++'B+y"C.

On en tire
a o af Al d o
(27) Ax| B § B |=|B § @
ISR S G

Or, d’aprés les formules (25) et (26), on voit qu’on a

a o o |2 I COSvV cosp
(28) B g B | =] cosv 1 cosh | = w.
vy cosp  COSA 1

D’autre part, dans le systéme rectangulaire Ox'y’ 2/,

ona

A'=y/Z7__zVY!, BI= zlx’_z"Z” CY= x’YI—‘},IXI.
11 en résulte, d’aprés les formules (24) appliquées a x’,
¥, XY, 2, %, y,2 X,Y, Z,

, | Br+By+ps BX+PY+PZ
A= ’ n ’ " ’
yo+yy+¥zs (X+yYY++1L
B=..., C=...
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ou
A=Y =1L+ = B )M +(By — )N,
(29) { B'=(y'a"—2'y")L+(ay" —ya") M +(ya' —ay)N,
C' = (a'B"— B'2") L+ (Ba’ — 2B") M +(«B'— Ba’)N.
Donc, ¢n vertu de (28) et (29), la formule (27), or-
donnée par rapport a L, M, N devicnt, en posante ===1,
AE‘/; — L[( p'\{r/__ Y,?‘”)2+(Y'1”— 1“{")2_‘_(1/ ]3"“" pl“n)z]
+M[(B'y—y B (B — BY) + (v 2" — o' ") (ay"— o)
+(1/§U— ﬁlzll)(puﬂ_apﬂj
+ NIB Y= BB =B+ 2" —a' ) (2 —12")
+ (d.’ r{))”— B’l”)(a?’— le)].
Le coeflicient de L est sin2’. Le coetficient de M peut
s’écrire
(1’1’—!— pv pu+ _{r.{n) (1/(,1 -+ srr p o+ Y”Y)
_(11/+ Bp/_}_ A{Y/) (’1”2+ ‘,5//2_;_ \{7/2)’
c’est-a-dire, d’aprés les équations (23) et (26),
COSA COS L — COSY.
Le cocfficient de N est de méme

COSV COS A — COs 2.

On en conclut finalement, aprés avoir déterminé ¢
par un cas particulier,

AYyo=1 Byw=m, Cyo=n,

comme pl‘t’tCéd emment.

II. — ReépucrioN DES FORCES.

On sait qu’dn systéme quelconque de forces I¥; appli-
quées en des points M; d’un corps solide peut toujours
éwre remplacé par une résultante de translation R ap-
pliquée en un point arbitraire O du solide et par un
couple G. Nous prenons le point O pour origine des
axes O, Oy, Oz, dont les angles sont %, u, v; nous
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supposons M; donné par ses coordonnées x;, ¥, z; et F;
donnée par ses composantes X;, Y;, Z; suivant les axes.

Résultante de translation. — Soient X, Y, Z ses
composantes suivant les axes. On sait qu'on a

R=F,+F+...+Fi+....

Il en résulte, en projetant sur chaque axe paralléle-
ment au plan des deux autres, les relations

(30) X ==X, Y=Y, Z=3x1,.

Axe G du couple résultant. — Soient A, B, C ses
composantes suivant les axes. Si Pon appelle G; 1'axe
du couple résultant du transport de I'; en O, on sait
qu’on a

CZ G1+Gg+...+—(§;+....
D’autre part, on sait que 'axe G; est le moment de I
par rapport a O; donc, en appelant A;, B;, C; ses compo-
santes suivant les axes, et projetant la relation précé-
dente sur chaque axe parallélement au plan des deux
aulres, on a
(31) A=3A,

Je pose

B=2%2B, C=zx2C.

Li=yZ;— 5. Y M; = z;X;—x;Z;, Ni=x;Y;— y: X5

L; cosv cosp

li= M,' 1 cosA N
N; cos) I
1 L; cosp

my;=/| cosv M; cos) |,
cosp N; I
1 cosv L;

n;=1| cosv I M; |,
cosp cosA N;

L =1, M, =M. XN;= N.
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Alors, d’aprés les formules (5) appliquées aux forces
Fi, les formules (31) deviennent

L cosv cos)
AYo=|M 1 cosk [,
N cos) 1
1 L cosp
(32) B‘/(;= cosv M cos} |,
cosp N I
1 cosv L
Cyw =1 cosv 1 M|,
cospp cosA N

Conditions d’équilibre. — On sait que les conditions
d’équilibre sont R =0, G = o. Ces conditions exigent
qu’on ait
X=o, Y =o, Z=o, A =o, B =o, C =o.

Les trois premiéres s’écrivent, en fonction des don-
nées,

2X;=o, 2Y;=o, Z;=o.

Les trois derniéres qui, d’aprés les formules (32),

s’écrivent
L cosv cosp
M 1 cosA | =o,
N cosA 1
1 L cosp
cosv M cos)A |=o,
cosp. N 1
1 cosv L
cosv I M |=o,
cosp coshA N

sont des équations linéaires et homogénes en L, M, N
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dont le déterminant étant 'adjoint de w est différent de
zéro, comme égal a w2. Ces équations se réduisent donc a

L =o, M=o, N =o.

Conditions de réductibilité & un couple. — On sait
qu’il faut et il suffit que R soit nul, G ne I’étant pas, ce
qui donne les conditions

X =o, Y =o, Z=o, L24- M2+ N2> 0.

Conditions de réductibilité a une force unique. —
On sait qu’il faut et il suffit que R soit différent de zéro
et que G soit perpendiculaire 4 R. Ces conditions re-
viennent a

(33) X24Y24+Z2>0 et RG=o.
Or, les équations géométriques
§=i+7+7, §=K+§+‘C'
donnent
RG=(A+B+C)X+(A+B+C)Y+(A+B+0C)Z
= (A + Becosv—+ Cecosp)X +(Acosv+ B4 Ccosh)Y

+(Acosy+ Bcosk + C)Z

ou, d’aprés les formules (32),

RG = ——(LoX+MoY+NwZ)=(LX + MY + NZ)/o.
w

La condition RG = o revient donc a
34) LX 4+ MY + NZ = o.

Enfin, en supposant remplies les conditions précé-
dentes (33) et (34), il reste a déterminer la force
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unique I’ équivalente au systéme. En appelant x, », z
les coordonnées de son point d’application, X', Y/, Z/
ses composantes suivant les axes, A’, B'; C' les compo-
santes de ’axe du couple résultant du transport de cette
force a origine, on a

X=X, Y=Y, Z=2
A'=A, B=B, C=C.

Ce sont les équations d’équilibre du systéme donné
et de la force égale et directement opposée i F. Donc,
cn posam

L'=yZ —23"Y, M=::X'—zZ, N'=aY—y\,

les équations précédentes se réduisent, d’aprés le para-
graphe relatif aux conditions d’équilibre, aux suivantes :

X=X, Y=Y 7=1,
L'=L  M=M N=N.

Les trois premiéres donnent les composantes de la
force I suivant les axes. En portant les valeurs de ces
composantes dans les trois derniéres équations, celles-ci
deviennent

vyl —3Y =1,
XN —axZ =M,
rY—yX=N\.

Elles sont compatibles en z, y, 3, a cause de la rela-

tion (34) qui est supposée satisfaite, et clles donneunt le
. ) . . —~ .

point d’application de F, ou, micux encore, elles

peuvent ¢tre regardées comme représentant la droite

suivant laquelle agit F.



