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THEOREMES SUR LES TRANSVERSALES;

Par M. LE pPROFESSEUR Francesco FERRARI.

M. L. Ravier démontra ( Nouvelles Annales de Ma-
thématiques, t. XI, 3¢ série) un théoréme analogue a
un théoréme de Carnot et qui est une généralisation
du théoréme de Ceva. Ce théoréme, si un point d'un
coté d’'un polygone A A, ... A, signific un point de la
droite 4 laquelle appartient le coté, et si le rapport dans
lequel un point M divise un coté A;Aq, du polygone

e e L vositif coaiif AN .
signilie I¢ rappor POSl[l ou negati I—\i—A:—l) peul etre

énoncé ainsi :

I. 8i, par tout sommet d’un polygone plan, on méne
toutes les tangentes a une courbe algébrique de son
plan, leurs points d’intersection avec les cotés du po-
lygone non adjacents a ce sommet divisent ces cotés
dans des rapports dont le produit est +1.

Sur cet intéressant argument, je veux faire remarquer
les autres théorémes suivants :

I1. 8, par tout sommet d’un polygone plan de n cé-
tés, on méne m droites dont les points d’intersection
avec les cétés non adjacents & ce sommet divisent ces
cotés dans des rapporis dont le produit est 41 et
mn—1 deces droites sont tangentes a une méme courbe
de mni®me classe, la mni¢™e droite sera aussi tangente
a la méme courbe.

En effet, si la mni®™ droite (soit A, T,) n’était pas
tangente a la courbe, la mi“™ tangente a la courbe pas-
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sant par A, serait une autre droite A, T’, et en appelant
respectivement p,, p' les produits des rapports dans
lesquels les cotés du polygone non adjacents a A, sont
divisés par leurs points d’intersection avec les droites
A, T,, A, T, devrait éire, a cause de ’hypothése et du
théoréme I, p, = p/. Mais si M, N sont respectivement
les points o les A, Ty, A, T'coupent la diagonale A, A,,
le polygonc Ay Ay ... A, coupé par A\ Ty, A, T' donne

AM AN
l’tm—('—U‘ ) PNAQ—(—U‘ )
et de la il s’ensuivrait que
A.M ALY
MA,  NA,’
ce qui est absurde.
Par
m =1 | m==2
n=3 | n = 3’

on obtient les deux propriétés :

1. Si trois points divisent les cotes d’un triangle
dans des rapports dont le produit est +1, les droites
qui les joignent aux sommets opposés passent par un
méme point (situé au fini ou & U'infini).

2. 8i sur les cités d’un triangle sont situés six
points (deux sur chacun), qui divisent ces cotés dans
des rapports dont le produit est +1, les droites qui
les joignent aux sommets opposés sont tangentes &
une méme conique.

IIL. S, par-les sommets d’un polygone plan d’un
nombre impair de cétes, on méne toutes les tangentes
a une courbe algébrique de son plan, leurs points
d’intersection avec les cotés respectivement opposés
divisent ces cétés dans des rapports dont le produit
est +14.
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Réciproquement : & sur tout cété d'un polygone
plan d’unnombre impair n de cétés, existent m points
qui divisent ces cétés dans des rapports dont le pro-
duit est 41, et mn — v des droites, qui les joignent
aux sommels respectivement opposes, sont tangentes a
une méme courbe de mime classe, la mnitme droite
sera aussi tangente ¢ la méme courbe.

IV. Si, par tout sommet (A,) d’un polygone plan
AA, ... A,, on méne toutes les tangentes & une courbe
algébrigue de son plan a rencontrer deux cétés quel-
conques équidistants de ce sommet (A;Ag yy Ay_spy,
A,_sy2), ensuite par le sommet successif (A,) les tan-
gentes a la méme courbe a rencontrer les deux coétés
successifs aux précedents (As s Asioy An_sioyAn_sis)y et
ainst de suite par chacun des autres sommets, tous ces
points d’intersection divisent les cdtés du polygone
dans des rapports dont le produit est 1.

Ces deux théorémes III, IV se démontrent 4 ’aide des
formules mémes établies par M. Ravier.

V. 8i, par tout c6té d’un polygone gauche, on méne
tous les plans tangents & une surface algébrique, leurs
points d’intersection avec les cétés du polygone non
adjacents & ce coté divisent ces cotés dans des rapports
dont le produit est + 1.

Réciproquement : Si, par tout cdété d’un polygone
gauche de n cétés, passent m plans, dont les points
d’intersection avec les cotés non adjacents a ce cote
divisent ces c6tés dans des rapports dont le produit est
+1,etmn—1 de ces plans sont tangents a la méme
surface de classe m, le mn**™¢ plan sera aussi tangent
@ la meme surpace.
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Le théoréme direct peut étre démontré suivant un
procédé analogue a celui de M. Ravier par le théorémel.

Soit, en effet,

Sf(u,vo,w,0) =0

P’équation en coordonnées de plans de la surface de
classe m. La condition, pour qu’un plan passant par
trois points (Xy, ¥1, 21, 1), (L2, )2y 22, ), (2, 9/, 2, 1)
soit tangent a la surface, sera

iy a3 4! zry 51 4
Yo B2 ly |, — | X2 33 U |,
yl ;’ ,l J‘[ ;] t'
(l) ~f ' =0
ry yi L xy Y1 3
Ty ya L, — | T2 Y2 32
,Z" yl ,’ T’ ‘yl ;V

Si x', 3/, 5/, ' sont variables, la (1) représente le
faisccau de plans tangents a la surface et passant
par la droite (x,, ...)(xs, ...). Si (xry ¥ry 2ry 1r),
(xsy sy I'sy ts) sont deux points quelconques, en met-
tant dans la (1)

Tp+ N>y Yp+Ays, 304 hag, o+ hig

au lieu de ', ', z/, ', on a une équation de m*™* degré
en )., dout les solutions sont les m rapports dans les-
quels le segment (x,, ...) (x5, ...) vient d’étre divisé
par les plans du faisceau. Le produit de ces rapports,
en désignant par f, .., et fi . ce que devient le pre-
mier membre de la (1) si, au lieude &', »/, 2', ¢', on met
Try ¥ry Zry tr OU Lgy ¥y 25y L, sera dela égal a

Sror

1,2,8

(__ l)"l

Si les sommets d’un polygone gauche AjA, ... A,
sont (Ty, Y1y 21y th )y (Lay-.)s ooy (XTny -..), le produit P
de tous les rapports, dont on parle dans 1'énoncé du
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théoréme, sera de la donné par la formule

_ n fl.-,s w2 yo Si2,n—1
P= —Y f1 f1 2,5 = Ji,2,
2,4 n
—q)m fg‘q‘, n L T f2 3.8 )m fi 3.
X (=1 ( < (—
2 3,5 fZ 3,3 2,3,1
< (— 1) f3,b,5 (—1)m f356 (—I ym 2 fa,al
J3.%.6 fs b1 3,5,2
Xieeeoerooesososiasasnsanas Ceieeseaesaians
X(—‘)”l;nl‘z )mfnla.‘.(_l)m:;n,l.n—z
n,1,3 n,,k n,1,n—1
_ (- ])mn(n_m fm.x f?,a.', fa,s,s . f:z,i,z
fl,?,n ./.2.3,1 fs‘a,z /‘n,i,n—l ’

et puisque n (7 — 3) est nombre pair, et
Ji23= faga, oen,

P=1.

on a

La réciproque se démontre comme le théoréme 11,
De la, ayant égard aux théorémes de Carnot, déri-
venlt les corollaires :

1. Les p]an's, qui passent par les cotés d’un quadrila-
tére gauche et par un méme point, rencontrent les
cOlés opposés en points situés dans un méme plan;
réciproguement, si quatre points sont les intersections
d’un plan avee un quadrilatére gauche, les plans pas-
sant par chacun d’eux ct par les cotés opposés passent
par un méme point.

2. Si par tout coLé d’un pentagone gauche et par un
méme point passe un plan, les points d’intersection de
ces plans avec les cotés du pentagone non adjacents
ce coté sonl situés sur une méme surface de second ordre.

3. Si, par tout coté d’'un pentagone gauche passent
» P
deux plans qui coupent les cOtés non adjacents en points
b q I J p
qui divisent ces colés dans des rapports dont le produit
est 1, les dix plans sont tangents a la méme surface
de deuxiéme classe.
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4. Si, par les cotés d’un quadrilatére gauche, passent
les plans tangents a unc surface de deuxiéme classe, et
si quatre de leurs points d’intersection avec les cotés
non adjacents sont les points d’intersection d’un plan
avee les cotés du quadrilatére, les autres quatre sont
situés aussi dans un méme plan; ou, si quatre de ces
plans (deux quelconques ne passant pas par le méme
cOLé) passent par un méme point, les autres passent
:nlssi pa!‘ un Hlél"c ])Oi“[.

5. Si, parles cotés d'un pentagone gauche passent les
plans tangents & une méme surface de deuxiéme classe,
ctsi dix de leurs points d’intersection avece les cotés non
adjacents sont les points d’intersection d’'une surface de
scecond ordre avee les cotés du pentagone, les autres dix
sont aussi situés sur une méme surface de second ordre.

Si la surface du théoréme V est de deuxiéme classe,
ctle polygone a les cotés tangents a la surface méme,
les deux plans tangents qui passent par tout coté coin-
cident, et le produit des rapports, ctc., pourra éire -1
ou—t.Pourn--4,n=>5, onadonc:

6. Les planstangents a une méme surface de deuxiéme
classe, qui passent par les cotés d’un quadrilatére gauche
circonscrit a clle-méme, coupent les cotés opposés en
(quatre points, qui sont dans le méme plan ou tels que
trois quelconques d’eux et le conjugué harmonique de
Uautre, par rapport aux sommects du coté sur lequel il
est situé, sont dans le méme plan.

7. Les plans tangents a une méme surface de
deuxi¢me classe, qui passent par les cotés d’un pentagone
gauche circonscrit a elle-méme, coupent les cotés non
adjacents en dix points, qui sont situés sur une méme
surface de second ordre ou tels que neuf quelconques
d’eux etle conjugué harmonique de I'autre, par rapport
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aux sommets du coté sur lequel il est situé, sont sur
une méme surface de second ordre.

Le polygone du théoréme V direct peut é&tre aussi
plan; s’il est plan, le théoréme devient le suivant :

8. Dans un polygone plan, les points d’intersection
de tout c6té avec les cotés non adjacents & lui divisent
ces cotés dans des rapports dont le produit est + 1.

VI. StA A, ... A, estun polygone plan, en faisant
AsAsy = ag (s=1,2,...,n; n+1=1),

et désignant par t/,t/, ..., t™ les m tangentes con-
duites par A; & une courbe de clusse m, on ala rela-
tion

s=n

(2) l—I sin(as. t5.q) sin(ac. tl ) sin(a,. )

SIN( By e yur) SID( L4y Asaey) sin(t{™ . aspr)

s=1

En eflet, si t,,, est une droite passant par un sommet
Agyy du polygone et M le point o ¢,y coupe la diago-
nale A;A; 5, le produit des rapports, dans lesquels les
points d’intersectlion de t,,, avec les cOtés non adjacents
a Ag,, divisent ces cotés, est

As+aM
MA,
ct pour cela
Asypy SIN( @iy trq)
as  Sin(lspqp.as)’

et donc le produit de tous les rapports analogues corres-
pondant aux mn tangentes f;, {;, ... t{"’ est égal a
Pinverse du premier membre de la (2).

VII. Si AJA,... A, est un polygone gauche, et si

Uon désigne par as le cité

AsA S=1,2,...,0; RL+1=1 -+ 2= 2)
$ ’
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par ps le triangle A;A  Asyo ou son plan, et par t }’,

1!, ..0y1,"" lesm plans tangents conduils par a; & une

surface de classe m, ona ltfs relations

s=n -

[] sin{ag. tyuy)  sinfae. ) sin(a. . ) =1
SIn( 8y« @) SIN(EGy - Cora) sin (Y. dsva)

s=1

s=n . . ”

l[ sin(pe. i) sin(pe.tley) sin(py .t ——
SIN( 4y e Pest) SIN(Ey) « Pst1) sin( 4™ . psiy)

s 1

En effet, si f,,, est un plan passant par agyy, et M le
point ot t,, coupe la diagonale A;A; 5, le produit des
rapports dans lesquels les points d’intersection de #;y,
avee les cotés non adjacents a agy, divisent ces cOlés est

dgal A

<

AggM
TMA,
Mais on a
NoraM ] sin (@gys . ’s—ﬂ)
TMA, T Ta, sin(fegg.ag)

el aussi

AW aM M u racdre A s Aspa Ay M Pert SIN(popy. tery) ]

VN, Tiétracdre MA A9 Ay Ps sin(lerr.ps)

et pour cela le produit de tous les rapports corres-
pondant i tous les plans tangents, comme au théo-
réme 'V, est égal soit a I'inverse du premier membre
de Ja(3), soit & I'inverse du premier membre de la (4).

VIIL. Jobserverai encore que I'on peut formuler des
théorémes analogues aux théorémes 1, I, I, IV, VI et
relativement au polygone sphérique, et relativement au
polygone gauche, par les sommets duquel passent les
plans tangents a une surface algébrique et paralléles a
une méme droite PQ. Ces théorémes se démontrent en
ayant recours, dans le premier cas, a la projection de
la figure du centre de la sphére sur un plan, dans le
secoud cas, 4 la projection sur un plan parallélement a

la droite PQ).



