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SOLUTION DU PROBLEME DE MECANIQUE RATIONNELLE DONNE
AU CONCOURS D'AGREGATION DES SCIENCES MATHEMA-
TIQUES EN 1895;

Par M. P. RIGOLLET,
Etudiant, 4 Nancy.

On considéreun corps solide S pesant, ayant la forme
d’un céne droit dont le rayon de base est R. Le centre
de gravité de ce corps est situé en un point O de l’axe
de révolution du cone, a une distance R de la base.

Lellipsoide d’inertie du corps S relatif au centre de
gravité O est une sphére.

Le cone S est mobile autour de son centre de gra-
vité O, supposé fixe, et la cif'c?nfé/'ence de sa base est
tangente & un plan horizontal fixe Il situé au-dessous
du point O & une distance R de ce point.

Etudier le mouvement du corps S en supposant que
la circonférence de base du céne glisse avec frottement
sur le plan 1.

Calculer les réactions du plan 11 et du point fixe O.

Conpitions inirisLes. — Soient OO0’ la perpendi-
culaire abaissée du point O sur le plan 11 et OC, la
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position initiale de la perpendiculaire abaissée du
point O sur la base du céne; a l'époque t = o, l'axe
instantané de rotation est situé dans U’angle C, 00/, et
le sens de la rotuation initiale est choisi de telle sorte
que le corps S appuie sur le plan 11.

Crorx vrs axes. — 1° Axes fixes dans ’espace. —
Considérons (fig. 2) le cone dans sa position initiale,
le sommet S occupant la position S, ; prenons pour axes
fixes dans Uespace trois axes rectangulaires O, O,

¢, O¢ éiant la verticale vers le haut, O& passant
par la position C, occupée, & cet instant inivial ¢ = o,
par le point C, centre de la base (B) du cone; O est
sur la perpendiculaire au plan O&L dans un sens tel,
qu’au dé¢but du mouvement le point C se meuve de O
vers O7 1 d’aprés les données de 1'énoncé, le quadrila-
tére OC, M,0O’; M, étant l¢ point de contact de la base
avec le plan II, est un carré ; au début du mouvement,
le cone devant appuyer sur II, le point C décrira
dans O &7 un arc de cercle (y) dans le sens positif d’apres
le choixde On. (Ce choix de O7 n’estvalable qu’autant
quele point C ne reste pas toujours dans le plan OZ, ce
qui n’aurait liew qu’au cas ou l'axe instantané serait
dirigé suivant OC, ou suivant O7, ce qu’'on ne suppose
pas d’aprés Pénoncé.)

Nous appellerons O'E'7/’ les axes menés par O/ pa-
rallélement aux précédents.

2° Axes fixes dans le corps. — Prenons pour axe Oz
l'axe situé sur I'axe de révolution dans le sens du seg-
ment OC ; pour Ox nous prendrons I'axe issude O, qui
est vertical et dirigé vers le bas au début du mouvement;
Oy est alors déterminé par ce fait que Oxyz et O&qY
doivent avoir méme disposition.

Nous appellerons Ca'y’ 2" les axes fixes dans le corps
menés parallélement & Oxyz par le point C.
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Ces axes O'E'1/{ er Cx'y’z' sont introduits dans le
but de permettre plus facilement des calculs de compo-
santes et de moments de forces.

Premiére remarque préliminaire. — De t=o
a t=1, ou ce dernier ¢ est suffisamment petit, le corps
restera en contact avec le plan II, puisque au début ce
cone appuie sur le plan. )

Soit S (fig. 1) la position du cone & un instant ¢ suf-

Fig. 1.
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fisamment petit pour que le contact ait encore lieu;
soit M le point d’appui; les axes Oxyz, Cx'y'z' ont
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pris des positions différentes de celles qu’ils avaient
at=o0;acetinstant ¢, la position du cone est définie
par I'angle & de Oz avec O, ¢ étant compté dans §Oy
et par I'angle § de la verticale CM dirigée vers le bas
avec I'axe Ox', cet angle § étant compté dans 'Oy’ ;
0 est aussi figuré dans la section circulaire (4) du cone
par le plan O xy.

Ces angles 6 et § sont donc nos deux inconnues prin-
cipales tant qu’il y a contact du cone ct du plan II.

Nos autres inconnues sont les suivantes :

N, réaction de II sur le cone ;

[N, force de frottement de glissement en M ;

Ny, réaction du point fixe O sur le cone.

Seconde remarque préliminaire. — Au début du

Fig. 2.
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mouvement, l’axe instantané est supposé dans angle

/\// .
C, 0O (fig. 2).
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Mais ici se présente une petite difficulié : cet axe peut
rencontrer CoM, soit en I, entre G, et M,, soit en I,
au-dessous d¢ M, ; ce fait a une grande importance au
point de vue du sens de la vitesse du point de contact
ct, par suite, du sens dela force de frottement au départ,
comme nous allons le faire voir.

Supposons que I'axe instantané rencontre CoM, enl,
(fig-3); appelons plan du tabieaule plan OEZ, O, étant
supposé en avant de ce plan ; le point Cy devant venir
en avant de ce plan, le segment représentatif de la rota-

Fig. 3.
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tion instantande est O(Qy), de sens contraire au seg-
ment Ol ; le point du céne qui est en My a douc une
vitesse Vi située en arriére du plan du tableau; par
suite, la force de frottement est parallele a O’ et de
méme sens. Dans ce cas, le corps appuie sur le plan
menons par M, (fig. 3) le plan perpendiculaire a Ol,
soit H le pied de Ol sur ce plany soit My le point qui
viendra au contact un temps infiniment petit aprés My ;
on a, dans le cercle (B),
LM, > 1M,

)
K
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d’ou, puisque I, H est perpendiculaire au plan HM M,
HM, > HM, :

le corps tournant autour de Ol,, les points M, et M)
tournent autour de H ; comme HM| > HM,, c’est que
le corps appuie sur le plan II.

Supposons que 'axe instantané rencontre Co M, en 1,
(fig. 4); le segment représentatif de la rotation instan-

Fig. 4.
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tanée au départ est O(Q,), de sens contraire au seg-
ment Ol ; le point du céne qui cst en M, a une vi-
tesse Vy paralléle a O'r/ et de méme sens; la force de
frottement est en sens contraire; H étant le pied de OI,
sur le plan mené par M, perpendiculairement a OI,,
et M étant le point qui viendra au contact aprés My, ona,
de méme que dans le cas précédent, I'inégalité

HM| > HM,;

dans cc cas aussi, le corps appuie sur le plan II.

Dans ces deux hypothéses initiales, le corps appuie
donc sur le plan IT; cependant, un sentiment physique
pourrait faire dire avec peu de rigueur qu’il appuie plus
dans le deuxiéme cas que dans le premier.
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Troisieme remarque préliminaire. — Tant que le
corps reste au contact avee le plan IT, le point M( fig. 1)
a une vitesse ltangente a la base du cone; il en résulte
que I'axe instantané rencontre constamment la base du
cone (B) en un point situé sur CM; cet axe est donc
dans le plan OCMO'; le segment OQ mesurant la rota-
tion instantanée se décompose en deux autres

. db oy
U(J-———Zt et O[\—‘-z?'

La figure OCyM,0’ (fig. 3 et 4) étant un carré, dans

le cas de la fig. 3, on a

0G, > OK,,
ct dans le cas de la fig. 4
0G,> OK,;

si OQ, était située sur OM,, le point du corps qui est
en M, aurait une vitesse nulle; dans ce cas, ce point ne
se déplace pas; dans le cas de la fig. 3, la rotation
autour de I’axe de révolution du céne étant plus grande
que la rotation autour de O, on s’explique pourquoi
Vy, est dirigée derriére le plan du tableau; dans le cas
dela fig. 4, on voit de méme pourquoi Vy, est dirigée
en avant du plan du tableau.

En résumé, nous avons a étudier deux cas qui cor-
respondent aux conditions initiales données par les
fig. 3 ou 4.

Nous allons étudier celui de la fig. 4; nous connai-
trons celui de la fig. 3 en changeant le cocfficient de
frottement f en — f; car, dans les deux cas, les forces
de frottement de glissement sont de sens opposds, les
vitesses Vy, étant de sens opposés.

Pendant un certain temps, la vitesse du point M sera
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dirigée dans le sens des ares croissants sur (m) et la
force de frottement en sens contraire ( fig. 1).
Nous allons calculer

b, % N, JN

par plusicurs procédés.

Théoréme des moments des quantités de mouvement
par rapport @ 051, — Ce théoréme donne les trois
équations suivantes ou w’entrent ni le poids du corps,
ni la réaction du point fixe O, Aa?-+ Ay2+ Az2=1
étant la sphére d’inertie,

(”( N-—— (‘osu) = RN siny — fNR cocd,

d db

LA sind) = — RN cos& — FNR sind
(ll< Adl sin .‘J> = — RN cosy — fNR sind,
R s

:12(“(1,) =— RSN

ou
— A0 cosy + A0 sindd'= RN sind — fNR cost,
— AG" sing — A0 cosdd’'=— RN cosd — fNR siny,
A = — RfY;
P
en multipliant les deux premiéres par cos?d et sind et

additionnant, puis par siny et — cos? ¢t additionnant,
on obticnt le systéme

A0 = fNR,
(&) A0V = NR,
Ay =—fNR.

Lquations d’Euler. — Appliquons les équations

d’Euler au systéme Ox)'z; on a

p =—14 cosb,
g =—4' sinb,

r=-—=0
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obtlenues en projetant
0G=—0, OK=y
sur Ox, Oy, Oz,

— Ad"cos0+ AY sin00’=  NR sin® + fNR cos0,
— AY" sin0 — A’ cos80'=— NR cos® -+ fNR sinf,
— AO" =— RfN;

cn multipliant la premiére par cos8 et la deuxiéme par
sin, puis additionnant, en multipliant ensuite la pre-

miére par + sinf et la deuxiéme par — cosl et addi-
tionnant, on a
— AY = fNR,
AU = NR,
A0 = fNR

(ui sont les équations (e).

Lquations de M. Resal. — Considérons un systéme
d’axes fixes O&77 ct un systéme mobile Oxyz; les axes

Fig. 5.

/
|

de M. Resal (gyroscope) sont les axes Oxyy,z,, Ox,
étant la ligne des nceuds ON dans un sens déterminé,

Oy, la ligne ON, faisant avec O.x, I'angle +1; compté

danslesens défini par Oxy ; soient p,, ¢., 7, les quantités
analogues aux p, ¢, d'Euler et définissant sur Oxyy, 22
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le mouvement de ck triedre par narrort A OEnf, de
méme que, dans les équations d’Euler, p, g, » définis-
sent sur Oxyz le mouvement de ce triédre Oxyz par
rapport 8 O&r{; M. Resal a établi de meme gqu'on fait,
pour trouver les équations d’Euler, les équations sui-
vantes dites équations de M. Resal :

d,
Aﬁ—qz(Arz—C") = Ly,
d
AT’I: + pa(Arg— Cr)= My,
dr
Ct_ﬁ = N,

qui ne sont valables que pour un corps de révolution
autour de Oz; la troisiéme est la troisiéme équation
d’Euler; cherchons ici nos axes de M. Resal; la ligne
des noeuds (fig. 1) est laligne d’intersection de Oxy
avec Ofn; prenons pour Oux, la direction qui fait
Pangle ¢ avec O7; Oy, se trouve étre O et Oz, est
confondu avec Oz ; on a

P2=0,
_ 4y
2= g

rq = G,

on a alors
—¢'(Ab) =—NR,
AY =—FNR,
+A0"=£NR,
qui sont encore les équations (e).
Intégration des équations (e). — Ces équations- sont
A0"= fNR,
(e) - A0y = NR,
Ad'=—fNR;
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la premiére ct la troisi¢éme donnent par addition
0"+ " =o,
d’on
0§ = a
et
0+ =at+a,

« et 2’ étant deux constantes; on a ( fig. 4), a Uinstant
{ =0,
0 +45=10Go| + | OKo| = 2,

qui donne =, et
0+ 0=a.0+ 2,

d’ou
a'=o0;

on a donc

0 U = o,

0 + U = 2,

0 +4¢ =at;
’équation

0 +¢'=a
donne

0=a—y,

qui, avee la deuxiéme équation (e), donne
Ay'(z—4¢') = NR;

divisonsladerniére équation (e) par celle-ci; nousavons
I'équation dillérenticlle

¢"

(d) m'—) = —'f,

qui donne ¢ en fonction du temps; elle ne contient ni
A, ni R, ce qui montre que le probléme ne dépend ni
de la densité du corps, ni du rayon R, comme on pou-
vait s’y attendre aprés une premiére réflexion, en re-
marquant que le centre de gravité est précisément le
point fixe.
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Intégrons (d); on peut 'écrire

dy'’
ST T, e .dt
Y(x—¢) J-dt
ou, en multipliant les deux membres par 2 ct séparant
le premier en fractions simples,

- + a_—:—k!;’ =—fa(ll,
d’ou
CLogy' — Log(a — ') + fat =8, ol § est une constante,

ou

équation qui permet de déterminer 35 on a

"
v
;j:LOgL

. — e
pour t=o03 4y

o est positif d’apres le choix des axes;

on a

d’oun

(fig. 4); dans le casde la fig. 4, on a

Yo _ _:OWO -
0o  —0G, " "’
ct, par suite,
B>o0;
on a enfin ' par
g iy
_V_., — eﬁ—fut’

“—1
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d on

aed—sa
re
1+ ef—sat

'

(&)

qui s’intégre par une quadrature; écrivons

B—raue 1 — faeB-—rat
dy = _?_f—d[ —_— .
¥ 1 eB-Sfat S oiefrar
d’ou
(h) q;:—}. Log(1+ eB=Sat) 4+

(v constante arbitraire). ~ se délermine en faisant t =o;

on a
I ' '( AN
0=— 2 Log(i+ed)+v=—- Log(l-{— To + ¥
f ' .f \ “o
cat
‘I
Yo .
B = Log 0—‘, ;
0
d’ou
v —_—j—l, Log 'i"o;,——ﬁ" .
. o
d’ou
i 1 L+ 0
b= — Y Loa Borary L Low T0 %
Y - Log(1+e¢ )+~ + Log >
S S 0y
qui peut encore s’éerire
’ ’
\p—— _l. Logw __'_ —
S 0% |+ ef—Sa
L L a6y 1
=7 0F ~—t T
O TSt
0
oo 0
! Yo+ Yy

= — Log 220 .
7 e Tt

si, au licu de faive porter le calcul sur ¥, on P'avait fait

porter sur 8, en remplacant ¢’ par 2 — §' au lieu de
remplacer i par « — 4/, on aurait trouvé
1 ¥y + 0,

V== Loty e
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on trouve donc les deux formules

Y= I Loe __M_N,
: e
(1) Y
t 6= ! Lo Yo+ 0,
=— L Log—2r e |
. ST+ B esn
ou
a =y, 40,
Do et §) élant, je le répére, deux nombres positifs, va-

leurs absolues des grandeurs des segments OK, et UG,
a l'instant ¢ = o3 si 'on ajoute membre a membre ces
deux équations, on doit retrouver

0+ =at,;
on a, en ellet,

Voor Uy Yook Oy e

0+ ¢ = Log -
YT O e T, G, 0,
ro, '
LI Tt K
ST 0 ela
1 i
:.7 Logesat = ,_f'/“l: at.

Ces deux formules montrent que quand ¢ croit 4 par-
tirde t = o, ¥ et § augmentent; dans ¢ le Log est posi-
tif, tandis qu’il est négatif dans 9.

Laformule (g) qui donne ¢/ ¢f 'analogue pour 0', qui
peuvent s’écrire

" a
‘ v efa—8

V= —
e—Sfat+f 4y

(k)

montrent que ' et §' sont positifs; on voit que §' dé-
croit avec t, tandis que §' croit; du reste, 8"+ o' est égal
& une constante «; ainsi donc, en valeur absolue ( fig. 1),
OG croit et OK décroit; le point I se rapproche donc
de M d’un mouvement continu. Au moment ou [ sera
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en M, la vitesse de M sera nulle et par suite il n’y aura
plus de frottement; 4 ce moment, on aura

OK = — 0G,
ou
|I:0l;

du reste, si 'on cherche la vitesse du point du corps qui
est en M, on a

Vy=Ry'— RO = R(Y'—10);
clle s’annule pour

comme on a
Y46 =2,

la vitesse de M s’annulera pour

N ’ P a
I'instant T correspondant est donné par{'= - ou /= -,
2 2

NPT v @
c¢’est-a-dire, en prenant ¢/ = 5’ bar

aeB—saT

o
I+ eB—/at 3’

d’on

2eB—roT = [ 4 eB—SaT,
d’ou

ef-ral =,
d’ou
B—faT=o,
ou
= £,
Ja

A partir de ce moment, nous allons chercher si la
vitesse du point du corps qui est en M reste constam-
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ment nulle ; en cet instant, on a

I Yy + 0 1 b, + 0
ﬂTz——]JOO.__u_ = — —Loag X "0
S TP+ b, eB VAT
et
1 Yy + 0 1 0+ b
Vp= - Log X0~ % — _Log *—_*°.
r 0 7
TR ey, T F 8 Tan,

Auparavant, remarquons que le probiéme résaltant
des conditions initiales données par la fig. 3 serait
absolument le méme que le précédent, a cette différence
prés que la vitesse du point de contact serait en sens
contraire ct, par suite, aussi la force de frottement 5 on
déduira donc les résultats relatifs ala fig. 3 de ceux que
nous venons de trouver pour la fig. 4, en changeant f

v
N v

en —- f5 comme 0—" <1 dans ce nouvean cas,
0

est négatif, et pour le temps T ot la vitesse du point du
corps qui est au contact devient nulle, donné par
3
T = —_——
= fa
on a encore au deuxiéme membre une guantité positive,
, . . , ,
car a =1, + 0, > o0, puisqu’'on a ¥;>o0 et f,>o0,
d’apres le choix des axes.

Nous avons donc ainsi, par un méme caleul, traité
les deux cas des fig. 3 et 4; dans ces deux cas, le point
de rencontre de ’axe instantané avec la verticale MC
du point de contact se rapproche constamment de ce
point de contact.

Le cas intermédiaire serait celui ot 'on aurait

¥, =H0,; au début 'axe instantané serait OM,; la vi-

tesse du point de contact serait nulle ; on serait, dés le
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début du mouvement, dans le cas qui se présente a
I'instant T'; ¢’est un cas limite des deux précédents ;
ainsi prenons, dans le calcul fait pour ces deux cas, la
valeur de T si 4y, =0, on a
B =Logr=o, d’od T =o.

Ltude du mouvement & partiv du temps T. — 11 est
claiv qu’a partir du temps T le point du cone qui est an
contactavece le l)lan Il aura une vitesse nulle ; supposons,
en effet, que cette vitesse cesse d'¢tre nulle; il nait
alors une force de frotiement qui, si petite qu’clle soit,
d’aprés U'étude des cas relatifs aux fig. 3 et 4, tend &
rendre nulle la vitesse du point du cone qui est au con-
tact.

Nous nous trouvons done, a partir du temps T, en
face d’un nouveau probleme dans lequel la base du cone
roule sans glisser sur le plan; au début de ce nouvean
mouvement, on a

Yp=0p = * _ "?:J_L();)-
2 2

Les équations de ce nmouveau probléme peuvent se
déduire de celles du précédent en faisant f'— o, car il
1’y a plus de frottement de glissement (le frottement
de roulement est négligé) : les équations (e) deviennent

AL = NR,
(m) « AY'=o,
( A0 =o,
d’ou
0 = 0.7+ 07 et b= .+,
avee

' )
Uk L X
2 ' 2

0= 0=
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rappelons qu’on a trouvé

o+ 0 1 0, + Y,

formules valables pour le cas (4); pour (3) on change
Sen —f.

A partir de T donc, le cone roule jusqu’a 7 =2 d’un
mouvement uniforme, puisque ¢’ et § sont constants;
ceci s’explique par ce fait qu'on a négligé le frottement
de roulement et qu'aucune force ne produit du travail ;
pour ¢t =, 0 et % sont infinis.

CaLcuL pEs mEAcTIONS. — 1° Réaction N. — Avant
le temps T, N est donnée par exemple par la denxié¢me
équation (e); on a
AVY A aceBsu g e-BrSu aze—B+rfat A

N=—7F=%x [+ ep—Sat 1 - e BrSu T (14 e-Br/al) ®’

a I'instant T, elle a pour valeur

et A A2 05+ Ny g
Ne= GRS R =) R RN R

A partir de T, N est dounée par la méme formule
ALY

N= =75 d’aprés les équations (m); on a done, A partir
de T,
, A a2 r\ ,O’O—i— d{’o 2 A A
== == =2.02=2.y.
N=1%73 R(\ 2 ) R0P =R

N’ a ainsi plusieurs expressions.
2° Réaction N,. — Appliquons lc théoréme du mou-
vement du centre de gravité : ce centre O est fixe; on a
donc ( fig. 1), avant T, a, b, c étant les cosinus direc-
teurs de N,
o= fNsiny + N cosa,
o=— fNcosy + N, cosb,

0= . + Nycose — P + N,
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qui donnent Ny, @, b, c en utilisant
cos?a —+ cos?h + cosic =1.
Aprés T, on a

o = Nj cosa,
o= Nj;cosb,

o= N;cosc—P + N,
i \
d’ou

on a
A /05 + Uy \?
N=[’—-—-N/=p—t— UL S B
1 R ( 9 ’
cette réaction, qui a une valeur constante, est dirigée
verticalement vers le haut si P> N/, vers le bas si
P << N, comme le montre la troisiéme formule : elle
estnulle si P = N'.



