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SUR UN PROBLEME DE GEOMETRIE:
Par M. RovusLp BLAZEIEVSKI.
L’équation
(1—nyD)y2+my,—(k—ID)y=o

et les deux autres qu'on obtient en changeant m, y, en
Ann. de Mathémat., 3 série, t. XIV. (Septembre 18g5.) 27
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My, Myys donnent pour ) les cxpressions contenant

les radicaux /D —a, /D — &, /D — c. Posons, pour
abréger,

my(D—a)—a, my(D—10)=28, my(D—c)=r,
FoVE—Vi  FimVi—va R Vi VB
GO:L‘/E——L\/“I—/, Glr ..... G-)—_—.-.,

my ms

désignons par IV, G/ les I' et les G on le signe moins est
remplacé par le signe plus.
Nous aurons

FyFy = my(D—b)— my(D—c),
D—b D-—-¢

Gy G, =
m, m;
ou bien

f—mD=—" G, 3, DI—1I = A Y

Ny -— 1y o, — Ny v
L’équation déterminant 3, sera
{GyGyyi+my(my— my) yr+ HIF Py = o.
Soit A une constante numérique, faisons
Go}’l = AFO,

substituons dans 1'équation et divisons le premier
membre par Gy, on trouve

AT Gy + my(ma— m3)A + 111G Fj = o;

mais
FoGy=(E—v7) (e VB o V7)
(=) v
0= () =B =t 5 - )

' —"‘(Ai—l')\/;ﬁ(_l—'——L>+m,(mg—ln3):o,

ny mo
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Pour satisfaire a cette équation, supposons A

— 1
===
ainsi

)’1"-*‘;\3_‘/”
VBV

my,  my

de méme on pourrait constater que

- L_‘Lf—f - 1‘/“_‘/_,
Y2 = 2ﬁ ‘/“ Y3 iz@ VB

mg m,
Les 9 sont liés par la relation
J I

1
Yi+Ya+)3 D’

équation rationnelle et homogéne par rapport ay/a,

\/37 \/']_”

FoG,Gy+ FyGoGy— F3GoGy = % Gy Gy Gy

Mais
GG Vr 2 VB
YT mimy T mi mymy’
D— D—a =
FoGy (’1_(C_b) ~/a <'7l—f ™ >\/$
9_“_‘.‘_])—[’>‘/ZT<J___'_ vy
T\ Ty ms ! ms;  my) iy
. / D—a D-—5 -
PGy = (a ) 52 - (B = 202 ) e
D—b —c> - ( u>s/aT-f
_( mg ms mq my ’

ey

cmoc,z(b—a)%}dr

GGGy = (Dm — C) Ve

N mg my

_%&i_EﬁWE

ms niy

+<D~—a D—b) vV

my my
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L’équation sera

’

s (=D ) v
(E) ¢ —+—(m,—m3)<sz2——D+;s-> VB
2
+(my-—my) <m3D‘-'— D+ 3.) Vi=o.
ms

Comme il est facile de se convaincre, le facteur

de /o est
c—b D—-19 D—c¢
+ —_—
m, my my
D—b D—e¢ 2 D—b D—e
my mg mqyD my my
ou bien
2(c —b) ( 2 D—b D—c¢
a1 — —_ ,

my myD m, mg
mais
¢ 2 /1 I 1 1 c—b b—c
o)~ ) - St =
my  my ms m, ny my ",y

le facteur de ﬁ est

c—b 2 1
b w1 525) (- )

qu’on peut écrire

ms—my (2 _p e
D <m| D—r—m,D>.

On a pris dans I’expression
P p

VE — vy
= YETVX
VB _ vy
ney msz
le sigrre supérieur.
Toutes les combinaisons de signes sont au nombre
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de quatre, car Gy, = 3F} est aussi une solution, mais
peut-étre y a-t-il quelques conditions limitant le nombre
de solutions.
L’analyse précédente nous enseigne que le probléme
dépend seulement de 1/—_ ) Ve, Silon suppose, M, N érant

VY vy

des constantes,

—‘{é = M cos®. —E = N sin0,
VY VY
on peut exprimer les quantités y; par les fonctions tri-
gonométriques et 'argument § sera déterminé par 1’é-
quation (E) : il se peut que § soit complexe, de la forme
8+ 6775 cela introduira les fonctions hyperboliques.
Nous avons

my(D — a) =M2m3(D — c)cos28,
my(D—0) = N2my (D — c¢)sin26:
on doit avoir I'identité, quel que soit D,
N2y (D — a)+ M2my(D — b) = M2N2my(D — o),
my N2+ myM2 = mys M2N2,
myaN2 4+ mybM?2 = M2N2m;e,

]2_m,(b—-a) ,\,__,__mz(b——a)
T ms(b—=o¢)’ T ms(c—a)

Pour que la substitution soit réelle, il faut qu’on ail

b>c¢>a,

1 1 1 I 1 1

—_— — —_— [y R B
my mg = my ma ~ m, ng
ou bien
my < my < mg,
ou bien

wy < wo < V3.

En disposant les données du probléme dans un tel
ordre, on est assuré que M, N sont réels.
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Je vais ajouter quelques remarques au sujet del’élimi-
nation. Soit C le cercle circonscrit au triangle cherché;
nous avons posé

th—_-é, 103:2%, Dz = qu;

on a
1 l
hgi =1, lgi=q, 9=73;

o

les x; satisfont & I'équation
q
13—9.t2+yt——f (y—1)=o.
Supposons que ¢; varient de facon que les cercles
inscrit et circonscrit au triangle A, Ay A; restent inva-
riables. On a

Wy Wy w,
3383 = D zyxaxy = C,

5181 = 3382

en désignant par C une constante indépendante de
Wy §Vy Wy, cOMIe

W Wy Wy 1
[ =mymymy = — ,
W W3 0 Wy W1y W (Pawy
on a
ryxory = 1 CD.
Aingi
p
—f— (y —1) = 1(CD,
mais

smr—as= LI T L)
s=e—w= g5 =5 ()

<

! 1) 2o _ Y.
y—Ii= ;1- CD(I-— 7:62> —5 = C(/\ —_ l)2>)
C cst une fonction rationnelle de Dj je ne cite pas ici

la démonstration de la formule

’ - __(UD—kD:
T 4(kD2—1)—8ID3
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qui ne présente aucune difficulté, mais est sculement
assez longue, comme toutes cclles fondées sur la théorie
des fonctions symétriques.



