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SUR LE THEOREME DE CARNOT;
- Par M. Anprg CAZAMIAN.

I. — SuR LE THEOREME CORRELATIF DE CELUI DE CARNOT.

Nous partirons de la proposition suivante :
(A) Considérons sur chaque coté d’un polygone
ABC.. .HKL un méme nombre de points a,3, v, ..., k;
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Ly By oo N5 o5 %y Bry Yy - - -y M diés par la rela-
tion segmentaire

Aa AB AL Ba BE BN Lan LB, LA _
Ba BB BXCa CF T CN " Aa, AB, AR, U

que nous appellerons relation de Carnot.

Prenons la figure polaire réciproque relativement a
un cercle de ce polygone et des points situés sur ses
cOtés. Nous oblenons ainsi un mnouveau polygone
A,B,C,...HK,L, et des droites issues en nombre
égal de chaque sommet de ce nouveau polygone, et cor-
respondant aux points a, 3, ..., o/, #/, .... Ces droites
rencontrent chaque coté du polygone ne passant pas par
le sommet d’ou elles sont issues en un certain nombre
de points.

Entre tous les points ainsi obtenus et les sommets du
polygone il existe une relation de Carnot.

Remarquons d’abord que, si I'on joint un point O a

tous les sommets d’un polygone ABCDEF, on a la rela-
tion

( sinOAB sinOBC ~ sinOFA
2 sinOBA sin OCB sinOAF —

T.

On a en effet

sinOAE _ QE sinOBC _ ocC
sinOBA ~— OA’ sinOCB — OB’
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En multipliant membre 4 membre, le second membre
devient égal a I'unité.
En particulier, si I’on joint un sommet A du polygone
a tous les autres sommets, on a

(2) sinABC sinACD sin AEF _
sSinACB sinADC  sinAFE

Joignonsmaintenantle point O 4 un certain nombre » de
points =, 8,7, ..., Asitués sur le coté AB. On peut écrire

1sinAOa Bx=0 sinBOa
sinOAB’ = V*SnOBA

Aa=0

donc
_A_o.n sinOBA sinAOa

Ba sinOAB sinBOa

Fig. a.

On aura, par suite,

Ax AB A

Ba BB~ BA
3) sinOBA\” sinAOa sinAO sinAO A
= (sinOAB> sinBOa sinBOB ~~~ sinBOX

En joignant de méme le point O a n points o, @, ...,
N5 eens ons Bay - .2, Ag pris sur chaque coté du polygone,
on aura

AaAB  AMABo BR'  Luy LB, :;,,
n

Bz B~ BXCa’ CF' " Aan ABn
sin OAB sinOBC sinOLA\ »

= (sinOBA sinOCB sinOAL)
sifAO« sinAOB  sinBO2' sinBOB'  sinLOX,
sin BOa sin BO§ " sinCOo sinCO B’ T sinAON,




(33)

La premiére partie du second membre est égale a I'unité
d’apres (2). Done, si les points considérés sont liés par
une relation de Carnot, le premier membre étant égal a
I'unité, il en est de méme, alors, de la seconde partie du
second membre, et ’on a la relation

sinAO« sinAOf sinAO X sinBO«o'
. )sinBOa sinBOB ~ "' sinBOY sinGOa’ ~~°
() . sinBOY sinLO=z,  sinLOX, _
sin GO N sinAOa, sinAOX,

Prenons maintenant la polaire réciproque du poly-
gone P et des points situés sur ses cOtés par rapport a
un cercle de centre O. Au coté ABcorrespond le point A,
et aux points 2, 3, ..., A situés sur AB, des droites A
issues de A,. Appelons «,, #,, ..., 4, les points ou ces
droites rencontrent le coté B, C, du polygone P'. On a
[relation (3)]

Bya; By 31 Bl)\1

Ciay 01{31 a):
5inA1B101>” sinCyAyay sinCyA B, sinCy Ay 2y
\sinA;C;B;/ sinB;Aja sinB;A B sinBjAjh;

Appelant de méme 22, Bay ..oy Daj oovs %y Puy ooty A
les points ou les droites A rencontrent les cotés C, Dy, ...,
KL, du polygone, on a

Cias Clﬁz Cl)“z
Dy, DiBe D2,
_ <sinA,C,D,)" sinD;Ayay sinDy A B, sinD;Aq )

sinA;D;C;/ sinGjAja sinC A8,  sinC Ajhy

Kia, K Br . Kihp (sinA|K1 Ll>” sinL, A a,
Lya, LiB. LiA, \sinA;L K, sinLj Ay,
Multiplions membre a membre, la premiére partie

du second membre est égale a I'unité [d’aprés la rela-

tion (2)]; dans la seconde partie, les angles tels que

C,A,a, et C, A, a2, étant les mémes, il reste finalement
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIV. (Janvier 18g5.) 3 -
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la relation

_‘aﬂ. .Bl)‘l 01“2.”01)\2 Kiau.”Kl)‘n
Cyay Ci}y Dyay D12y Lya, LiA,
_sinLjAja; sinLiA B, sinLy Aj A

" sinBjAja; sinBjA{B; T SinBjAgA;

Ainsi, en formant pour les points d’intersection avec
les cotés du polygone P’ des droites A issues de A, le
produit que représente le premier membre, ce produit
est égal au produit des rapports des sinus des angles
que chaque droite A fait avec les c6tés du polygone issus
du sommet A, d’ou elles partent; de méme, en formant
pour les droites A’ issues de B, le produit analogue; ce
produit sera égal au produit des rapports des sinus des
angles que chaque droite A’ fait avec les cotés B, A, et
B, C,, etc.

En multipliant membre & membre toutes les égalités
ainsi obtenues, dans le premier membre on obtiendra
le produit des rapports des distances de tous les points
d’intersection sur chaque coété aux deux sommets du
polygone limitant ce colé; quant au second membre, il
sera égal (en valeur absolue) a I'unité d’aprés la rela-
tion (4), car I'angle Ly A o, par exemple est égal (ou
supplémentaire) a 'angle AO«, dans le premier poly-
gone, les cotés de ces deux angles étant perpendiculaires.

Donc la proposition se trouve démontrée.

Conséquences du théoreme précédent.— Trois points
étant pris en ligne droite sur les cétés d’un triangle, il
existe entre ces points une relation de Carnot(théoréme
de Ménélaiis).

Transformons par polaires réciproques et appliquons
le théoréme (A). On voit que trois droites concourantes,
issues des trois sommets d’un triangle, rencontrent les
cotés opposés en trois points entre lesquels existe une
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relation de Carnot. C’est le théoréme de Jean de Céva.

Plus généralement, les six points d’intersection d'une
conique et des cotés d'un triangle sont liés par une rela-
tionde Carnot. Corrélativement, d’apreés le théoréme (A),
si 'on méne par les sommets d’un triangle les tangentes
a une conique, elles rencontrent les cotés du triangle en
six points liés par une relation de Carnot.

Plus généralement encore, on est conduit, dans le
cas d’'un polygone quelconque et d’une courbe algé-
brigue quelconque, a un théoréme énoncé et démontré
algébriquement par M. L. Ravier ( Nouvelles Annales,
aoiil 1892) et relatif aux poiunts d’intersection avec les
cotés d'un polygone des tangentes menées par chaque
sommet a une courbe algébrique. Ces points sont liés
par une relation de Carnot.

On sait que, dans le cas d’'une conique et d’un triangle,
la réciproque du théoréme de Carnot est vraie. La réci-
proque de son corrélatif I'est également, de sorte que
I'on peut énoncer la proposition suivante :

Six points étant pris sur les cétés d’un triangle, deux
sur chaque coté, et liés par une relation de Carnot :

1° Ces six points sont sur une meme conique;

2° Les droites joignant chaque sommet du triangle
aux deux points situés sur le cité opposé touchent une
méme conique.

En d’autres termes, les points d’intersection avec
chaque coté d'un triangle des tangentes menées par
chaque sommet a une conique sont sur une méme co-
nique, et inversement les droites joignant chaque som-
met aux points d’intersection d’une conique avec les
cOtés touchent une méme conique.

Cas particuliers :

En joignant les points d "intersection de deux trans-
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versales avec les cotés d’un triangle aux sommets, on
obtient six droites tangentes & une méme conique.

En joignant chaque sommet d’un triangle i deux
points du plan, les droites ainsi obtenues rencontrent
les cotés du triangle en six points situés sur une
méme conique.

Cette derniére proposition, bien connue, est due
a Steiner.

II. — ApPLICATIONS (TRIANGLES HOMOLOGIQUES).

(B) Tutorime. — Lorsque deux triangles sont ho-
mologiques :

1° Les points oii chague c6té de U'un sont rencontrés
par les deux cotés non correspondants de I’autre sont
sur une méme conique;

2* Les droites joignant chaque sommet de I’un aux
deux sommets non correspondants de {’autre touchent
une méme conique;

3o Les droites joignant chaque sommet de Uun aux
points oiv le cité opposé a ce sommet rencontre les
deux cotés non correspondants de I’autre touchent une
méme conique;

4° Les points d’intersection de chaque cété de l'un
avec les droites joignant le sommet opposé & ce coté
aux deux sommels non correspondants de I’ autre sont
sur une méme conique.

Soient ABG, abc deux triangles homologiques. Les
sommets correspondants (A, a), (B,bd), (C,c) sont
situés sur trois droites concourantes et les cotés cor-
respondants (AB, ab), (AC, ac), (BC, b¢) sc rencon-
trent en trois points situés sur une méme droite 1FJ.

Ces six points H, K, L, G, D, E ou chaque ¢6té d'un

triangle est rencontré par les cotés non correspondants
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de I’autre sont sur une méme conique. En effet, le théo-
réme de Ménélaiis appliqué au triangle ABC coupé par

Fig. 3.

les transversales bc, ac, ab, IFJ, donne successivement

les relations

AD x BF x CG = AG x CF x BD,
AE x BH x CI = Al x CH x BE,
AJ =< BK x CL = AL < CK x BJ,
Al x BJ x< CF =AJ x BF x CIL

<

Multiplions membre 4 membre ces quatre relations,
il vient, aprés simplifications,
M AD x AE x BH x BK x CL x GG

=AG x AL x CK x CH x BE x BD.

1° Donc (réciproque du théoréme de Carnot) les
points H, K, L, G, D, E sont sur une méme conique.

2° Transformons par dualité : & deux triangles ho-
mologiques correspondent deux triangles homologiques;
on obtient la proposition énoncée.
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3° La troisiéme partie résulte de la relation (1) et
de la réciproque du théoréme corrélatif de celui de
Carnot.

4° La quatriéme partie s’obtient en appliquant a la
troisieme le principe de dualité.

RecieroQues. — 1° Une conique quelcongue coupant
les cotés d’un triangle en six points, si Uon numé-
rote ces points en partant d’un sommet du triangle
1,2,3,4,5,6, lesdroites 23, 45,61 forment un trian-
gle homologique du triangle donné.

En eflet, en appliquant le théoréme de Carnot, on a
la relation

AD x AE x BH x Bk x CL x CG
=AG x AL x CK = CH x BE x BD,
e, en appliquant le théoréme de Ménélaiis au trian-
gle ABC coupé par les wransversales be, ac, ab,

AE > BH x< CI = Al = CH x BE,
AJ < BK x CL = AL x CK = BJ.
Multipliant membre 4 membre les trois derniéres
relations et tenant compte de la premiére, il vient

Al < BJ < CF = AJ < BF x CI.
Donc (réciproque du théoréme de Ménélaiis) les trois

points I, F, J sont en ligne droite et les deux triangles
ABC, abc sont homologiques.

2° Si par les' sommets d’un triangle on méne les
tangentes a une conique quelconz/ue, et si l'on nume-
10te successivement ces tangentes a partir d’un som-
met1,2,3,4,5,6,les pointsde rencontre des tangentes
(24 3), (4,5), (6, 1) forment un triangle homologique
du premier.
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Ce théoréme est corrélatif dv précédent.

On peut encore énoncer ainsi les deux réciproques
précédentes :

1. Lorsqu’un hexagone est inscrit dans une conique,
si 'on numérote successivement les cotés 1, 2, 3, 4,
5, 6, les cotés (1,3,5) et (2,4, 6) forment deux trian-
gles homologiques ().

Donc :

1° Les points de rencontre des cotés (1 et 4), (2 et5),
(3 et 6)sont en ligne droite (théoréme de Pascal);

2° Les droites joignant les points (1, 3) () et (4, 6);
(2,4) et (5,1);(3,35) et (6, 2) sont concourantes.

Fig. 4.

Corollaires. — Les droites joignant le sommet (1, 3)
aux points (2, 4) et (2, 6) et les droites analogues
(droites joignantchaque sommet d’un triangle aux som-

(*) Il nous parait préférable d’énoncer ainsi le théoréme de
Pascal, car cet énoncé implique, outre la propriété si connue de
I’hexagone inscrit, d’autres propriétés intéressantes.

(*) On a appelé point (1,3) le point situé a Vintersection des
cotés numeérotés 1 et 3.
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mets non correspondants de l’autre) touchent une

méme conique.
Fig. 5.

7

On obtiendra deux autres corollaires en appliquant
les deux derniéres parties du théoréme fondamental (B).

II. Lorsqu’un hexagone est circonscrit 4 une conique,
si Von numérote successivement les sommets 1, 2, 3,
4y 5, 6, en joignant les sommets (1, 3, 5) et (2, 4, 6),
on forme deux triangles homologiques.

Donc :

1° Les droites joignant les sommets correspondants
(ret4), (2 et 5), (3 et 6) sont concourantes (théoréme
de Brianchon). -

2° Les points de rencontre des cotés correspondants
(1, 3) et (4,6); (2,4) et (5,1);(3,5) el (6,2) sont
en ligne droite.

En appliquant le théoréme (B), on obtiendra trois
autres propriétés intéressantes de la figure.



