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ETUDE SUR UN FAISCEAU DE CONIQUES;
Par M. MEYER,

Professeur au lycée de Nancy.

Nous nous proposons de montrer comment on peut
étendre & un faisccau de quatre coniques certaines pro-
priéiés bien connues du systéme de deux coniques. A
cet effet, nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Etant données trois coniques d’un faisceau ponctucl
(8,8, ), la droite AB qui joint un point quelconque
A dela conique (S) a un point B de la conique (S') con-
jugué de A par rapport a (¥) est langente a uncconique
fixe, etlelieu du point de rencontre des tangentes a S
et 2 S’ aux points A et B est une conique du faisccau
considéré. Soient en eflet

S=ax?+ by?+ cz*=o.
S'=da'r2+byr+c's2=o0
les équations des coniques (S, 8') rapportées a leur tri-
angle autopolaire commun, et S — KS§8'= o 'équation
de (%). Si(xy, 74, 21) (%2, 12y 72) sont les coordonnées
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des points A’ et B' oit AB rencontre E, les coordonnéces
des points A et B sont de la forme (o, + 7\12,‘}/1’—{— AYay
zy+ hzy) et (xy— Ay, y1— Ays, 20— Aza). Ecrivons
que ces points appartiennent 4 S et & ', on obtient

a (@ +hxg)2+ b (y1+hy)2+c(31+hs) =0,
a'(2y— A2+ b'(y1—Ay3)*+c (51— k5 2= o,

et en retranchant de la premiére équation la deuxicine
multipliée par K

ar Xe+ by 1ys+ 5130+ N (' ryrs+ 0"y ys+ ¢'3515,) = o,

égalité qui montre que les points A" et B soni conjugués
par rapport a la conique ¥'= 8 + K8 = o.

Dés lors, la droite AB est coupée harmoniquement par
les coniques ¥ et ¥/, et par suite a pour enveloppe unce
conique. Cette conique a pour équation tangentielle

(1) bew+ cavt+ abw2=XK2(b'c'ut+c'a'v:+a'd w?).

De méme, ¢n exprimant que les tangentes a S, §/, aux
’ I { o] ’ ’
points A ct B, sont conjuguées par rapport a la conique

u’+w?+w2 1 u?+v?+w?
a b c K\a 0 ¢ )’
on obtiendra I’équation ponctuelle du deuxiéme lieu

(2) az?+byr+ CZ‘Z:K—;(?—(:C’—C’ (a'z+ b'yr+ ¢ 32);
c¢’est une conique du faisceau (S, §', £). Réciproquement
si G, S, S’ sont trois coniques d’un faisceau ponctuel,
et que d’'un point M de 'une d’elles (C) on méne des
tangentes MA, MB aux deux autres, les points A et B
sont conjugués par rapport a’une ou I’autre des coniques
5 =8S—KS=o, 5,:=S+KS =o.

La valeur de K se détermine en identifiant I'équation
(2) avec I’équation de la conique C.
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théo-
réme suivant :

Si quatre coniques (S, 8/, S",3) d’un faisceau ponc-
tuel sont telles qu’il existe un triangle conjugué par
rapport & Uune d’elles X, et dont les sommets soient
situés respectivement sur les trois autres, il en existe
une infinité.

Soient en ellet

E=x24+y2+ 52 =0,

S =ax*+ by2+ cs?=o,
S'=(a+K)x2+ (b +K)y2+ (c+K)s2=o,
S'=(a+K)z2+ (b+ K)y2+ (¢ + K')52= o,

et ABC un triangle remplissant les conditions de
I'énoncé. Sile point A (x4, ¥4, 34) sc trouve sur la co-
nique S, on a

(3) ari+byi+csi=o,
et la droite BC a pour équation
XX+ YY1+ 85 = 0.

Mais, d'aprés ce qui précéde, elle est tangente a la
conique dont I’équation tangentielle est

[(0+K)(c+K)—(b+K)(c+K)u+ ...=o,
ou
(b+c+K+K)urt+...=o.
On adonc

(1) b+c+K+K)zi+...=o.
En ajoutant les équations (3) ct (4), il vient

(a+b+c+K+K)(r}j+yi+33)=0
ou

(5) a+b+c+K+ K=o,
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car x; -+ yi+ 2z} n'est pas nul, puisque A n’est pas un
point commun aux coniques du faisceau. Cette derniére
relation étant indépendante du point A considéré, le
théoréme est démontré. 11 y a plus, les sommets du
triangle dont les cotés touchent respectivement les
coniques S, §', §” aux points A, B, C appartiennent a
une conique fixe (E) du faisceau. En elflet, les points de
rencontre des tangentes a S et 4 S’ aux points A et B
a pour licu la conique

_(a+K)(b+K)(c+K)

(a+K)aw2+ ... abe [az?+ ...]
ou
(6) a(a+K)(a+K)zr2+...=o0,

en tenant compie de la relation (3). 11 est elair qu’on

trouverait le méme licu pour les autres sommets. Plus

généralement, si I'équation de (X) est de la forme
(a+1l)x2+ ...=o,

la conique (E) est représentée par

a(“'*‘K_)l?""K‘)xz_|_ _

(a—+1) 0-

Réciproquement, soient (S, 8, £) Lrois coniques d’un
faisceau ponctuel, si deux sommets d’un triangle conju-
gué par rapport a X décriventrespectivement les coniques
S, §, le troisiéme sommet resté libre décrit une conique
S” du faisceau précédent.

Ces propriétés nous conduisent presque immédiate-
ment & la proposition suivante, qui est due a4 Chasles :

Etant données trois coniques (S,S', E) d’un faisceau
ponctuel, si un triangle LMP inscrit dans la conique
(E) se déforme de maniére que deux de ses cites
restent respectivement tangents aux coniques S, S', le
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troisieme coté a pour enveloppe deux coniques du
JSaisceau.

Soient

E= $2+_}’z+ 32=o0,
S=ax?+ byr+czt=o,
S'=(a+K)x+(b+K)y?+(c+K)z2=o0

les équations des trois coniques.
Du point L, pris sur la premiére, menons les tan-
gentes LA, LB aux deux autres. Les points A et B sont

conjuguds par rapport a I'une des coniques Xy, I,, soit
Z, par exemple. Cela étant, désignons par C le pole de
AB par rapport a cette conique. Lorsque le point L dé-
crit la conique (E) le point C se déplace sur une conique
(S}) du faisceau, car le triangle ABC est conjugué par
rapport a I;; de plus les tangentes en A, B, C aux
coniques S, §', 8| se coupent aux points L, M, P situés
sur une conique du faisceau.

Comme cette conique n’est autre que (E) elle-méme,
le théoréme est démontré. Rien de plussimple, dés lors,
que d’obtenir les équations des enveloppes S, S, Repré-
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sentons en effet par

Si=(a+ D22+ (b+l)y2+(c+{1)32=0o,
S{=(a-+K)z2+(b+K)yr+(c+K)st=o,

les équations des coniques (2,), (S)).
I’aprés les calculs précédents, I'équation de la conique
(E) est de la forme
_a(a+K)(a+K)

7 b(b+K)(b+K)
(a+1)? (b4 1)

Cc(e+~K)(e+K')
B oy

2

~7
d’ou les relations

a(a+K)(a+K) b(b+-K)(b+K') c(c+K)(c=K)
(a—+1)? - (b+1p - (c+1yp °

Pour éliminer / entre ces équations, désignons par 5 la

valeur communec de ces rapports.

r(z+K)(xr+K)
(1)

les valeurs a, b, ¢ attribuées a x, on a identiquement

L’expression — o s’annulant pour

x(x+K)(x+K') (x—a)(x—D)(x—c)

-— g

(z+ ()2 ! (x+ 1)

ou
z(x+K)(x+K)—po(x+{p=(x—a)(x—0b)(x—c)
en identifiant, ou trouve

K+K+a+ba+c=p,
abe =2
et

[KK'— (@b + bc + ca)2= jabc (K+K' +a+ 0 =),
¢équation qui donne deux valeurs pour K', comme on
devait s’y attendre.

Dans le cas particulier ou K =K'=o, les trois
conigues S, §', S” s¢ confondent; I’égalité précédente
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devient
{ab+bc + ca)? — jabec(a+ b+ c)=o.
C’est la relation connue
8 — {A'0 = o,

exprimant qu’il existe un triangle inscrit dans (E) et
circonscrit a (S).



