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SUR LES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES;
Psar M. G. TARRY.

On sait que les nombres qui mesurent les angles sont

des logarithmes dont la base est eV~ ou ¢. La figure géo-
métrique formée par deux droites qui se coupent repré-
sente une infinité d’angles égaux au point de vue de
leur représentation matérielle, mais non identiques
puisqu’ils différent de multiples de 27. Pareillement,
la figure algébrique a - &\/—1 représente I'infinité
des nombres

cery SXHBYSISAM ea VST carBVTiiem

égaux au point de vue de la représentation matérielle
algébrique, mais non identiques, puisque les exposants
différent de multiples de 2.

Ce rapprochement entre les angles et les exponen-
tielles met en lumiére cette vérité d’apparence para-
doxale : deux nombres égaux élevés a des puissances
égales peuvent donner deux nombres inégaux, et réci-
proquement deux nombres inégaux élevés a des puis-
sances égales peuvent donner deux nombres égaux.
Ainsi les nombres égaux e27, ¢' élevés a la puis-
sance \/-_—_1— donnent les nombres inégaux 52‘“\/:’—, g*"r\/*—i,
et réciproquement les nombres inégaux e/ =i gam/=1
élevés i la puissance —/— 1 donnent les nombres égaux
27, ¢im. De méme, si 'on éléve a la puissance } les
nombres égaux (+ 1)* et (—1)2, on obtient les nombres
inégaux +1 et —1I.

Mais deux nombres égaux et identiques, élevés a des
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puissances égales, donnent toujours deux nombres
égaux et identiques, puisqu’on a identiquement

(ex+ﬁ\/3+2)\n)m4—n VI1 — ¢(a+Bv=T42dm) (mtnV=1),

L’exposant m + n \/———-1 représentant une infinité de
nombres égaux et non identiques, on voit qu'on a
admis implicitement le postulatum suivant :

Dcux nombres identiques élevés a des puissances
égales et non identiques donnent deux nombres identi-
ques.

Deux nombres identiques, soumis & des opérations
non identiques, ne pouvant donner des résultats abso-
lument identiques, il demeure sous-entendu que les
nombres obtenus sont considérés comme identiques au
point de vue seulement de la représentation algébrique

de la forme e2+8V=t. Ces nombres différent nécessaire-
ment, mais ils se confondent dans cette représentation

algébrique, comme deux nombres de la forme ex+8V~-1
dont les exposants différent de 2w se confondent dans la

représentation a + b \/:1_, ou comme deux angles qui
différent de 2w se confondent dans la représentation
géométrique.

En résumé, si 'on veut éviter 'introduction en
Algébre d’une nouvelle espéce de quantité imaginaire,
il faut admettre que les nombres

(ga+@\/_—x)(e7+8\/__l) et (ga+ﬁV—_1)(57+8‘/__'+2“)

sont égaux au point de vue de la représentation sous la
forme eaHBV=1,

Cela accepté, aucune difficulté ne peut se présenter
dans le calcul des exponentielles. Les contradictions
qu'on a cru rencontrer doivent éire attribuées a des
raisonnements inexacts ou a des erreurs de calcul.
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1l convient de signaler ici une faute de calcul com-
mise en 1876 par M. Vallés, et qui ne parait pas avoir
été signalée, car elle a été répétée en 1892 par M. Mou-
chot (Nouvelles bases de la Géométrie supérieure,

p- 147)-
On lit dans I'Ouvrage de M. Valles Sur les formes
imaginaires en Algébre (3¢ partie, p. 40) :

« Dans la formule d’Euler
exV=1 = cosz +/—1 sinz,

si 'on éléve les deux membres a la puissance \/—1, il
viendra

T = (cosar +\/:Tsinx)v_—’,

” o, . . ™ , LY
égalité qui, en faisant x = =, se réduit a
2

_T S
2 — ‘/ "-
» Elevons maintenant les deux termes de la formule

d’Euler a la puissance —\/—_1 , il viendra
ex =(cosz +y—1 sinx)"V:;:(cosx— \/;—fsinx)m,

[ Ye e .1y . [
égalité qui, si 'on suppose que x devient 5> donne
= S
2 — — ‘/ "“
» Or, cette valeur de ——-\/—l aJoutee avec celle de
+\— 7' donne
+T _T .
e ?24+e 2=0 ou en = —1,
ce qu’aucun géométre a coup sur ne sera disposé a ad-
mettre. »
Le résultat auquel arrive M. Vallés est dd & 'omission
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d’une parenthése. En effet, si dans I'égalité
er = (cosz —y =1 sinx)m,

. T
on SUPPOSG que x devxent;» on a

ol

=(—y=D)",

et celte valeur ajoutée a celle de +\/—— 1
plus o.

€

V=1

ne donne

On éviterait bien des confusions si P'on adoptait une
notation spéciale pour distinguer I'identité de la simple
égalité. Il est regrettable que le méme signe = figure
Pégalité dans les relations

eVl — e BV=IL g (— 12 = a,
et 'identité dans les relations

Vay="1=Val/(=1p =Va(=1} = Va.



