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NOTE SUR UNE FORMULE BIEN CONNUE
DE LA GEOMETRIE IMAGINAIRE;

Par M. B. KAGAN.

On sait bien que I'aire (A) d’un triangle rectiligne
dans Pespace hyperbolique est proportionnelle a la dif-
férence 2d — (A +B+C), A,B,C étant les angles
de ce triangle. Si Von prend pour nnité aire (¢) du
triangle, dans lequel cette différence est égale a I'unité
angulaire (ce qui est toujours possible, pourvu que
celle-ci soit moindre que 2d), on tire de cette relation
I'équation fondamentale

(1) A=2d—A—-B—-C,

qui ne dépend pas du choix de I'unité angulaire, parce
que celle de surface lui est proportionnelle. Pour un
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triangle, rectangle en C, cette formule devient
A=d—A—B.

Si la cathéte AC (= &) reste invariable, tandis que
I'autre cathéte AB (= a) augmente infiniment, << B tend

vers o et < C vers I1(4). Donc
(2) limA—d—TI(b) (a— =)

Pour passer de la géométrie imaginaire a celle ’Ku-
clide, il ne faut que poser

IT(x) = constante = d.

Done Ia formule (2) nons donne pour Pespace eucli-
dien
(va) limA = o,

Or. on sait bien que cette limite est égale (dans ce
cas-ci) a oc. 1l est clair que ce v’est qu’une contradiction
apparente. Dans ]’équation (1), A désigne la mesure de
Paire du triangle, c’est-a-dire son rapport a Paire 4.

En Vexprimant explicitement, on recoit

(3) —ad—\—B—C.

oL

Dans Tespace cuclidien. e wriangle, dont Taire est
prise pour unité ci-dessus, n’existe pas; pour unité de
surface y est adoptée la double aire (2¢') d’un triangle
rectangle, dont les cathétes sonl égales a 'unité de lon-
gueur. L equdllon (2 (l) n exprime que la proposition
suivante : le rapport de aire d'un triangle rectangle,
dont une des cathétes est constante et I'autre augmente
L. . , . .
infiniment, a celle d’un wiangle (8), pour lequel
2d—A —B—C est égal & Tunité angulaire, tend
vers o avee la courbure de Yespace. La contradiction
apparente ci-dessus interprétée convenablement conduit



(233 )

. . 3 c e
a la conclusion, que le rapport <7\—> augmente infini-
o

ment, quand la courbure négative de 1’espace tend vers
zéro.

Il s’agit, en premier lieu, de constater analytique-
ment cette affirmation. En second lieu, nous allons pré-
senter quelques considérations ou la formule (2) trouve
son application.

A, B et C étant les angles d’un triangle rectiligne
dans l'espace de courbure constante négative, a, b et c
les cOtés opposés, on a

(4) sinlI(a) (cos A + cosB cosC) = sinB sinC.
D’autre part,

sinfl () sinT(y)
1+ cosll(x) cosll(y)’

(sinH(z‘—!—)/) =

cosll(x)+ cosll(y)
1+ cosll(x)cosl](y).

o —

cosll(zx +y)=

n conséquence,

sin211(x)

\ sinll(2r) = TE oSt (2)’

(6)
2 cosTl(x)

[ costtrm = 220

d’ott 'on tire sans peine
. x 2 sinll(z)
‘ sinll <:> w\/l Fsinll(z)
2sinll(x)
( mngﬂ(x)_—\/:gm]——(x—),

ou fe radical dow tire compie posivit pour Yes valeurs
positives de 'argument x.

(7)
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En combinant les formules (4) et (7), on regoit

tanell a\ sinB sinG
55 \a /) A+rB+C_ B+C—A’
cos CcO0S
2 2
inl a\ sinB sin G
Rl P A ArC—_B_C+B—A’
coSs 5 [ >

ou bien, en vertu de la relation (3),

ranell a\ _ cinB «in G
msii\g) = . (1 A> . ( 1 A)’
sin{ - 5 )sin{ A+ -
P 2 0
sinﬂ<g) _ ‘sn;]i sin G .
g sin(B+——~>sin(C+l )
2 0 \ 2

Ces formules, combinées avec celles que V'on en tire
par analogie, nous donnent

. (I A
c b a sin{ - =
sinll(;)cotﬂ(;)cotﬂ( >_—___ .

2 sin G

o) b

Or, %, désignant la hautecur AD du triangle ABC,

abaissée du sommet A on tire du triangle rectangle ADC,
sin C = cotll (A, ) tangII(b).

Aprés la substitution de cette expression, la formule
précédente devient

. 1 A . ‘c b a
snnH(; —a>= smH(;) cotll <-;> cotll <Z> tangIl(b) cotTl(Ay)-

Or, une simple combinaison des formules (7) donune

b [ . b
(8) cotﬂ<;>mn;,ﬂ(b)_;smﬂ(;),
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ct 'on recoit finalement

(9) sin(é %): é sinH<§> sinﬂ(-i—) cotH<g>cotH(ha).

Dans le cas ou le triangle est rectangle en C,
ha = b;

si on le substitue dans I'équation (9) et que I'on y ap-
plique de nouveau la relation (8), on regoit

sin <1 '—3) =sinIl (£> colﬂ<g> cotl’l(é)-
2 0 2 2 92

En particulier,

(10) sin(—l i):sinﬂ<£>cotﬂ<l>cotl‘l <1>,
\2 0 2 2 2

ou ¢’ désigne 'hypoténuse du triangle rectangle équi-
latére, dont les cathétes sont égales a 1'unité de lon-
gueur.

Comme il en a ¢té déja fait mention, les équations (1)
et (3) ne dépendent que du choix de 'unité angulaire.
On peut done la choisir de telle maniére que 2d ==,
ce qui revient a mesurer I'angle par le rapport de I'arc
correspondant & son rayon géodésique sur la sphére
limite. Alors il est permis de substituer en (9) et (10),

. /U AN A . .
au lieude sin( > %), Pargument ( = ) celui-ci devenant

infiniment petit. Si la courbure — 7‘; de Pespace tend
vers o, les cOtés a, b, ¢ du triangle restant finis, les
rapports t;, ?, ; deviennent infiniment petits. Comme
il est permis, dans ce cas, de substituer au lieu de
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)
infiniment petits des ordres supérieurs, on voit (g), (10)

sinll(a), tangll(a), ..., 1 et 5, .-+, en négligeant les

S

A ¢ .
que les rapports 3 el 5 lendent aussi vers o. Donc les

équations (g) et (10) deviennent

A 1 a h,
(1) 3T 77

o' 11
(12) 87577

En divisant ces équations 'une par I'autre, on recoit
la formule cuclidienne
a h,
- — [ = x).
- ( )

. I
lim — = -
20 2

En outre, I'équation (12) prouve que

2
I
=]
I~
I
8

lim C.Q.F.D.

o7'

Il est évident que le sens de cette proposition est
purcment analytique. C’est seulement dans le cas on
on 'applique a des ensembles, dans lesquels on peut
passer de 'un a Pautre en conservant la méme unité de
longueur, qu’elle admet une interprétation réelle.

La circonférence (C) et I'aire (K) du cercle s’expri-
ment dans la géoméirie imaginaire par les formules

suivantes
(13) C =oamcotli(r),
(9 K—_-/,zconrl(g).

Donc, pour la surface (5)d'un secteur, dont V’arc ala
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longueur s, on a 'expression suivante :
25 cot2Il a
5= sK 2

— G T lcotli(r)

ou bien, en la transformant au moyen de la formule (8),

s r
¢ = 7 cosﬂ<£>-

En désignant par 2 A Paire du triangle qui est formé
par les deux rayons extrémes et la corde (21) du sec-
teur, et par t celle du segment, on recoit

T = s cosﬂ<5>——zA.
l 2

Si le rayon du cercle augmente infiniment, I’arc (s)
s'approche de I'arc (") du cercle limite, qui correspond

a la corde (22). Or

s'=2alcotll(});
done

]im[; cosIt <£>]=200tﬂ()\) (r=x).
D’autre part, selon la formule (2),
lim(2A) = —2T(}) (r=wx).

La démounstration de la formule (14) suppose, essen-
tiellement, que les arcs du cercle sont mesurés par leur
_rapport a leur rayon géodésique, ce qui nous oblige
d’exprimer 2 d par =. En conséquence,

7 = limTp=w) = 2 cOtI(X)+ 2 (X)—,

7' désignant I'aire du segment d’un cercle limite, dont
la corde est égale a 2.
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Comme la mesure de cette surface est toujours posi-
tive, on a

(15) 2 cotll(A)+2m(X)>1I (A >o0).
Or

€

el — I iy
cotll(l):————2——, tzmg;ll(l):e 7

En substituant ces expressions dans I'inégalité (15),
on regoit

A 3 )]
(16) harctange {+el —e I>11 (A >0)
ou bien
roor 1
(17) farccote! +~el—e > (X >o0).
_2
Si T'on posc enfin dans (16) ¢ ‘=z ct dans (17)
A
¢! = z, ou en tire
4 arc tang;—ké —s5 > (s < 1),

> (3>1).

L
Lyl =

4 arc cots —+

Ces indgalités admettent certainement une démon-
stration analytique; les considéralions qui précédent
leur donnent I'interprétation géométrique.



