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NOTE SUR UNE FORMULE BIEN CONNUE
DE M GÉOMÉTRIE IMAGINAIRE;

PAR M. B. KAGAN.

On sait bien que Taire (A) d'un triangle rcctiligne
dans l'espace hyperbolique est proportionnelle à la dif-
férence id — (A -hB-f- C), A, B, C étant les angles
de ce triangle. Si l'on prend pour unité l'aire (S) du
triangle, dans lequel cette différence est égale à l'unité
angulaire (ce qui est toujours possible, pourvu que
celle-ci soit moindre que id), on tire de cette relation
l'équation fondamentale

(1) L^id — A — B — G,

qui ne dépend pas du choix de l'unité angulaire, parce
que celle de surface lui est proportionnelle. Pour un



triangle, rectangle en C, eette formule devient

A^ d— A — B.

Si la ealhète A C ( = & ) reste invariable, tandis que
l'autre catbète AB ( = a) augmente infiniment, <^B tend
\ers o et <^ C vers n(&). Donc

( i ) l i m A — d — U ( b ) ( a — o c ) .

Pour passer de la géométrie imaginaire à celle d'Eu-
elide, il ne faut que poser

U(x) — constante = d.

Donc la formule1 (s>) nous donne pour l'espace eucli-
dien

(va) lim A — o.

Oi1. on sait bien que cette limite est égale (dans ce
cas-ci) à oc. 11 est clair que ce n'est qu'une contradiction
apparente. Dans l'équation (i), A désigne la mesure de
l'aire du triangle, c'est-à-dire son rappott à Taire o.
En l'exprimant explicitement, on reçoit

{]) *=r- id— V - B - C .
0

Dans l'espace euclidien, le triangle, dont l'aire est
prise pour unité ci-dessus, n'existe pas; pour imité de
surface y est adoptée la double aire (20') d'un triangle
rectangle, dont les cathèles sont égales à l'unité de lon-
gueur. L'équation (2 a} n'exprime que la proposition
suivante : le napport de l'aire d'un triangle rectangle,
dont une des catliètes est constante et l'autre augmente
infiniment, à celle d'un triangle (o), pour lequel
>,d—A — të — C est égal à l'unité angulaire, tend
vers o avec la courbure de Vespace. La contradiction
apparente ci-dessus interprétée convenablement conduit



( «3 )

à la conclusion, que le rapport / — ) augmente infini-

ment, quand la courbure négative de l'espace tend vers

zéro.

Il s'agit, en premier lieu, de constater analytique-

ment cette affirmation. En second lieu, nous allons pré-

senter quelques considérations où la formule (2) trouve

son application.

A, B et C étant les angles d'un triangle rectiligne

dans l'espace de courbure constante négative, a, b et c

les côtés opposés, on a

(4 ) sinll(a) (cos A -f- cosB cosC) — sinB sinC.

D'autre part,

ƒ • TT/ N sinri(^)sinü(x)

j s.n n(x + y ) = _ _ Ï R _ y _ i R _ ) ,

f } H-COSlI(iT)COSl](jK)

En conséquence,

sin2 W{x)
r ) =l

\
( ())

i 2cosn(r)

d'où l'on tire sans peine

(7)

ào\v viV\̂  eoYivpvfe pos\\\î pour ^es valeurs
positives de l'argument x.
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En combinant les formules (4) et(7)> OI1 reçoit

-.»(;)
sinB sinG

B-i-G B-v-G —A
cos

sinB sin G
B-A

ou bien, en vertu de la relation (3),

„/a\ / sinBsinC

sin ( - -̂  ) sin ( A -r- i A\- J
vi o /

/a\ / sinB sin G

Ces formules, combinées avec celles que l'on en tire
par analogie, nous donnent

Or, ha désignant la hauteur AD du triangle ABC,
abaissée du sommet A,on tire du triangle rectangle ADC,

sinC = cotll(/ia) tangn(è).

Après la substitution de cette expression, la formule
précédente devient

sinuf- 4>\=sinIl(-)cotll(-N) cotn (j ) tanpll(6) cotn(/?a).
\ 2 0 / \ 2 / \ 'i / \ Ô /

Or, une simple combinaison des formules (7) donue

(8) co tn^^ tangn(6)= i
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et l'on reçoit finalement

Dans le cas où le triangle est rectangle en C,

ha = b ;

si on le substitue dans l'équation (9) et que Ton y ap-

plique de nouveau la relation (8), on reçoit

En particulier,

(10) sin/- %\ = sinnY-) eotfiY-^ cotll (-),
\a 0/ \ a / W \ 2 /

où cf désigne Fhvpoténuse du triangle rectangle équi-

latère, dont les cathètes sont égales à l'unité de lon-

gueur.

Comme il en a été déjà fait mention, les équations (1)

et (3) ne dépendent que du choix de Tunité angulaire.

On peut donc la choisir de telle manière que 2f/ = 7r,

ce qui revient à mesurer l'angle par le rapport de l'arc

correspondant à son rayon géodésique sur la sphère

limite. Alors il est permis de substituer en (9) et (io),

au lieu de sin(- -A> l'argument (- -*j> celui-ci devenant

infiniment petit. Si la courbure — ^ de l'espace tend

vers o, les côtés a, b, c du triangle restant finis, les

rapports T> j* 1 deviennent infiniment petits. Comme

il est permis, dans ce cas, de substituer au lieu de



sinll(a), langll(rt), . . . , i et y ? •••> en négligeant les

infiniment petits des ordres supérieurs, on voit (9), (10)

que les rapports ^ et v tendent aussi \ers o. Donc les

équations (9) et (10) deviennent

A 1 a ha

( i l ) -s = - -y - y 7
0 9 , / /

(*'>-) - = - 7 7 '
0 9 / /

En divisant ces équations l'une par l'autre, on reçoit
la formule euclidienne

A i a ha
l im —K7 = - - — ( / = oc).

'2 0 2 1 1 '

En outre, l'équation (12) prouve que

li m -K = o (l = 00 ). C . Q . F . D .
0

II est évident que le sens de cette proposition est
purement analytique. C'est seulement dans le cas où
on Inappliqué h des ensembles, dans lesquels on peut
passer de l'un à l'autre eu conservant la même unité de
longueur, qu'elle admet une interprétation réelle.

La circonférence (C) et Taire (R) du cercle s'expri-
ment dans la géométrie imaginaire par les formules
suivantes

( i3) C = »7:

(M) K = f i :c

Donc, pour la surface (T)d'un secteur, dont l'arc a la



longueur s, on a l'expression suivante :

25COt2n( -
_ s K _

G lcotU(r)

ou bien, en la transformant au moyen de la formule (8),

<J = - COSÜ ( -

/ Va

En désignant par i A l'aire du triangle qui est formé
par les deux rayons extrêmes et la corde (2^ ) du sec-
teur, et par x celle du segment, on reçoit

Si le rayon du cercle augmente infiniment, l'arc (s)
s'approche de l'arc (sf) du cercle limite, qui correspond
à la corde (2X). Or

s' =zilcottt(\);
donc

Jim cosll ( — j I = 2cotII()v) ( r = se).

D'autre part, selon la formule (2),

l im(üA) = TT — 2Ï1(X) ( r = oo).

La démonstration de la formule ( i4) suppose, essen-
tiellement, que les arcs du cercle sont mesurés par leur
rapport à leur rayon géodésique, ce qui nous oblige
d'exprimer id par iz. En conséquence,

z' = limx(r=ao) = a cotII(X)-f- 2Ü(X)— ir,

7' désignant Taire du segment d'un cercle limite, dont
la corde est égale à 2)̂ .
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Comme la mesure de cette surface est toujours posi-
tive, on a

0 5 ) 2 c o t I I ( X ) - + - 2 i r ( X ) ]> II ( X > o ) .

Or
X Xé

el _e~ï , _ X
cotII(X) = , tang-II(X) = e / .

En substituant ces expressions dans l ' inégalité ( i 5 ) ,

on reçoit
_ X X _ ^

(16) 4 arc tang e ' - h el — e~ T> II ( X > o )

ou bien

(17) 4 arc cote7 -h e7— e ~ 7 > II ( X > o ) .

Si Ton pose enfin dans (16) e T= z et dans (17)
X

el = 3 , on en tire

1 .

4 arc tang^ -+- - — z > TT (Z < 1),

4 arc cot,3 -f- 5 — 7 > N (-s > 1).

Ces inégalités admettent certainement une démon-
stration analytique; les considérations qui précèdent
leur donnent l'interprétation géométrique.


