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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE [fin (*)];
Par M. LE capITAINE E. BARISIEN.

III. — APPLICATION AU CERCLE ET A SES PODAIRES PAR
RAPPORT A UN POINT DE LA CIRCONFERENCE DU CERCLE.

En prenant pour péle le point de la circonférence et
pour axe polaire le diamétre passant par le point, I'équa-

tion du cercle est
r=acosh.

a désignant le diamétre du cercle.
Nous avons donc
r'=— asinl, r'"=—acosh,

r2r?=a?, r'2—rr'=a?, r2so2r?—rr’'=aa?

Aire de la mi#éme podaire. — On trouve
/

dU a?
—(W"’ = -~ (m 1) cos2m+2(,
2
Donc
— 2 , B
Up,=a (I)l—rl)f coszm+2() dl). .
0

Or, on sait que

k3
2

cosm+20 ) — 1.3.{...(2171—4—1) =,
Jo 2.4.6...(2m +2) 2

Par suite

U _wma? 1.3.5...(2m+1)
mTg 2.4.6...2m

(*) Voir méme Tome, p. 207.



ou encore
U _Zt_az 1 1 _— I . 10
m = 4— 1= > l—:—z 6) -+ 2m)-
Donc
2
(Cercle) Uy= EZ—,
2
(Limacon de Pascal) U, = 37;“ ,
15na?
U2 _32 3
35ma?
U; = 57
3 2
U, %Ifma ,
512

Si 'on veut avoir I'équation de la m*m¢ podaire, il
suffit d’éliminer 0 entre les deux équations

O, = (m—+1)0,

rm = acosm+10,

0
rm=acosm+t "),
m—-1

ce qui donne

Rayon de courbure de la miéme podaire
4 F

a(m—+1)
m -2

R, = cos™0.
On Lrouve par suite, pourla longueur de la développée
Ve par s P ! g PP
de la mi*™¢ podaire,
_ (m+1)

0
S, =2a ~————(cos™0
" m+2 ( )

jul
:o2 ’
c’esl-a-dire

2a(m —+1)

S =
m m-+2
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Rectification de la mé¢me podaire. — On a
p

ii‘%ﬁ = a(m + 1) cos™0.

Donc
™

2
Sm=2a(m—+ I)f cos™ 0 df.
0

Si m est pair, on aura
S =a(m 1) 1.3.5...(m—p =
e 2.4.6...m 2
Sim est impair, on aura

2 4.6...(m—1)
Sm=—2a(m +1) ——5—————"*
m ( ) L.3.5...m

On a donc

(Cercle) sy, =ra,

|

(Limacon de Pascal) s; = ja,

3ta
Sy = ’
2
s 16a
3 = 3 >
15ma
§, == -——8—,
32a
S5 = — >
o
Anti-podaires. — Pour la premiére anti-podaire,

on trouve
0_1 = 0, U_i = 0.

Clest qu’en effet la premiére anti-podaire se réduit
alors & 'autre extrémité P_, du diamétre passant par O.
La seconde anti-podaire donne

0__2 :—0, r—g =— .
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Son équatiomn est par suite

a
rog = -—F—-
2 cos 0o

Elle représente la droite tangente a I'extrémité P_,
dua diamétre passant par O.
Pour la troisieéme anti-podaire, on a

a

0_3;=—26 Fog— —
8 ! 37 cos?h

Son équation est donc

rog = —————-.

0_
cos?—2

Elle représente une parabole ayant pour sommet le
point P_, et pour foyer le point O. On sait, en ellet, que
le lieu des projections du foyer d’une parabole sur ses
tangentes est la tangente au sommet.

Les autres anti-podaires successives sont alors les
anti-podaires du foyer de la parabole.

Aire de la podaire de la développée de la courbe.
— La courbe primitive étant un cercle, sa développée
n’est autre chosc que le centre du cercle : par suite, la
podaire de ce point est le lieu des projections du point
sur les droites passant par le centre du cercle. Ce licu

a .
est le cercle de rayon - dont I’aire est
4

. Ta?
Wi=-T5"
Aire de la podaire de la développée de la (m— 1)iéme
podaire. — On a )
dW ,, a?(m +1)

= cos2f sin2m .
dby 2
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Donce

Rk

W, = a?(m 1) [ sin?” cos?0 db,
o
¢est-a-dire
(om—1)

W, — —& L2

1 2.4.6...2m

Par conséquent
U

Wy =—-".
21 —+ 1

Rayon de courbure de la podaire de la développce
de la (m—1)¥me podaire. — Nous n’avons pas donné de
formule générale pour ce rayon de courbure R, parce
qu’elle serait trop compliquée. Dans le cas présent, nous
avons

o = asinf cosmb,

Orona
3
,
A Gl
T 5 o Ae A T
. P 20— PmPm
En posant
o d.om P" . d2Pnz
Ymo— 37 m = ’
i dw,, dw?,

on a done

dl
dw,,

o) = acos™=10(cos20) — m sin20)

a .
= — cosMm=16 (0320 — m sin26),
m —1

On calculerait de méme p,. On a enfin

3
acos™m-14 (m?2sin?H 4 cos20)? N
“RIII = T

m 1 m2sinil—msin2f) cos 20+ cos*0(1+coszl)

Longueur de la développée de la podaire de la dé-

ve/op/)e'e de la (m —1)¥éme podaire. — On a
§=" a
S = l(c’Rm)eig = ;;l“:*——l

Ann. de Mathemat., 3* série, L. XIV. (Juin 1895.) 17
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1V. — APPLICATION A LA LEMNISCATE DE BERNOULLI
ET A SES PODAIRES DU CENTRE.

L’équation cartésienne de la lemniscate de Bernoulli
(224 )2 = a2(z2— y?)
devient en coordonnées polaires
r2 = a2?cos20.

On wouve pour I'aire U, de la courbe

Uo = a?.
Aire de la mi¢me podaire. — On trouve
L
\ . 2.4.6...2m
Uy =2a2(m 1) cosmitigfd = —— =" g2,
Jo 130 (2m—1)
Done
Uy = a2,
U; = 2a2,
8az
Ug = 3 b
Ue = 48a
_— r ?
3 15
128 @2
U, = —5=
¢ 35

L’équation de la mi®™ podaire est

,-12” = a2 cos2m+1 _2_011___ .
2n 41

Remarquons que I'aire U,, peut aussi s’écrire

U= 1—1—1) 1+ = 1—1—1 1+ — Va2
" 1 3) 3 '(+2m—1 @

Si donc on compare cette aire a l'airc analogue de
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la mi“™e podaire du cercle (§ II), on a la propriété sui-
vante :

Sil’on considére une lemniscate de centre O ct dont
I'un des sommets est en A, tel que OA =a, avec le
cercle décrit sur AO comme diamétre, le produit des
aires des m'*™* podaires relatives a la lemniscate et au
cercle a pour expression

-

Ta
= (am +1).

On cn déduit 'identité assez curieuse

(1) (= 3) () 5 () omms
e ) g

Rayon de courbure de la podaire d’ordre m. —
Ly /

On a

1
al(am —+1) m— =
———————— COS8

p— 2
R = om—+ 3 26.
Longueur dela développée de la podaire d’ordre m.
— On déduit de la formule précédente

=T 4a(am—+1
fa(am +1) m—} = jaCem=+1)
S”l: T T cos 226 2n1+3
2m—+ 3 H=0
Pour m = o, on obtient la longueur S, de la déve-
loppée de la lemniscate

fa
So: T'

Anti-podaires. — On trouve pour I’équation de cette
anti-podaire
a

r-y = /],
\/c0520_1
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elle représente Phyperbole équilatére ayant méme are
réel en grandeur et en direction que celui de la lem-
niscate.
Toutes les autres anti-podaires sont par suite des
courbes 4 branches infinies et ne présentent rien d’in-
téressant. Il en est de méme des podaires des dévelop-

pées des anti-podaires.

Podaire de la développée de la lemniscate. — On
tromve pour Péquation de cette podaire

.o 2y 2wy
p} = a?sin? -5 cos 3

¢L pour son aire
T
2
W, = 3a? [ sin?o coso dg = a?.
0
Podaire de la développée de la (m — 1)éme podaire.
— Ou a pour I'aire de cette podaire

T

W, == 2a2(2m +1) sin220 cos2n—120 d9,

o\#

2.4.6...(2m —2
W, == a? t' = ( )‘
1.3.5...(2m— 1)
Donc
Ulll
W= —.
2m

Rayon de courbure de la podaire de la développée
de la (m—)#éme podaire de la lemniscare. — Sans
donner I'expression de ce rayon de courbure, laquelle
est assez compliquée, nous nous contenterons de donner
la longueur de la développée de la podaire de la déve-
loppée de la (m — v)iéme podaire

T ’
(--—Z 1 d

Sy = i(é“"’)o:(t T
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V. — APPLICATION AUX COURBES DE LA FAMILLE

rm = amcosmH.
On a ici
A
r=a(cosmb)m,
2
, =2
ri- r't = a?(cosm )y |

o

22— " = ma(cosmByn
Done
dV b,
— = m — =1, Oy =(m+1)0
4 T 1= )
ot N
m+1
ri=-a(cosml) m .
Podaires successives. — On déduit de 1a pour I'équa-
tion de la premiére podaire
m+1
m m
ry =alcos 0y
m -1
ou
m m m
rmTl = i+ 1 cos ? 01 .
! m -1

Cette équation représente une courbe de méme fa-
mille que la courbe primitive; ¢’est ce qu’a démontré
M. de Rhéville a Particle déja cité ( Nouvelles Annales,
1890, p. 143).

1équation de la deuxiéme podaire sera de méme

. n

o arard m
rim+1 = q2m+1cos —— 0,
= 20t 1

ct en général celle de la n'*™* podaire

m " m
,-;t,m+l = a@nm+1 cos 0/1
nm -+t
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Rayon de courbure des podaires. — On trouve pour
le rayon de courbure de la premiere podaire

1
~ [/ m—+1
Ri= a(cosmbyn (—)
\2m + 1
ou
m—+ 1
Riy=r ——.
2m + 1

Or, le rayon de courbure de la courbe primitive a
pour expression

— —1
cosm)y” = = — .
—a—x( ) (m—+1)cosmb — (m~+1)sinV

r r

Ry —

Donc, on a
r=(m-+1)R;sinV,
C’est, aux notations pres, la formule de M. du Cha-
tenct rappelée par M. de Rhéville a Particle précité.
Pour la ni*™ podaire, on trouve

pmin—1)+1 mn -1
R, = y .
amia=b | p(n—1)-+1

Anti-podaires. — On trouve pour I'équation de la
premiére anti-podaire
m m
— —_— m
pt—m— ql--u cos ___()¥1
—1 1 — m

ct pour celle de la »'™ podaire

m m
—_— _ m
pl—mn — gl—mn co8 ——— ()#"‘
—n 11— min

11 est intéressant de voir dans quel cas 'une des po-
daires successives peut ¢tre une transformée par rayons
vecteurs réciproques de la courbe donndée.

I faut déterminer n de fagon que

m

—————— = — M
mn —+1
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d’ou
n—_2.
m

Comme m doit étre un nombre entier, il faut donc
que m soit égal a t=1, =2, ou a une fraction de
I'unité. Dans ce cas la courbe aura parmi 'une de ses
podaires ou anti-podaires sa propre transformée par
rayons vecteurs réciproques.

Sim===1, on a n === 2, 'une des courbes est un
cercle et sa transformée est la droite qui est en méme
temps la scconde anti-podaire du cercle par rapport 4
un point de sa circonférence.

Si m===2, il en résulte n==1, ct 'on obtient
les mémes courbes que précédemment.

Si m=—1, on a n=4,ce qui veut dirc que la

courbe

a pour transformée par rayons vecteurs réciproques sa
(uatri¢me podaire.

Si m=+14, n=—18: c’est donc la dix-huiticme
anti-podaire qui est la transformée de la courbe

9/ [§}
r=a COS —»
9
Ecrivons maintenant les équations des podaires ¢t
anti-podaires des courbes de la famille
rm = amcosmb,
dans les cas particuliers de m=1 et m=2: le premier

cas correspond au cercle et le second a la lemniscate.
Nous avons étudié ces deux cas particuliers en détail.



1° m=1_:

F—n= 7" n—1"
n—i1
r_g = a_ (Parabole),
cosﬂ;z-
a .
reg = o056, (Droite),
fro=a (Point)
) oin
( 0—! =0 ’
r=acosh (Cercle),
ry = a cos? % (Limacon de Pascal),

n—+1
2" m=2
1—2n
2 n
r-p=afcos——

" ( 1—a2n " ’
............................ ,
=S (Hyperbole équilatére),

Vcos20_,
" . .

r =(cos28)? (Lemniscate de Bernoulli),

( 20\ 2

ry = a{ cos ’

3

................ ,

2n +1

mrt
rp, = alcos 2 ] i
" an—+1 "

Nos formules donnent lieu également a des applica-
tions intéressantes relatives a la cycloide et aux déve-
loppantes de cercle.



