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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE [suite (1)];
Par M. LE caprTAINE E. BARISIEN.

Rayon de courbure de la premiére podaire. — On
trouve sans difficulté, en faisant m —1 dans la for-
mule (11) et tenant compte des valeurs de r, 7/, 77,

a3 b’

Vazsin*0 + b2 cos?0 [ a2(2b2— a?) sin?b + b2 (2a2— b*)cos’lﬂ].
/

R =

L’examen du dénominateur montre que R, ne peut
devenir infini que si
a>bya,

auquel cas la podaire a des points d’inflexion. Dans ce
cas, il est inutile de chercher la longueur de la déve-
loppée de la premiére podaire, puisqu’elle a des branches
infinies. Mais, lorsque

a<bya,

on a pour la longueur S, de la développée de la pre-
miére podaire
™

e:— 2 2
_ T 4[6(2a2— b?) — a¥(2bi—a3)]
Sl‘—“i[Rl]e:o - (‘la“—bi)(-‘ll):—-az) .

Rayon de courbure de la miéme podaire. — On a
de méme

2m~3
=ab(a’5in76—&—bz cos”))j?_1
(a*sin2® + b*cos20) 2
[ a*sin20 + b* cos?0 + mc2( b2 cos?0 — a? sin20) ]
a*sin20 + b cos20 + (m + 1) c2(b2 cos?h — a?sin20)

Ry

() Voir méme Tome, p. 157,
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Eu st
a>cym+1,

la développée de la mi™e podaire est une courbe fermée

d’aire S,

S _4IR 02;‘:_4(a—b)[1n2c‘+ab(a2+ab-;—lﬂ)].
m=A4[Rnly_ "= (a?-=mec?) (b2— mc?)

Pour 1 = o, on retrouve bien la longueur de la déve-
loppée de la courbe

f(a3— b3)
Sy = ~ 20,
0 ab
Airede la premiére anti-podaire de Uellipse. — l.a
formule (13) donne

d,,U—l _ a2bh? (a*sin2 —+ b* cos20)
dd 7T T (arsin2l 4 02 cos2( )3

a2h2e? (02 cos20 — a2 sin)
2 (a?sin20 —+ b2 cos20))3

Done
z
2 (a* sin?) - b* cos20)) dl)
Jo = 2a2 2 -
U-s 2a*b ![ (a?sin?0 + 62 cos20)3

0

us

~-)a?b?c2/§(b? cos20 — a2sin20)d)
- o (a?sin?0 + 6% cos20

Ces intégrations s’cffectuent facilement, comme dans
le cas des podaires, ct 'on trouve
e
U._ = -nab —_ »‘——-
! 8ab

Dom-

L'aire de la premiére anti-podaire du centre de
lellipse est égale a Uaire de Uellipse diminuée du
tiers de Paire dela développée de U ellipse.
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Aire de la m¥me anti-podaire de [ellipse. — On
obtient par la formule (14)
T
2 (asin?0 4+ b cos28)m
o (a?sin2® + b2 cos20)2m+1
T
2 (a*sin20 ' b* cos?0)m—1t
(a?sin%f + b2 cos2)2m+1 "

db

U_y=a(m-+1)a2b?

—aoma*bt

Rayon de courbure de la premiére anti-podaire. —
On a par la formule (15)

ab

R, = -
(a?sin20 + b2 cos20)2
x [a2(2a? — 0?) sin20 —+ D2(2 b2 — a?) cosO].
R_, n’est jamais infini, quel que soit le rapport de «
ab.
La développée de la premiére anti-podaire est donc
toujours une courbe fermée qui a pour longueur

d

m;[lﬂ(za‘-’— hr)— a3 (2062 — a2))].

. p="
b-l = L[R71 ]‘):02 ==

Rayon de courbure de la mim¢ anti-podaire.— On

a de méme

m+ 3
R — nb(ai§il13ﬂ;L bt cos2f) 2
—-m= 2m 4+
(a?sin?0 —+ b2 cos20) 2
a* sin20 + b* c0s20 — mc2( b2 c0s20 — a? sin26)
[ab sin20—+ b cos?0 —(m—1)c?(b? cos?d—a?sin20)
Si done

b>cym—ru,
la développée de la mi¢™e anti-podaire n’aura pas de

branches infinies et sa longueur S_,, sera
fla— b m2ct—+ ab(a?~ ab + b))
Sem= *

(a2 — me?)( b2+ mc?)
Ann. de Mathémat.. 3¢ série, t. XTIV, (Mai 18g5.) 10
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Aire de la podaire de la développée de U'ellipse. —
La formule (17) donne

T

W, = 2atbtct ’ sin20 cos20 df
e . (a?sin?f <+ b2 cos28)(at sin?B + b* cos?6)?

= g(ﬂ—b)z

La comparaison des aires U, et W, donne lieu a la rela-
tion suivante :

Uy— W = xab,
¢'est-a-dire que la différence des aires de la premiére
podaire de l'ellipse et de la podaire de la développée
de Uellipse est égale a I'aire de Uellipse.

Airede lapodaire dela développée de la (m — v)iéme
podaire.—On trouve par application de la formule (18)

T
5in20 cos?B( a? sin%f + b2 cos20)2m—3 do
(a* sin2§ + b+ cos2f)m+1
™
% in20 cos20 (a2 sin20 ~+ b2 cos? f)2m—3 df
(aksin20 + b* cos2f)m ’

W,,=a2ma*b*ct [

o

—2(m —1)ab2ct [

<0
En posant tangf = «, on effectucrait ces intégrales
comme pour les aires des podaires et anti-podaires, en
les ramenant aux intégrales connues de la forme

f“’_ du
o (arul—+ bv)r

Aire de la podaire de la développée de la miéme an-
ti-podaire de Uellipse. — La formule (19) donne

9
sin20 cos26(a* sin20 + b* cos2O)m—1
(a? sin?h + b2 cos?26 )2m+1
i
® 5in?6 cos?0(at sin2B + b2 cos?8)m-2 df
(a?sin?h + b2 cos2f)2m+1 ’

2
W_m=2ma?bic* [

o0

—2(m-—-1atbtct [

0
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En particulier, pourm =1, ona

]2

* sin20 cos20 df TCt
Wi [T _met,
1= 2an0ne Jo  (aq2sin?0 + b2cos20)t  8ab

En comparant U_, etW_,, on a la relation
U_1+W_,==ab.

Donc Uaire de la premiére anti-podaire de Uellipse
augmentée de U’aire de la podaire de la développe'e
de cette anti-podaire est égale a U'aire de Uellipse.

Nous avons donc aussi pour Iellipse
Ui—W,=U_;+ \N_l.
De  quelques autres propriétés des podaires de
Uellipse. — Voici d’autres propriétés sur les podaires

d’ellipse qui sont faciles a4 démontrer et qu’il suffit de
signaler :

1* L’aire de la podaire d’un point (a, 3) du plan d’une
ellipse est

= Tla2a by T (a4 B2):
A_z(aﬂ—b)—i—z(a—i—ﬁ),

2° L’aire du lieu des projections du point (z, ) sur
les normales a lellipse a pour expression

T ™
A= (a—b)+ - (a2 + B2);
2 2
3° Comme conséquence des deux premiéres proposi-
tions, on a
2\ —A = g(a‘3+ b2 — jab)= const.,
quel que soit le point (a, B);
4° La somme des aires des podaires des quatre som-

mets d’une ellipse est égale a six fois 'aire de la podaire
du centre.
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1I. — APPLICATION A LA PARABOLE ET A SES PODAIRES

DU SOMMET.

1l est facile de démontrer que I'équation de la para-
hole étant
yi=o2px,

celle de sa premicre podaire du sommet est

C’est D’équation d’une cissoide de Dioclés ayant pour
q ! ¢ y p
asymptote la directrice de la parabole. Cette cissoide est

ymp P
en méme lemps la transformée par rayons vecteurs réci-
proques de la parabole.

Si I'on prend le sommet de la parabole pour pole et
pour axc polaire I’axe de la parabole, cette parabole a
pour équation

cosh

"R G

L’aire de la cissoide comprise entre la courbe et son

sst finie et : . 3w p?
asymplole est linie et a POU[‘ e.\pressxon 6 .

La seconde podaire du sommet de la parabole ou pre-
miére podaire de la cissoide est unc courbe fermée ayant

o V(P
Uz_Gu([')

On trouve aussi pour la troisi¢éme podaire de la parabole

pour aire

ou deuxieéme de la cissoide

o (Y
‘”‘zm“(d)'
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Ces aires deviennent de plus en plus petites et tendent
a se rapprocher de zéro.

Premiére anti-podaire de la parabole.— Cherchons
directement I'équation de cette anti-podaire qui est une
courbe a branches infinies et dont I’aire ne présente au-
cun intérét.

M étant un point de la parabole et O son sommet, il
suffit de chercher I'enveloppe de la droite perpendicu-
laire en M 4 MO pour avoir ’équation de ’anti-podaire.

Si y est 'ordonnée du point M, 'équation de la per-
pendiculaire en M 4 MO est

Cette équation ordonnée par rapport a y peut s’écrire
yi+2p(2p—X)y —4p?Y =o.

Si nous exprimons que cette équation en ) a une racine
double, nous avons immédiatement pour I'équation de
Penveloppe
Yo 2% —2p)
27p

C’est une courbe de forme analogue a la développée de
la parabole.
Les autres courbes anti-podaires de la parabole ou

podaires de développées n’offrent rien d’intéressant.
(1 suivre.)



