NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

ED. MAILLET

Des conditions pour que I’échelle d’une
suite récurrente soit irréductible

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 14
(1895), p. 197-206

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3 14 197_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1895, tous droits
réservés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3_14__197_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

DES CONDITIONS POUR QUE L'ECHELLE D’UNE SUITE
RECURRENTE SOIT IRREDUCTIBLE;

Par M. Ep. MAILLET,

Ingénieur des Ponts et Chaussées ().

1I.

AUTRE MANIERE D'LTABLIR UN CRITERIUM POUR LA RE-
DUCTIBILITE D'UNE LOI POUR UNE SUITE RECURRENTE

DONNEE.

Supposons que la loi (1) soit réductible a la loi (2),
pour la suite considérée; on aura

‘ Yoo+ a1 Ypos ...+ apa Yo =0,

YI,—r‘ alY,,_, o R a,,_,Yl = o0,

ct, par suite,

I Yp‘l Y, N !
oY
Y;zp~2 Yzl;-:; oo Yl’"l l

Cetle condition est nécessaire; on aurait méme plus

(") Voir méme Tome, p. 152,



généralement (1) :

(198 )

Yn+p—l Yn+p-2
( 5) Yn+p Yn-l—p—l
Yn+2p—2 Yn+2p—3

Remarquons que le déterminant (4) est symétrique
par rapport a la diagonale Y,, ..., Yy, _,.
Supposons maintenant que la suite considérée satis-

fasse a4 une loi d’ordre p — 2

(6)
On aura
Yoo Y,
Y, Y,_
(7) R
| Y2p~!. Y?p—S

d’apres ce qui précéde.

Y,+ bi Yn.-l-f-. e bp_gY,‘_p,pg: o.

Y,
Y,

= 0,

Y,

Considérons le mineur principal du premier ordre du

déterminant (4)

Yl'—l
Yi—H

Y‘,_l

Y, Yirr  Yiey Yo
(8) 3= Yp-o—[——? Ya: Yoi—s Y
! ) g Yoive Yo Yit
Y2p—2 Yp-H' Yp+i—2 Yp—l
D’apres (6), on aura
b Yy o+ .+ bp-n Yy Yirr Yin Y,
b1 Ypiis+ Hbp2Y; Yo; Yai—o oo
blYlH_[_j I e o bp—‘zYH—‘z Yoive Yo
by Yop3+ -+ bp—2 Y, Yori Ypiica

(*) Toutes les lois, la loi (1) par exemple, donnent lieu a des re-

lations analogues.
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Ce déterminant peut étre décomposé en p — 2 autres
dont p — 3 sont nuls comme ayant leurs colonnes pro-
portionnelles, en sorte que

Y: Yoo oo Y Yig o ... X,

P, Yaiq Yp+i-—3 L Yzi Yzi—z cee Yoy
‘ ! Ysit1 Yp+i—1 cor Yors Yy cee Yo
Yp-H’—l sz—x e Yp+i Y,u+i—~2 e Yp—l

Le déterminant qui multiplie 4; dans le deuxiéme
membre est au signe prés un mineur du premier ordre
du déterminant (4) qui est compris dans les mémes
colonnes de (4) que le mineur (7), et qui, par suite, est
nul, d’aprés un théoréme connu, puisque le détermi-
nant (4) est symétrique par rapport a la diagonale
Yo, o0, Yop oo

Il en résulie qu'un mineur quelconque du premier
ordre de (4) est nul.

La démonstration aurait pu d’ailleurs s’opérer de
méme en partant d'un mineur quelconque du premier
ordre de (4), directement.

Ainsi, quand pour la suite considérée la loi (1)
d’ordre p est réductible a l'ordre p — 2, le détermi-
nant (4) et ses mineurs du premier ordre sont nuls.

La propriété est d’ailleurs générale ct s’éablit par
des procédés analogues.

Supposons que la loi soit réductible & 'ordre p — ¢
pour la suite considérée, laquelle satisfera alors a la loi

(9) Y.+ Yuq+...4Cp—q Yiepaq =0, q>1.

D’aprés ce qu'on a vu au début, la suite satisfera a
des lois d’ordre p —1, p— 2, ..., p + g -+ 1; nous
savons que le déterminant (4) et ses mineurs du premier
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ordre sont tous nuls; admettons qu’il en soit de méme
pour tous les mineurs d’ordre < g — 2 et montrons qu’il
¢n est de méme des mineurs d’ordre ¢ — 1, en remar-
quant que le mineur d’ordre g — 1

‘ Yoou Ypgu ... Yo
(10) { e e ... .. =o0
Yoy Yapg—1 oo Yp—g

a cause (') de P’existence de la loi (9).
. . . , .
Supposons qu'il y ait des mineurs d’ordre ¢ —1 qui
. oy , . R .
soient différents de zéro; parmi ceux d’entre eux qui
sont contenus dans les mémes (p — g + 1) lignes arbi-
trairement choisies de (4), de la forme
Y, ... Y§
(l l) 6= .. e

Y- Y,

1

ou 'on suppose que, comme dans (4), les colonnes soient
ordonnées de facon que dans chaque ligne les indices
aillent en décroissant, et que

(12) r>...>s, ceey riy>.00 >80

choisissons celui 8 pour lequel les indices de la premiére
colonne sont le plus petit possible : il suffit d’ailleurs
que cette condition soit remplie pour une ligne de g, la
premiére par exemple, pour qu’elle ait lieu pour les
autres lignes. Par hypothése & £ o3 par suite, on aura
r—s > p — g, sans quoi, a cause des conditions (12),
8 serait contenu dans les mémes colonnes que (10), et
serait nul, puisque (4) est symétrique par rapport a la
diagonale Y, ..., Yap_o.

La relation (9) permettra alors de remplacer chaque

(*) Il suffit, pour le¢ voir. d'écrire les équations analogues a (3)
résultant ¢e la loi (g). -
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élément de la premiére colonne de & en fonction linéaire
homogéne d’éléments d’indices respectivement plus
petits compris dans la méme ligne de (4). Le mineur &
sera donc égal a une fonction linéaire homogéne de dé-
terminants mineurs de (4) d’ordre ¢ — 15 si dans chacun
de ces déterminants on ordonne les colonnes de la méme
maniére que pour 8, les indices de la premiére colonne
seront respectivement plus petits que les indices de la
premiére colonne de & compris dans les mémes lignes.
D’aprés 'hypothése que nous avons faite sur 6, ces dé-
terminants seront tous nuls, et dés lors il en sera de
méme de 0.

On ne peut donc supposer § £ o.

On en conclut pour ¢ = 3 gue le déterminant (4) et
ses mineurs des deux premiers ordres sont nuls; par
suite, pour ¢ = 4, le déterminant (4) et ses mineurs des
trois premiers ordres sont nuls; et ainsi de suite. D’ou
I’on tire :

Pour que la loi (1) d’ordre p soit réductible pour la
suite considérée a l'ordre p — g, il est nécessaire que
le déterminant (4) et tous ses mineurs jusqu’a l'ordre
g —1 soient tous nuls.

Remarquons que I'on aurait pu raisonner identique-
ment de méme sur le déterminant (5) : il aurait suffi
d’augmenter partout les indices de la quantité n.

Remarquons également qu’on pourrait ne pas invoquer
les propriétés des déterminants symétriques. Il suflirait
pour cela d’opérer a I'aide des lois (6) et (9) sur les élé-
ments de chaque colonne de 3; et & qui ont dans cette
colonne les plus forts indices, et qui sont d’ailleurs com-
pris dans une méme ligne, comme nous I’avons fait sur
les éléments de la premiére colonne de g; et 3. On sup-
poserait de plus que 3, est un miuneur quelconque du
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premier ordre. En répétant au besoin cette opération sur
les nouveaux mineurs obtenus, on finirait par voir que 8;
et & sont proportionnels respectivement aux mineurs (7)
et (10), et par suite nuls.

Je dis maintenant que la condition nécessatre que
nous venons de trouver est suffisante.

Supposons que le déterminant (4) et ses mineurs
jusqu’a ordre r — 1 soient nuls, mais qu’un wineur
d’ordre 7 soit 3£ o.

Si 'on pose un systéme analogue a (3)

g ayYp—y +a1 Y, 3 +...+ap 1Yo =o,

(12)

' ....... ey

aoY,, —i—(lti_‘ —+ ... a,,_iY, =0,

angp_g'-')— a‘ng_3+. .ot ap_,Yp_, =0,

on sait que I'on peut y satisfaire par des valeurs de a,,
@y ...y ap_y, dontp —r;celles qui correspondent aux
colonnes du mineur d’ordre r différent de zéro, sont dé-
terminées en fonction des r autres choisies arbitraire-
ment.

D’ailleurs, multiplions les deux membres de ces
p équations respectivement par Ap, A, _, ..., A, et
ajoutons membre & membre; il vient

(A Yspoa+. oo+ ApYpg)ao—+...
-+ (AlYp—l+-- . *'\[IYO)(Z/)—-I = 0,

ou, d’apres (1),
(13) @ Yept+...+ap1Yp=o.

En opérant sur les p — 1 derniéres équations (12) et
sur (13) comme nous venons de le faire sur les p équa-

tions (12), puis continuant de la sorte, on aura évidem-
ment

(l-,l) . aan-f-axY,._l—f-...+a,,_,Y,,__,,+,=o;
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¢’est-a~dire que la suite satisfait a Ja loi (14) ou r des
coeflicients convenablement placés sont arbitraires.

Dés lors, parmi les rapports des quantités @y, a,, ...,
ap_s 4 la premiére d’entre elles qui ne s’annule pas (et
I'on sait qu’il y en a), il y en aura r — 1 arbitraires, et
P’équation génératrice de la loi (14) renfermera » —1
coefficients arbitraires : on pourra donc fixer arbitraire-
ment la valeur de 7 —1 racines de cette équation géné-
ratrice qui est au plus de degré p —1, et, d’aprés ce que
nous avons vu, d’aprés la relation (c) en particulier,
Péquation génératrice de la loi irréductible a laquelle
satisfait la suite est de degré <(p —1)—(r—1)=p—r,
ainsi qu’on le montre facilement. La suite satisfait 4 une
loi d’ordre p —r : elle ne peut satisfaire a une loi
d’ordre moindre, d’aprés ce qui précéde, puisqu’il y a
un mineur d’ordre r différent de zéro. Done (') :

Tatorkme. — La condition nécessaire et suffisante
pour que la loi (1) d’ordre p soit réductible a Uordre
p — q pour une suite récurrente

Yo, Yy, Yo ..oy Y. o o...,
satisfaisant a cette loi, est que le déterminant
Yoot Ypa ... Yo
Y,  Y,u ... Y

ng—z ng_3 cee Yp——i

soit nul ainsi que tous ses mineurs d’ordre <q —1.

On obtient ainsi sous forme explicite, et sans avoir
d’élimination 4 faire, les conditions nécessaires et suffi-

(*) M. Kronecker est arrivé a4 ce théoréme par une méthode sem-
blable, quoique légérement différente (Monatsberichte der Berl.
Akad., 16 juin 1881.)
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santes pour que la loi (1) soit réductible a 'ordre p—g¢
pour la suite considérée, puisque 'on peut toujours
exprimer Yp, ..., Yy, o 4 Vaidede Y,_y, ..., Y, qui
sount donnés et des coeflicients Ay, ..., Ap.

En particulier, la condition nécessaire et suffisante
pour que la loi soit réductible pour la suite considérée,
ou pour que les équations ®(z) =o et ¥p_,(x)=0
aient une racine commune, est que le déterminant (4)
soit égal a zéro. '

On déduit de ce théoréme et de la Section II du Mé-
moire de M. M. d’Ocagne le corollaire suivant :

Corollaire. — La condition nécessaire et suffisante
pour que chaque terme général d’une suite du pime
ordre, quelconque, soit une fonction linéaire homogéne
de p termes généraux conséeutifs d’une suite donnée de
méme échelle est que P'échelle considérée soit irréduc-
tible pour cette derniére suite.

Cette propriété a d’ailleurs été établie ct utilisée par
M. M. d’Ocagne, quand la suite donnée est ce qu'il a
appelé la suite fondamentale.

I1I.

APPLICATIONS.

1° L’équation

W,y (2) = Yoy -+ Qu(a) Yp_g b oot Qo (2) Yo = 0
est de la forme
(15) TPl 4yl .y = 0.

On pourra toujours déterminer Y,_,, ..., Y, de fa-
con que oy, ..., 2, , aient des valeurs choisies arbi-
trairement, ou que (13) soit une équation quelconque de
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degré p — 1, car on est conduit au systéme

I\ -

([6) ) A1Y0+Y1 = a,

ot le déterminant des coefficients est égal A I'unité.

La condition nécessaire et suffisante pour que les
équations ®(x)=o0 et ¥,_, (x) = o aicnt une racine
communc est que le déterminant (4) soit nul. On pourra
donc exprimer, en égalant a zéro un déterminant ana-
logue a (4), de c6té p — 1, la condition nécessaire ct
suffisante pour qu'une équation de degré p et une de
degré p — 1 alent une racine commune.

Si, en particulier, on prend
9!,:/\1£>~—, ceer@y= Aj_])_’"._/’ LERP) 1,,_1::}\,,,1l’

r P
le polynome W, ((x) sera égal a la dérivée de ®{x)
divisée par p. La condition nécessaire et suffisante pour
que ®(x) = o ait une racine double sera donc que le
déterminant (4) soit nul. On en conclut :

Tutorkme. — La condition nécessaire et suffisante
pour que Uéchelle (A, ..., Ap) soit irréductible pour
la suite qui y satisfait et qui est définie par les p va-
leurs des termes initiaux Yo, ..., Yp_, telles que

Y, =1,

) — 1
A Yo+ Yy =7 o
AYo+ A Y, + Y, = Az&p:ﬁ,

4’\I)A‘\y0'_“|_ AI"? Y4+ o+ Yl,ul = -\.p—l 7,7
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est que l'équation génératrice
P(r) =P+ AjxP-t+...+Ap=0
n'ait pas de racine double.
2° M. M. d’Ocagne a énoncé(')la propriéié suivante :
Les puissances p**™s des nombres entiers
ot, 1k, ok, ..., n¥,
Sorment une suite récurrente qui admet pour polynome
générateur irréductible (x — 1)¥+,

En formant pour ces suites le déterminant analogue
de (5), on en conclut I'identité

, o (2 + 1) e (A p
(x + 1) (x + 2)@ oo (- p2)e o
(x 4+ p+0DF (24 p+2)0 ... (4242

qui a lieu quel que soit ().

Il nous suffira de signaler, dés lors, que cet autre théo-
réme de M. M. d’Ocagne (?)

Toute fonction algébrique et entiére des termes de
méme rang de plusieurs suites récurrentes engendre
elle-méme une suite récurrente,

donnera lieu a une foule d’identités analogues.
Si f(x) est un polynome entier en x de degré u + 1,
on aura
Sflz) S(r+1) ver flr+ p+1)
S(xr—+1) Sflr+2) o flr+p2)

S+ nu+1) flr+p+2) ... flzt2p+2)

= 0,

quel que soit x.

(") Loc. cit.
(*) Loc. cit.



