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THEORIE GENERALE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ET
DU PLUS PETIT MULTIPLE COMMUN DES NOMBRES
CGOMMENSURABLES (');

Par M. P. BARRIEU,
Professeur au lycée de Périgueux.

(CAs pArTICULIER. — Formules de corrélation. —
Appliquons le théoréme II aux deux séries (2) :

a, b, ¢, ...
1 I 1 1
« 0 e T T
Nous aurons
I 1 1 I
‘ D(a,b,c,...,l).m(a,—[;,zy-~->Z>:l, ()

(m(a.b,c,...,l).l)(i,lb,éw--,}):(, vy

ce qui donne le théoréme suivant :

Le produit du plus grand commun diviseur de n
nombres par le plus petit multiple commun de leurs

inverses est égal a ' unité.

Nous donnons aux formules (III) et (IV) le nom de
formules de corrélation parce qu’elles permettent de
passer d’une propriété du plus grand commun diviseur
a une propriéié correspondante du plus petit multiple

commun, et réciproquement.

(') Voir méme Tome, p. 95.
(*) Il demcure entendu, unc fois pour toutes, quc les lettres a, b.
¢, ..., 1 désignent des nombres quelconques entiers ou fractionnaires.
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Ces deux formules peuvent étre mises sous la forme
suivante :

1 1 1 1 1 '
‘”‘(5’5’5""’7)=ﬁm’ (1)
I p(L,r 1 ... '>___'__ y
\D(\a’b’c’. ’T) " m(a, b,c, ... 0" vy

d’ou il résulte que :

Le plus petit multiple commun des inverses de n
nombres est égal a I'inverse du plus grand commun di-
viseur de ces nombres, et réciproquement.

Ces formules sont d’un usage fréquent dans les trans-
formations.

Nous allons maintenant tirer du théoréme II, par
voie de corollaires, toutes les propriétés essentielles du
plus grand commun diviseur et du plus petit maltiple
commun.

Cororrarre I. — Si 'on multiplie, ou si I'on divise
rn nombres entiers ou fractionnaires par un méme
nombre entier ou fractionnaire k&, le plus grand commun
diviseur et le plus petit multiple commun de ces nom-
bres sont multipliés ou divisés par A.

En effet, d’apres le théoréme 1§, les deux séries

ak, bk, ck, .Uk,
1 I 1 1
- Z’ E’ b '[

donnent

‘ D(ak, bk, ... th).m(Zsyssen,

¥ 1 1 1
( m(a/c,bk,...,lk).D(a,z,z,---,z) =k



(167 )
d’ou, en appliquant les formules de corrélation,

I

) Sat e =k

‘ D(ak, bk, .

. I —
( m(ak, bk, ..., k). m(—a,mf) =k,
d’ou enfin
\ D(ak,bk,ck,...,lk)=Fk.D(a,b,c,..., 1) (Vv

( m(ak,bk, ck, ... lk) =k.m(a,byec,....l) (V1)
C. Q. F. D.

Cororramre II. — 1° Pour qu'un codiviseur de n
nombres soit leur plus grand commun diviseur, il faut
ct il suffit qu’en divisant chacun de ces nombres par ce
codiviseur les quotients obtenus soient premiers entre
eux.

2° Pour qu’un comultiple de 2 nombres soit leur plus
petit multiple commun, il faut et il suffit qu’en divisant
ce comultiple par chacun de ces nombres, les quotients
obtenus soient premiers enire eux.

Soient 2 nombres entiers ou fractionnaires

a, b, ¢, ..., |
) ~ . . .
ct soient ¢ et @ un codiviseur ¢t un comultiple de ces

nombres.
1° On a identiquement, d’aprés le corollaire I,

N a b l
(1) D(a,b,c,...,l):O.D<§7a—7'§9"'7'8>'

Donc pour que 8 soit égal & D(a, b, ¢, ..., 1), il faut

y wy w» +-- solent

RN
o
oo

et il suffit que les nombres entiers

premiers entre eux. C. Q. F. D.
2° Appliquons l¢ théoréme Il aux deux séries
a, b, ¢ ...
" }L :i

BooBB B
a b {
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Nous aurons

(2) m(a.b,c,...,l).D(%,Ib—l,CE;---7E>=p.

Donc, pour que u soit égal a m(a, b, ¢, ..., 1), il faut

ct il suffit que les nombres entiers L O
a b ¢ l

soient premiers cntre eux. C. Q. F. D.
Remarque. — Les formules (1) et (2) montrent que

s est un diviscur de D(a,b,c¢, ...,I) et que . est un
multiple de m(a, b,c, ...,1). Donc :

Tout codiviseur de plusieurs nombres divise leur
plus grand commun diviscur;

Tout comultiple de plusieurs nombres est un mul-
tiple de leur plus petit multiple commun.

Covorcamnr III. — 1° Le produit de 72 nombres en-
ticrs ou fractionnaires est égal au produit du plus
grand commun diviscur de ces nombres par le plus
petit multiple commun des produits obtenus en combi-
nant ces nombres n —1 a n—1.

2° Le produit de n nombres entiers ou fractionnaires
est égal au produit du plus petit multiple commun de
ces nombres par le plus grand commun diviseur des pro-
duits obtenus en combinant ces nombres 7 —1 an — 1.

Soient a, b, ¢, ..., lles nombres donnés, et P leur
produit.

Le théoréme II, appliqué aux deux séries

a, b, ¢, A A
PP P P
B ¢ T

donne
bR Py
a’b’¢’

P PP P>:P’

m(a, b, c, ...,1).D<

) D m—y s = e
D(a,b,c,. l)ma,b s 7
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d’ou les formules connues

P
(VII) m(a,b,c, ..., )= PP P
D(—’gv —)"')7>

P
(VIII) D(a,b,c,...,s)= T2 T Py
m( E’“"7)

Cororraire IV. — Le produit de n nombres, entiers
ou fractionnaires, est égal au plus grand commun divi-
scur des produits obtenus en combinant ces nombres r
a r, multiplié par le plus petit commun multiple des
produits obtenus en les combinant n —r an—r.

Soient a, b, ¢, ..., lles n nombres donnés, ¢t P leur
produit.

Désignons par

(l) 1:7 ﬂ’ “Y

les divers produits obtenus en combinant r & r les

nombres donnés.
Les produits obtenus, en les combinantn—7rian—r,

seront
(2)

Si maintenant nous appliquons le théoréme Il aux
séries (1) et (2), nous aurons

! U P p l)
(IX) D(wm, =", n", ... -m<;v?7771 ->_P
L P PP\
(X) m(?t,‘rt,'n‘,...).D<E’;,77_T,,}"-)——P.

Remarque sur les corollaires. — Dans la démonstra-
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tion des corollaires, nous avons établi directement les
propriétés du plus grand commun diviseur et du plus
petit commun multiple. Nous aurions pu, pour les co-
rollaires (I), (III) et (IV), nous contenter de faire la dé-
monstration pour le plus grand commun diviseur et en
déduire la propriété correspondante du plus petit
commun multiple, au moyen des formules de corréla-
tion.

Reprenons, par exemple, le corollaire I, et supposons
démontré directement que si ['on multiplie, ou si I’on
divise, plusieurs nombres par un méme facteur, leur
plus grand commun diviseur est multiplié, ou divisé,
par ce facteur.

. ’ Py 1 1 ]
Apphquons ce théoréme aux nombres = - et
a

=y e
b ¢

1
au facteur 7 Nous aurons

I I I 1 1 1 T
zD<;’7)’5"">:D(¢Tk’z/?’?k’ =)

d’ou, en appliquant les formules de corrélation,

1 I 1
% m(a,b,c,...)  m(ak, Ok, ck, R

d’ou
km(a,b,c,...)

It

m(ak, bk, ¢k, ...).

formule qui donne la propriété corrélative du plus
petit commun multiple.
On suivrait la méme marche pour les corollaires (IIT)
et (IV).
Cet emploi des formules de corrélation met bien en
évidence les liens qui unissent le plus grand commun
“diviseur au plus petit commun multiple, et explique le
parallélisme complet qui existe entre les propriétés de
ces deux fanctions.
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Nous rencontrerons plus loin un emploi analoguc des
mémes tormules.

Tutoreme III. — Lo1 pe TransrormaTION. — On peut,
sans changer le plus grand commun diviseur (ou le
plus petit commun multiple) de n nombres, grouper
arbitrairement ces nombres, et remplacer enswite cha-
cun des groupes par le plus grand commun diviseur
(ou le plus petit commun multiple) des nombres qui
le composent, et réciproguement.

Unméme nombre peut entrer dans plusieurs groupes,
et un ou plusieurs nombres peuvent étre laissés en de-
hors des groupes.

Soient 7 nombres donnés, entiers ou fractionnaires :
a, byc, ..., L

Groupons arbitrairemeént ces nombres et formons le
plus grand commun diviseur des nombres de chaque
groupe. Ainsi, par exemple, soient :

d, le plus grand commun diviseur des nombres a, d, g, 7,

d, le plus grand commun divisecur des nombres «, b,
d, e;

d, le plus grand commun diviseur des nombres f, j, k3

et soient c, ., /, les nombres laissés cn dehors des

groupes: on aura

D(a,b,c, ...,{) =D(dy,ds, ds3, c, 1. 1).

En effet, soit p un facteur premier quelconque, et
soit « I’exposant minimum de p dans les nombres donnés.
Il résulte de la loi de formation que le facteur p se re-
trouvera avec son exposant minimum o dans I'un des
plus grands communs diviseurs d,, d3, d;, ou dans I'un
des nombres restants c. /. L.

L’exposant minimum de p sera donc le méme dans
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(a, b,c,..., 1) ct dans (d,, d., ds, ¢, h, ). Par con-
séquent, le facteur p entrera avec le méme exposant

dans
D{a,b,c, ..., 1)

et dans
D(d!’ div d3y c, h’ l)y

et ’on aura

(XI) D(a,b,c,...,1)=D(dy, ds,ds, c, b, ).
C. Q. F. D.

On démontrerait de méme que
(XITI) m(a, b,c,...,l1)=m(my, my, my, c, b, ).

Exemples :
D(a,b,¢,d,e)=D[D(a,b),c,d,e]
=D[D(a, b),D(a,c),d, ¢]
=D[D(a, b, c),D(d,e)],

m(a,b,c,d)= m[m(a,b, ¢),d]
=m\m[m(a,b),c],d|.

Cornorraire. — Si, dans une série de nomnbres donnés,
il entre en méme temps un nombre et des multiples ou
des diviseurs de ce nombre, on peut, dans la formation
du plus grand commun diviseur, supprimer tous les
multiples, et, dans la formation du plus petit commun
multiple, supprimer tous les diviseurs.

En effet, soient a, b, ¢, ..., [ des nombres donnés
entiers ou fractionnaires, et X un nombre entier; on a
D(a, ak,b,c, ...) = D[D(a,ak), b,c, ...]
=D[a.D(1,4k), b,c¢,...]

=D(a,b,c, ...),

puisque, k étant entier, on a

D(i.4)=1.
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De méme,
m(a,ak,b,e,...)=m[m(a,ak),b,c,...]
=mla.m(1,k),b,¢c,...]
=m(ak,b,c,...),

puisque, & étant entier, on a

m(t, k) =k. (A suivre).



