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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE [suite (*)];
Par M. LE cariTAINE E. BARISIEN.

Aire des anti-podaires successives de la courbe
donnée. — Si nous désignons sous le nom d'anti-
podaire une courbe telle que sa podaire soit la courbe
donnée, nous voyons que pour construire le point P_,
de la premiére anti-podaire, il suffit de mener en O une
droite faisant avec OM le méme angle que OM fait
avec OP, et d’élever en M une perpendiculaire & OM.
Le point de rencontre de ces deux droites donne le
point P_,. Si r_, et 6_, sont les coordonnées polaires de
ce point, on a

0—0_.=0,—e:v_§,

et, par suite,

db_ dVv r'e—rr”
it SRS A A A AN
9 dh r2— r'2
On a aussi
r —_
royg= s =22
' SinV v

(*) Voir méme Tome, p. 89.
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Donc, on a pour la différentielle de I'aire U_, de la
premiére anti-podaire

dU_y

I db_,
dv 2

1
r2 =—(r24rr").
2

(13) V5

Généralisons cette formule et cherchons l'aire de
la mi*me anti-podaire. Sif_,, et r_,, sont les coordonnées

du point correspondant de la mi¢™¢ anti-podaire, on a
P p ’

o_m=0—m(el__e)=e—m(v—T-‘)-

2
D’ou
di_,, dV . \ (l"i— rr’
=1—Mm-—=1—m|——)-
dl df \ 72 2
De plus,
!ﬁ
” _P—m=-1 __ r - r24pri2\ 2 .
M7 sinV T osinmV T r2

On a done, pour 'aire U_,,,

dU_ 1 2 pf2ym r2—nrr”
(14) O f—m | ——) |-
b 2 r? r2 2

Rayon de courbure de la mi¢me anti-podaire. — En
4 /

conduisant le calcul comme pour le rayon de courbure
de la m'*™ podaire, on trouve

m1
(r2—+r'2) @ rrart—m(r't—rr')
r2r2—(m—iu)(r2—rr")

(15) R_,, =

En fouction de I'angle V et de Ry, on a aussi

R—m =

r [(m—!—l)RﬁinV—«mr]

sinm+1V | mRysinV—(m—n1)r

On en déduit les formules analogues a celles de
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M. Husquin de Rhéville

_ r

1TT R, sV

r 3RysinV — o)

sindV \ 2RysinV—1r )’
Ro.— " 4RysinV —3r

3T stV <3Ro sinV —ar)’

R (2RysinV — r),

R, =

On a donc aussi

rm

RoiR—3R_3...R_,, = [(m—+1)RgsinV—mr],

(m—1(m—2)

R, sin 2 \%

ct, par suite, pour le produit des rayons de courbure
des m premiéres podaires et des m premiéres anti-
podaires,

(RiRyR;...R,) (R R Ro3. . .R)
_ramel sin?=tV [ (m-+-1)RysinV—mr
- R, (m-+1)r—mRysinV

Rectification de la mi¢me anti-podaire.— On trouve
I

m—1

ds_, (r2—r'2) 2

6 =
(16) d rm

[r2srt— m(r'2—rr')).

Si maintenant nous construisons le quatriéme som-
met Q_, du rectangle dont les trois autres sommets sont
les points O, M et P_,, et si nous abaissons la perpen-
diculaire OQ, sur la diagonale MQ_,, les courbes lieux
des points tels que Q, et Q_, seront intéressantes a
étudier au point de vue de la détermination de leurs
aires.

La courbe décrite par Q, est la podaire de la déve-
loppéc de la courbe fondamentale ct la courbe licu du
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point Q_, est la podaire de la développée de la pre-

miére anti-podaire.

Cherchons donc les aires de ces deux genres de
courbes.

Aire de la podaire de la développée de la courbe. —
Soient p, et w, les coordonnées du point Q,, W, l'aire
de cette courbe. Alors

AW, 1, dw,
da — 501Gy
Or,
m,:ﬁ,———g-

En différentiant par rapport & § et tenant compte
de (3), il vient

dwy  db, dv _ ri4-oart—rr"

=1 —

Y T dy T a r24-r'2
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D’autre part

, rr'
pr=—r cosV = ———.
Ve
Par suite,
dW, I r2r'?
1 = - - r2—+ar'2—re").
(7) db 2(1‘2+7'2)2( ¢

Aire de la podaire de la développée de la (m — r)iéme
podaire. — On trouve, en appelant p,, et w,, les coor-
données du point Q,, et W, laire de la courbe Q,,

AW, 1, dw,

T R fmTgy

Or,
dw, _ di,
dy T b’
Om=—1r cosVsinm—1V,

Par conséquent,

T EAM P ( re—rr
) A T2\ r'2> T\

\

Aire de la podaire de la développée de la miéme
anti-podaire. — Si W_,, est 'aire de cette courbe et

i p_m €t w_p, sont les coordonnées du point Q_n, on a

dW_, 1, do_p
dv TRt
Mais
Wy = 0—("1—11_ =
2
Donc
dw_,, _ ]| pp— . dv
@ =y g
De plus
P—m =—"T—m-1 cotV=— EO—S\T/
' sin'y
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Par conséquenl
dW—m 1 " r2 4 ,.I-z\ m—1 ,.'2___ ,.,»Il
(9) —Z5— =3’ (‘7—) == ) |

En faisant m = 1 dans cette formule, on a

d\v_1 1 15
(20) —J0 5"

Il est & remarquer aussi que I'on a

P =— r.

APPLICATIONS.

Nous allons appliquer ces formules a des cas particu-
liers et en déduire quelques résultats intéressants.

I. — ApPLICATION A L'ELLIPSE ET A SES PODAIRES
DU CENTRE.

Si P’on prend pour équation de I'ellipse

N a?h?
r:= - s
a?sin?2l + 62 cos20

on trouve
2 a?b2ct sin%0 cos20
(a2 sin?b + b2 cos20)3’
W = a2b2c? (b2 cos?h — a?sin?0)
T (a?sin20 + b2cos20)?
a2b2(a*sin?f + % cos?8)
(a2 sin2f 4 H2 cos2())3
a+ b
P24 ort— = - .
(a?sin20 + b2 cos20)3

i

?

i

Aire de la premiére podaire. — On sait que cette

podaire a pour équation

r{= a2 cos20; + b2 sin20),
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ct pour aire

U = ;i(au» b2).

Néanmoins recherchons cette aire par le procédé que
nous avons indiqué, afin de la généraliser pour la po-
daire d’ordre m.

L’emploi de la formule (4) donne

_d_U, a*bt (a*sin%0+ b2 cos?0)

dd ~ 2 (a*sin?0-- bt cost)?

Donc, I'aire totale est

T

2 (a?sin? 2 cos? ()
U,:za’*b‘f (a?sin?0 —+ b2 cos20) d
[)

(a*sin2® + b* cos20)? ’

Afin d’intégrer facilement, remarquons que, si I'on
pose pour abréger
a*sin2f <+ b* cos? = A,
on a I'identité
. A+ a?d?
a?sin20 4 b2 cos20 = —————
a?—+ b2

Il vient donc

’

i ™

savbt [ rran 2 dl

Jy = — —_ 252 —_—
U"au-m(,u x el [ Az

Y
En posant tangl = u, on est ramené a des intégrales

du
connues de la forme ——
(a*u~+ b+)p
On a ainsi

T
2

0

I

u(l—i—u)
(a*u (a" i+ )2

/‘ db __T
. X [ a“u?—\— b+ 2atb?’
-

® b*/‘ -rr(a"—f-b‘)
_i A akuZ_L_[)b av, (a'ui DY fasbs
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On wrouve, par suite, aprés réduction facile,
T
Ui= 7 (a2+02).

Aire de la miéme podaire de l'ellipse. — On trouve
par Vapplication de la formule (7)

k(g
U, = 2ma* b fi (a? si'n?(} - b'z, cos? 0yt db
,  (@*sin28 + b* cos? () )m+1
T
2 (@2 5in20 4 b2 cos20)2m—1
(@b sin20 + b* cos2f)m

—a(m—1)a2l? [

L\
Ces intégrales, comme pour le calcul de U, sont tou-
jours ramenables a des intégrales de la forme

/"’ du
Jo (@t 0b4)p

En posant successivement

be
u= - lang o,

on a

©
du 1 2po2

= c —20

o (atur+b4)r — arbir—2 08 v

o
_ 1 1.3.5...ep—3) =
T arbir? 2.4.6...(2p—2) 2

k]

On trouve ainsi pour les quatre premiéres podaires

(Ellipse).

Uy= mab,
Ur=Z(ar+02),
U7= f(a2+ b‘-’) +_._7:9.I:___. ,

2 faz+ b2)

w TRCh mcha? b
Ui= = (a2~ b2 /

s z(a * )+1(i(a2—f-bz)+4(a2—;—b=’)3’
1gmct Tctazh? Tchatb

c
Il
®1a
8
+
<
+

32(a2+ 02)  2(a+ 62)3+2(a?+b2)3,

(A suivre).



