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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES DUNE COURBE [ su i t e

PAR M. LE CAPITAINE E. BARISIEN.

ire des anti-podaire s successives de la courbe
donnée. — Si nous désignons sous le nom à'anti-
podaire une courbe telle que sa podaire soit la courbe
donnée, nous voyons que pour construire le point P_<
de la première anti-podaire, il suffît de mener en O une
droite faisant avec O M le même angle que OM fait
avec OP< et d'élever en M une perpendiculaire à OM.
Le point de rencontre de ces deux droites donne le
})oint P_j . Si r_K et 6_< sont les coordonnées polaires de
ce point, on a

On

par suite,

a aussi

r/0 l
dV j^—rr"
di) l r« -4- /-'*

sinV

(') Voir même Tome, p. 89.



( «58 )

Donc, on a pour la différentielle de l'aire U_j de la
première anti-podaire

Généralisons cette formule et cherchons Taire de
la iribme anti-podaire. Si 9_w et r_m sont les coordonnées
du point correspondant de la mlème anti-podaire, on a

0_m = 0 — 711(6!-- 6) = 6 — m ( V — ï V

D'où

De plus,
tn

sinV sin'«V \ r2 /

On a donc, pour l'aire U_;w,

Rayon de courbure de la mièmc anti-podaire. — En
conduisant le calcul comme pour le rayon de courbure
de la niïùmc podaire, on trouve

,.2_ f_,/2_m(r'2_,^ ) -I

rï-+-r'i-(m-i){r'i-rr")\

En fonction de l'angle V et de Ro, on a aussi

r |~( m -h i)Ro sin V — /??/'"]

sin^^1 V L'^Ko binV — (nl — l)r J

On on déduit les formules analogues à celles de



M. Husquin de Rhéville

— r /3RosinV —a/ ' \
'2~ sin^V V 2K o s inV—r / '

On a donc aussi

R_, R_2 R_3. .. R_,„ = <„,_!,,#w-2) \(m + 0 Ro sin V — mr] ,
Rosin * V

et, par suite, pour le produit des rayons de courbure
des ni premières podaires et des m premières anti-
podaires,

( Ri R2 R3 . . . Rm ) ( R—1 R—2 R—3 • • • R— tu )

__ 7-3m+i s i n ' « - i V ï( m -•«- 1) Ro sin V — mr~\

Ro L ( /y i -+ - i ) / " — / / î R o s i n V j

Rectification de la mième anti-podaire.— On trouve

Si maintenant nous construisons le quatrième som-
met Q_j du rectangle dont les trois autres sommets sont
les points O, M et P_i, et si nous abaissons la perpen-
diculaire OQi sur la diagonale MQ_h les courbes lieux
des points tels que Qj et Q_< seront intéressantes à
étudier au point de vue de la détermination de leurs
aires.

La courbe décrite par Q1 est la podaire de la déve-
loppée de la courbe fondamentale et la courbe lieu du



point Q_, est la podaire de la développée de la pre-
mière anti-podaire.

Cherchons donc les aires de ces deux genres de
courbes.

Aire de la podaire de la développée de la courbe, —
Soient p< et Wj les coordonnées du point Q<, W< Faire
de cette courbe. Alors

d\\

Or,

! i 2 du>\
= 29i~df'

TT

En différentiant par rapport à 9 et tenant compte
de (3), il vient

I/o" ~ 7/Ö" = l M" "55*



D'autre part

A r rr'
pi — — /'COS Y = — - — = =

\/r- -+- iJi

Par suite,

C7)

Aire de la podaire de la développée de la (m — i yème

podaire. — On trouve, en appelant pm et iom les coor-
données du point QTO et W m Taire de la courbe Q w ,

d\\m _ I „ d(si,n
~W ~ 9.9rn~~diï"

Or,

~dV = "W'
p/M = — r cosV sin"1-1 V.

Par conséquent,

^/i;e de la podaire de la développée de la mième

anti-podaire. — Si "W_/» est l'aire de cette courbe et
si p_m et to_m sont les coordonnées du point Q_m> on a

d\V- fn _ l 2

Mais

Donc

di)

De plus

V

rcosV



Par conséquent

En faisant ni = i dans cette formule, on a

II est à remarquer aussi que l'on a

APPLICATIONS.

Nous allons appliquer ces formules à des cas particu-
liers et en déduire quelques résultats intéressants.

I. — APPLICATION A L'ELLIPSE ET A SES PODAIRES

DU CENTRE.

Si l'on prend pour équation de l'ellipse

on trouve

,2 „ _ a- b* c2 ( 62 cos2 9 — a2 sin2 0 )
~If ~ (a 2 sin2O -

^ 2 s i n 2 6 -+- 6 2 c o s 2 0 ) 3 '

a'+b'*
s i n 2 0 '

i/'e de la première podaire. — On sait que cette
podaire a pour équation

r\= a2cos201-f-



et pour aire

Néanmoins rccherclions cette aire par le procédé que
nous avons indiqué, aQn de la généraliser pour la po-
daire d'ordre; m.

L'emploi de la formule (4) donne

dlh _ a'+b1* (a2sin29-+-ft2cos2e)
#

Donc, l'aire totale est

' 2 ( a 2 s i n 2 0 -
U1== X

2 ( a 2 s i n
sin»6-h b'< cos20)2

Afin d'intégrer facilement, remarquons que, si l'on
pose pour abréger

= A,
on a l'identité

X ->r a2 b2

a 2 sin26 -+• b2 cos*6 = — —- •
a2-h 62

II vient donc

En posant tangQ = w, on est ramené à des intégrales

connues de la forme l —-—-—jirj,'

On a ainsi

dit 7T

,0
r2 do __ r* du(\

J A2 Jo (a'*u
du(\ -+- u2)

du



( '64 )
On trouve, par suite, après réduction facile,

Aire de la mième podaire de Vellipse. — On trouve
par l'application de la formule (7)

TT , _, /•« (a» sîn*6-f-*scos«0)*
Um = 7.ma!>bk 'X («*sin*(

Ces intégrales, comme pour le calcul de U o sont tou-
jours ramenables à des intégrales de la forme

X
00 du

Q (aUit-t-

En posant successivement

u = — tan^ç,

on a
du

- T 1 . 3 . 5 . . . ( 2 / ? — 3 ) 7T

ail)\p-ï 2 . 4 . 6 . . . ( 2 / ? — 2 ) 2

On trouve ainsi pour les quatre premières podaires

(Ellipse).
u.= izab,

- (a2-+- b
2

- C a 2 - f - ^
2

2

' 2 ) '

"̂ TT C'* TZ C^ (ï'^ b^

\\)(ct —H U'^\ A. ( Cl" —r~ Ó~)^

suivre).


