
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

VLADIMIR VARICAK
Note éclaircissant la définition des fonctions
elliptiques d’après G.-H. Halphen
Nouvelles annales de mathématiques 3e série, tome 14
(1895), p. 14-20
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3_14__14_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1895, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1895_3_14__14_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


NOTE ECLAIRCISSANT LA DÉFINITION
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES D'APRÈS G.II . HALPHEN H ;

PAR M. VL4DIMIR VARIGAK,

Professeur à l'Ecole réale, à Osijek (Esseg), en Croatie.

1. La représentation des arguments des fonctions el-
liptiques par les arcs de l'ellipse, de l'hyperbole ou de
certaines autres courbes est bien connue, mais on peut
les représenter aussi par les secteurs d'une courbe dont
la génération est, d'après Halphen, la suivante : soient
un cercle et un point C intérieur à ce cercle. Par le

point C, on mène la corde MM' du cercle et Ton porte
sur elle à partir du point C, de part et d'autre, une lon-
gueur inversement proportionnelle à la racine carrée
de la corde, c'est-à-dire on fait

CN=r
MM'

(') T/àite des fonctions elliptiques, Pans, 188G, t. I, p. T.



Quand on effectue cela sur chaque corde qu'on peut
faire passer par le point C, on obtient la courbe en ques-
tion, comme le lieu des extrémités des rayons vecteurs
ainsi obtenus. Dans l'expression précédente, R est le
rayon du cercle, S la distance du point C au centre de
ce cercle et /une longueur arbitraire qui n'affecte pas la
nature delà courbe. Pour fixer les idées, on peut prendre
le rayon du cercle pour unité linéaire et l'on a alors

(O GN = V / R~ÏM'
La valeur de la fraction sous le signe du radical peut
être construite comme la quatrième proportionnelle à
trois droites et l'on obtient enfin CN comme la moyenne
géométrique. Par ce procédé, on obtiendrait une courbe
convexe, de symétrie bilatérale. C'est une courbe du
quatrième degré, dont nous allons trouver l'équation.

2. Soil C l'origine des coordonnées. Les abscisses des
points M et M', dans lesquelles la corde y = ax coupe le
cercle

( < 2 ? _ 3 ) 2 + ^ 2 = R j

sont données par l'équation

En posant a = arc tang a on a, pour les segments CM
et CM' de la corde MM7,

ou

CM

CM'

CM

CM'

= * i

= x2

8-

séca = #* ! / i - h a2,

sec ( 7T -(- a ) — — a?2y/i_}_a2

4 - v / R 2 ( i - + - a 2 ) — a 2 o 2

/ i + a2

8-/R2(n-tf*)_ a2ô2

V^i-h a 2



Si Ton additionne ces deux expressions, on a

MM' =

ou
MM' = 1 y/R2— o2sin2a.

Après avoir déterminé la longueur de la corde MM',
on a pour le rayon vecteur

= Rt/—£^J=
V y/R2 — 5» sisin2a

Posons CN—p, il s'ensuit l'équation polaire de la
courbe (C),

v/R2— 82sin2a

ou, dans le système des coordonnées rectangulaires,

(3) (

3. Dans l'Ouvrage déjà cité de Halphen, on désigne
par u le rapport de l'aire d'un secteur de la courbe (C)
au carré l1 resp. R2. Elfectuant la quadrature de la
courbe dans le système des coordonnées polaires, on a,
pour la mesure du double secteur,

/*a (R-+-a)da
* 'o y/R^— 52 sin2a

La valeur de cette intégrale dépend de la limite supé-
rieure; u et a sont fonctions l'un de l'autre : a est
l'amplitude de /*. Halphen nomme ainsi un autre angle,
mais nous croyons que la dépendance de ces deux gran-
deurs est plus directe. Nous avons pris d'ailleurs pourz*



( ' 7 )
la mesure de l'aire du double secteur, parce que cela
répond à la définition de l'argument des fonctions cir-
culaires et hyperboliques, dans le système absolu.

Le sinus et le cosinus de l'angle a, ou de l'amplitude
de u sont les fonctions elliptiques principales. Géomé-
triquement on les peut représenter par l'ordonnée et
l'abscisse du point N situé sur la courbe (C) et dont
le rayon vecteur fait l'angle a avec Taxe des x.

4. Quant au module, Halphen le représente par
l'excentricité de la courbe (C), et dit que sa valeur
numérique est

k =
R+-8

Mais on chercherait en vain la déduction de cette
formule selon la définition citée. En effet, par l'excen-
tricité de la courbe (C) on ne peut entendre autre
chose que le rapport S : R et c'est précisément le mo-
dule qu'on doit supposer renfermé dans les expres-
sions snu et en u quand u est donné par (4). Du reste,
il est facile de ramener ces modules l'un à l'autre.

Module ^ est le premier et ~-—^- le second ternie dans
SX *• £\ -+- 0

l'échelle des modules, qui sont liés entre eux par la rela-
tion connue

On voit donc que le module cité par Halphen est dé-

duit du module primitif jj> qui correspond à l'excen-

tricité de la courbe (C).
Le changement du module entraîne nécessairement

le changement de l'amplitude d'une manière bien con-
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nue ('). L'équation (4) peut être écrite

2(R
H = —

.-f-o) f* da.

R / / a«

et elle prend, quand on change convenablement (* ) le
module et l'amplitude, la forme nouvelle

do.

J o / i — £2 sin2a

où k signifie le module de Halphen ~ ^- Le résultat

obtenu établit l'harmonie parfaite entre le procédé de
Halphen et celui des autres géomètres.

5. Pour les arguments purement imaginaires, on peut
établir une représentation géométrique analogue.

La conjuguée imaginaire (C) à abscisses réelles de la
courbe (C) est

Cette équation se déduit de (3 ) en y remplaçant y par
y y/—i. On peut la réduire, *au moyen des fonctions
hyperboliques, à la forme

(5)

en posant x = p ch a, y = p sh a. L'équation (2) se trans-
forme aussi en (5) par la substitution de ay/—1 à. a,
et c'est, comme Ton sait, la manière de trouver la con-
juguée imaginaire de la courbe réelle, quand son équa-

(») Voir J.-A. SERRET, Cours de Calcul différentiel, etc., 1886,
t. II, p. 24!



tioii est donnée en coordonnées polaires (*). Par les
secteurs de cette courbe, qui a le type d'une hyper-
bole, seront représentés les arguments imaginaires des
fonctions elliptiques. On a pour la mesure du double
secteur, qui est limité par le rayon vecteur tracé sous
l'angle a, l'arc de la courbe (C) et Taxe des x,

f* (R-+-8)«fa
J^ y/R2 _|_ j

Evidemment il est

J \/l\'2-+-û2 sh2a J

et, comme shia = i sina,

(R-h S) dia

r (R-hZ)dot _ . r
Jo v/R2 + S2sh*a~'J0

(R-f-o) da
/R2 — 82 sin2a

c'est-à-dire
a m iu' = tam u

et réciproquement
l'am u' = am m.

Avec l'argument imaginaire, il faut lier le module
complémentaire. Pour la troisième fonction elliptique,
on a

àniu' — v/R2-f- o2 sh2a = [/R2-h o2 tang'2ta

costa
OU

, . , dnu'
aniu = jen u

ia étant amu'.
Il faut se rappeler encore les relations qui existent

entre les fonctions hyperboliques et circulaires, et Ton

(*) Voir M. MARIE, Théorie des fonctions de variables imagi-
naires, t. I, p. 268, Paris, 1874.



\ /
pourra aussitôt écrire les équations suivantes
sn ( lu, k ) = sin am (m, k ) = sin tam ( u', k' ) = i sh am ( u', k' )

. . sinamO, k')
— t tangamfa, A: ) = i ry--,° cosam(a,/:)

en (m, /:) = cosam(ia, A:) = cosiam(a', A:') = cham( u\ k')
i

cosam ( 16, A')

ou enfin
. , .sn(u<k')

s n ( t u , k)— i — ) ~ ,

en (m, A.) =
en (a , A:')

Remarque, — L'interprétation de la dégénérescence
des fonctions elliptiques est maintenant très facile.
Pour S = o, la courbe (C) se réduit au cercle et la
courbe (O) à une hyperbole équilatère. Alors le mo-
dule k se réduit à zéro, et le module k' à l'unité.


